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本 书 是 王 元 院士 多 年 来 在 国内 外 各 种 刊物 上 发 表 的 部 分 论述 性 
文章 (不 包括 专门 的 学 术 论著 ) 的 汇集 ， 内 容 分 为 四 大 部 分 : 第 一 
部 分 是 全 书 的 核心 ， 论 述 哥 德 巴赫 猜想 的 历史 、 意 义 、 研 究 方法 与 
进展 ， 进 而 涉及 当代 数论 的 成 就 、 应 用 及 其 在 数学 中 的 地 位 等 ; 第 
二 部 分 “综合 论述 "， 从 更 广阔 的 视角 并 发 作者 对 整个 数学 的 认识 ， 
以 及 作者 在 担任 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 和 中 国 数学 会 理事 长 等 
领导 实践 中 形成 的 对 发 展 中 国 现代 数学 的 看 法 、 见 解 ， 这 部 分 还 包 
括 了 以 青少年 为 对 象 的 关于 如 何 学 习 与 钻研 数学 的 体会 ;第 三 部 分 
“数学 家 "， 收 集 了 作者 为 我 国 现代 数学 史上 一 些 著名 数学 家 所 写 的 
纪念 与 评述 文章 ， 是 中 国 现代 数学 的 珍贵 史料 ; 最 后 一 部 分 为 作者 
个 人 成 长 经 历 与 学 术 道 路 的 自述 

本 书 书 名 强调 了 哥 德 巴赫 猜想 这 一 主题 . 在 数学 史上 ， 著 名 的 

， 猜 想 占有 重要 地 位 ， 这 不 仅 是 因为 它们 的 难度 使 它们 具有 诱 人 的 魅 
力 ， 而 且 更 由 于 在 问题 解决 过 程 中 产生 的 新 概念 与 新 方法 对 于 整个 
数学 进步 的 推动 . 哥 德 巴赫 猜想 正 是 这 样 的 著名 问题 ， 在 即将 过 去 
的 世纪 里 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 取得 了 巨大 进展 ， 其 中 中 国 数学 家 
留 下 了 最 辉煌 的 记录 ， 王 元 的 名 字 也 因 他 在 这 方面 的 关键 贡献 ( 详 
见 代 导论 及 正文 ) 而 与 这 一 著名 的 猜想 联系 在 一 起 另 一 方面 ， 为 
解决 这 样 的 世界 难题 而 作出 的 巨大 努力 ， 必 然 深 刻 影响 着 一 个 数学 
家 的 数学 思想 和 数学 观 . 主要 基于 上 述 这 样 一 些 考虑 ， 本 书 书 名 中 
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突出 了 哥 德 巴赫 狂想， 但 本 书 广泛 的 题材 和 王 元 院士 丰硕 的 科研 成 
果 (参见 代 导论 ) 都 大 大 超出 了 哥 德 巴赫 猜想 的 范围 . 

正如 希 尔 伯 特 在 列 出 包括 哥 德 巴赫 猜想 在 内 的 23 个 数学 问题 
时 所 指出 :“ 数 学 的 有 机 的 统一 ， 是 这 门 科学 固有 的 特点 .” 面 对 分 
支 越 来 越 多 的 现代 数学 ， 有 成 就 的 数学 家 站 在 更 高 的 高 度 考察 数学 
的 历史 、 特 点 、 研 究 方法 与 发 展 趋势 ， 他 们 在 这 方面 的 观点 对 于 加 
深 对 数学 作为 有 机 整体 的 认识 ， 引 导 创 造 性 的 研究 ， 具 有 不 可 低估 
的 作用 . 同时， 他 们 深入 浅 出 的 说 明 也 有 力 地 促进 了 社会 公众 对 数 
学 的 了 解 .在 这 样 的 意义 上 ， 可 以 说 ， 出 版 著名 数学 家 的 论述 性 文 
集 ， 比 出 版 一 本 专门 的 数学 论著 更 有 影响 ， 因 此， 我 们 要 感谢 山东 
教育 出 版 社 为 出 版 本 书 所 作 的 努力 和 支持 ， 感 谢 王 元 院士 欣然 同意 
将 他 的 有 关 论 述 编纂 成 集 ， 以 纹 读 者 . 

本 书 是 由 王 元 院士 亲自 参与 编选 的 ,定稿 之 后 , 王 元 院士 将 全 部 
稿件 交 给 我 通读 , 并 嘱 为 之 作 序 , 这 使 我 感到 莫大 的 荣幸 , 同时 又 诚 
恶 自己 才 玻 学 浅 而 有 负 信 托 .我 于 1965 年 从 中 国 科技 大 学 分 配 到 数 
学 所 , 当时 王 元 已 因 哥 德 巴赫 猜想 等 研究 而 享有 声誉 . 1987 年 我 担 
任 数学 研究 所 党 委 书记 , 有 机 会 与 当时 任 所 长 的 王 元 院士 合作 共事 . 
这 是 一 段 难忘 的 相处 , 这 位 著名 学 者 在 科研 领导 方面 表现 出 来 的 远 
见 卓 识 与 民主 风范 , 同样 给 我 留 下 了 深刻 的 印象 , 我们 从 此 建立 了 密 
切 的 关系 .在 此 次 阅读 文稿 的 过 程 中 , 联想 多 年 来 王 元 院士 在 工作 和 
数学 史 事业 上 对 我 的 热情 扶持 以 及 学 术 方面 的 说 诗 教 诲 , 不禁 释 点 
从 命 , 递 志 小 序 ,祝贺 ( 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 文集 的 成 功 出 版 . 


李 文 林 
1998 年 6 月 12 日 


王 元 ; 生平 与 工作 简介 ( 代 导 论 )( 李 文 林 朝向 东 ) 


哥 德 巴赫 猜想 与 数论 


论 哥 德 巴赫 猜想 …………… 
谈 谈 “ 哥 德 巴赫 ”问题 
关于 哥 德 巴赫 猜想 … 
评 潘 承 洞 、 潘 承 紫 着 《 哥 德 巴赫 猜想 》 
附录 : 关于 哥 德 巴赫 狂想 的 报道 ， 


数论 在 数学 中 的 地 位 …: 
代数 数 域 中 的 丢 番 图 方程 与 不 等 式 
数值 分 析 中 的 数论 方法 ………… 
仆人 与 皇后 〈 谈 谈 数论 的 应 用 ) 
均匀 设计 一 一 一 种 试验 设计 方法 …… 
均匀 设计 与 均匀 设计 表 …………… 
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综合 论述 
有 限 与 无 穷 。 离 散 与 连续 (与 华罗庚 合作 ) …………………… 233 
纯粹 数学 与 应 用 数学 ……………… 


中 国 的 数学 现状 与 发 展 … 
关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储量 与 坡地 面积 的 问题 

(与 华罗庚 合作 ) 
《数学 百科 全 书 》 出 版 说 明 
《中 国 科学 技术 专家 传略 》 (数学 卷 ) 前 言 … 
( 国 用 会 史 种 ) 序 ， 
a ee 
在 中 国 数学 会 第 五 届 理 事 会 第 一 次 会 议 上 的 工作 报告 ………… 328 
在 中 国 数学 会 第 五 届 理事 会 第 二 次 会 议 上 的 工作 报告 
话说 数学 所 的 经 典 分 析 -… ee 

总 结 经 验 ”继续 前 进 … 

附录 : 关于 数学 研究 所 对 外 开放 的 报道 
关于 报道 学 术 成 就 的 几 点 意见 … 

附录 ， 关 于 基础 理 论 反 优 支持 的 报道 
同 中 学 生 谈 谈 学 习 数 学 …… 
树立 远大 理想 ， 敢 于 攻破 难关 
勤奋 、 踏 实 、 多 思 ………… 


数 学 家 
在 纪念 陈 建 功 先生 诞 展 一 百 周年 分 析 会 议 上 的 讲话 … 


在 庆祝 苏 步 青 先生 九 旬 诞 捅 会 上 的 讲话 …………- 
杨 武之 先生 与 中 国 的 数论 … 


华罗庚 : 生平 与 工作 简介 和 Re 
《华罗庚 科普 著作 选集 》 介 绍 
《华罗庚 科普 著作 选集 》 首 发 式 上 的 讲话 ……………… 
怀念 华罗庚 老师 … 
我 的 老师 华罗庚 … 
在 陈省身 数学 奖 颁奖 仪式 上 的 讲话 
在 庆祝 柯 召 先生 八 旬 诞 展会 上 的 讲话 . 
在 闵 山 稚 先 生 逝 世 十 五 周年 大 会 上 的 讲话 
怀念 冯 康 教授 … BA a 
陈景润 : 生平 与 工作 简介 《与 水 洞 合 作 ) … 


回忆 黄 俊 雄 … 


我 的 数学 生活 …… 
我 的 青少年 … 
回忆 站 出家 的 自 子 sed 495 


附录 : 王 元 学 术 著 作 目 录 


王 元 : 生平 与 工作 简介 〈 代 导论 ) 


李 文 林 ” 袁 向 东 


王 元 于 1930 年 4 月 30 日 出 生 于 浙江 省 兰 巍 县 .他 的 父亲 王 杰 
勤 当 时 任 兰 婴 县 长 . 抗日 战争 开始 后 ， 举 家 迁 往 四 川 ， 居 于 重庆 江 
北上 县 悦 来 场 乡下 .家庭 生 活 颇 难 . 王 元 的 小 学 就 是 在 战乱 与 艰难 
中 ， 在 农村 小 学 中 度 过 的 . 

1942 年 ， 王 元 小 学 毕业 ， 考 取 了 位 于 合川 县 的 国立 第 二 中 学 . 
那 时 他 的 父亲 出 任 中 央 研究 院 总 办 事 处 主任 秘书 .1946 年 ， 随 家 
一 起 回 到 南京 ， 转 入 社 教 附中 就 读 高 中 二 年 级 ， 一 年 后 ， 学 校 改名 
为 南京 市 立 六 中 . 

1948 年 ， 高 中 毕业 . 王 元 考取 位 于 浙江 金华 的 英 士 大 学 数学 
系 . 1949 年 ， 随 英 士 大 学 并 入 浙江 大 学 数学 系 就 读 . 浙江 大 学 是 
我 国 著名 数学 家 陈 建 功 与 苏 步 青 教授 多 年 执教 的 地 方 ， 特 别 是 他 们 
倡导 的 高 年 级 学 生 读 书 讨 论 班 ， 对 于 培养 学 生 的 独立 工作 能 力 很 有 
帮助 ， 浙 大 数学 系 的 良好 环境 培育 了 王 元 对 数学 的 浓厚 兴趣 ， 大 学 
四 年 级 时 ， 王 元 在 读书 讨论 班 上 报告 了 英 格 姆 (A. E. Ingham) 
的 “素数 分 布 论 ”(The distribution of Prime numbers, Camb, Tracts 
30, 1932)， 解 析 数 论 的 优美 深 深 地 吸引 着 他 . 

1952 年 ， 王 元 以 优良 的 成 绩 从 浙大 毕业 . 在 陈 建 功 与 苏 步 青 
教授 的 推荐 下 ， 由 政府 分 配 到 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 工作 ， 一 年 
后 ， 他 被 分 配 到 数论 组 ， 在 华罗庚 教授 指导 下 ， 研 究 解析 数论 . 
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王 元 在 数论 组 很 快 显示 出 数学 才能 、1954 年 ， 波 兰 数学 家 库 
拉 托 夫 斯 基 (K. Kuratowski) 来 华 访问 、 带 来 了 西 尔 宾 斯 基 (W. 
Sierpinski) 与 辛 哲 尔 (A，Schingel) 关于 数论 函数 的 论文 . 王 元 
对 这 些 工作 作 了 一 些 改 进 ， 他 的 处 女 作 就 是 与 辛 哲 尔 合作 的 《关于 
函数 p(n), oln) 与 9(n) 车 干 性 质 的 一 个 注 记 》 并 在 波兰 发 表 ， 以 
后 他 就 致力 于 得 法 与 哥 德 巴赫 (C.Goldbach) 猜想 的 研究 ， 并 于 
1957 年 证 明 (2，3)， 即 每 个 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 不 超过 2 个 素 
数 之 积 与 一 个 不 超过 3 个 素数 之 积 之 和 . 

1958 年 ， 华 罗 庚 与 王 元 一 起 合作 研究 数论 方法 在 近似 分 析 中 
的 应 用 ， 特 别 是 高 维 空间 的 数值 积分 问题 .他 们 建立 了 基于 经 典 代 
数 数论 与 丢 番 图 逼近 论 的 高 维 积分 近似 计算 方法 ， 他 们 的 这 一 合作 
延续 了 二 十 年 . 

1966 年 , “文化 大 革命 ”中 断 了 王 元 的 工作 ， 他 受到 了 错误 的 
批判 与 不 公正 的 待遇 .1972 年 ， 王 元 恢复 了 他 的 数学 研究 工作 ， 
此 后 他 从 事 代数 数 域 上 的 丢 番 图 方程 与 不 等 式 的 研究 及 与 方 开 泰 教 
授 一 起 研究 数论 方法 在 统计 中 的 应 用 .1985 年 以 后 ， 王 元 还 从 事 
中 国 近代 数学 史 的 研究 . 

1978 年 以 后 ， 王 元 致力 于 撰写 一 些 专著 ， 计 有 : 《数论 在 近似 
分 析 中 的 应 用 》(1978， 与 华罗庚 合作 )，《 哥 德 巴赫 猜想 》(1984)， 
《在 中 华人 民 共和 国 普及 数学 方法 的 个 人 体会 》(1989， 与 华罗庚 合 
作 )，《 代 数 数 域 上 的 丢 番 图 方程 与 不 等 式 》 (1991)，《 统 计 中 的 数 
论 方法 ) (1994， 与 方 开 泰 合作 )，《 华 罗 庚 》 (1995) 与 〈 微 积分 》 
(1997 与 方 源 合 作 ). 

由 于 王 元 在 数学 上 的 成 就 ， 他 于 1978 年 被 提升 为 中 国 科学 院 
数学 研究 所 研究 员 ，1980 年 被 选 为 中 国 科学 院 学 部 委员 (院士 ). 
王 元 得 到 过 国家 自然 科学 一 等 奖 (与 陈景润 、 潘 承 洞 一 起 )、 陈 嘉 
庚 物 质 科学 奖 (与 华罗庚 一 起 ) 及 何 梁 何 利 数学 奖 . 
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王 元 于 1984 一 1987 年 任 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 .1988 一 
1992 年 任 中 国 数学 会 理事 长 .1986 年 以 后 任 全 国政 协 委 员 . 
王 元 于 1967 年 与 郭 宝 文 女士 结婚 ， 他 们 有 两 个 儿子 . 


数学 工作 


一 数论 

1. 得 法 与 哥 德 巴赫 猜想 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 1742 年 哥 德 巴 赫 在 与 欧 拉 (L，Euler) 通信 
中 提出 来 的 ， 可 以 表述 为 : 

(A) 每 个 偶数 >5 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 

(B) 每 个 奇数 >8 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 

显然 由 (A) 可 以 推出 (B). 这 一 问题 至 今 仍 未 解决 . 直至 20 
世纪 20 年 代 ， 由 于 圆 法 与 筛 法 的 产生 ， 才 使 这 个 问题 的 研究 有 了 
一 些 好 的 结果 . 

第 法 起 源 于 古老 的 “ 埃 拉 托 塞 尼 氏 (Eratosthenes) 筛 法 "， 布 
伦 (V. Brun) 于 1919 年 对 它 作 出 了 重要 改进 ， 并 且 用 于 猜想 
〈《A)， 他 证 明了 (9，9)， 即 每 个 大 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 均 不 
超过 9 的 整数 之 和 ， 类 似 地 可 以 定义 (ae，8). 布 伦 之 后 ， 又 出 现 
了 其 他 一 些 关 于 第 法 的 改进 . 例如 赛 尔 伯 格 (ASelberg) 得 法 
(1947)， 布 赫 夕 塔 布 (A.A. Buchstab) 恒等式 (1937) 及 孔 恩 
(P. Kuhn) 加 权 第 法 (1954) 等 . 至 1954 年 ， 最 好 的 结果 为 4， 
4) ( 布 赫 夕 塔 布 ，1940) 与 (ae，5) (a+6b<<6) ( 孔 恩 ，1954). 

综合 上 述 方法 ， 王 元 于 1956 年 与 1957 年 分 别 证 明了 : 

(3,4)(1956), (2, 3)(1957). (1) 

第 法 可 以 简单 叙 于 下 考虑 集合 P. = {m:1<m<n, 

plm(n 一 m) 之 p>nV"|}, 此 处 a 汪 2，n 为 偶数 及 p 表示 素数 ， 若 


4 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


能 证 明 当 / 为 正 整 数 且 当 n 充分 大 时 有 已 ;>0， 则 得 (1，2)， 再 
考虑 Q,。= 1g: 1<dg<n， 旋 |(z-g) 一 户 > nm"|, 此 处 9 表示 素 
数 , 则 由 Q,,;>0 就 导出 (1,7). 

首先 是 埃 斯 特 曼 (T，Estermann) 于 1932 年 在 广义 黎 曼 〈G. 
Riemann) 猜想 (GRH) 之 下 证 明了 : 每 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 与 
一 个 不 超过 6 个 素数 之 积 之 和 .简单 记 为 (1,6)k 

王 元 将 埃 斯 特 曼 的 结果 改进 为 ; 

(1,4)r(1956), (1,3)r(1957). (2) 

利用 布 伦 筛 法 ， 素 数 分 布 理 论 与 林 尼 克 (Yu.，V，Linnik) 大 
筛 法 ， 瑞 尼 (A，Renyi) 于 1948 年 证 明了 (1，c)， 此 处 < 是 一 
个 常数 ， 瑞 尼 定理 的 证 明 中 隐 含 了 下 面 的 中 值 公式 ;存在 8 > 0， 
使 


n(xz;k, 0)- 一 a 


> (9 p(k) .lnt 


cf) 
此 处 ci>>6 为 一 个 常数 ，y (kt) 表示 欧 拉 函 数 及 r (z; k，1) = 
2 1， 其 中 p 过 素数 三 z， 若 将 (Ms) 中 的 的 范围 扩大 至 


pu fm kh) 
zy ， 其 中 为 任意 正 数 ， 则 (Ms) 就 可 以 用 来 代替 (1，3)R 
证 明 中 的 〈GRH)， 巴 尔 巴 恩 (M，B. Barban) 与 潘 承 洞 分 别 在 


1961 年 与 1962 年 独立 地 证 明了 (Ms)， 其 中 68= 寺 ~。 与 = 二 ~ 
。. 潘 承 洞 并 由 他 的 Ms (= 二 一 e) 推出 了 (1，5)， 以 后 他 们 又 
独立 得 出 〔Ms)， 其 中 3= 半 -< 并 推出 (1，4). 


王 元 指出 由 潘 承 洞 的 (Ms)(8= 于 一 e) 即 能 推出 (1,4). 
以 后 ， 庞 比 尼 (E， Bombieri) 与 阿 . 维 诺 格拉 采 夫 (A. I. 
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Vinogradov) 于 1965 年 分 别 证 明 瑞 尼 公 式 中 上 的 范围 可 以 扩大 为 
二 xzY2/ (Inz)4 与 z!2-*， 此 处 A>0 为 一 个 常数 ， 从 而 由 王 元 证 
明 的 (1，3)R 的 方法 即 推出 (1，3). 1966 年 ， 陈 景 润 改进 了 
(1，3)m 的 方法 并 证 明了 (1，2)， 该 结果 被 称 为 陈 氏 定理 . 1975 
年 ， 王 元 与 潘 承 洞 、 丁 夏 畦 一 起 给 出 了 陈 氏 定理 的 一 个 简化 证 明 . 

王 元 还 将 他 处 理 犹 想 (A) 的 方法 用 于 小 区 间 中 殖 素 数 的 分 布 
及 {F(z):z=t2,…| 中 的 列 素 数 分 布 问题 , 此 处 F(z ) 为 一 个 整 什 
多 项 式 ， 所谓 列 素 数 即 素 因子 个 数 不 超 过 一 个 固定 常数 的 整数 .我 
们 常常 用 P 表示 素 因子 个 数 不 超 过 的 殖 素 数 ， 王 元 改进 了 以 往 
的 结果 ， 特 别 地 ， 他 首次 考虑 了 小 区 间 中 P; 的 分 布 ， 他 证 明了 当 
工 充分 大 时 ， 有 P, 满足 

I<P<r+zrVy. (3) 
以 后 引起 不 少数 学 家 对 (3) 进行 改进 . 

2. 圆 法 与 哥 德 巴赫 猜想 . 

圆 法 起 源 于 哈代 (G. H、Hardy) 与 拉 马 努 金 (S.，Ramanu- 
jan) 关于 整数 分 拆 与 表 整 数 为 平方 和 的 一 篇 文章 〈1918)， 接 着 哈 
代 与 李 特 伍德 (J.E.，Littlewood) 在 一 系列 论文 中 系统 地 发 展 了 
一 个 新 的 分 析 方法 一 一 圆 法 ， 并 用 于 华 林 (G.，Waring) 问题 与 哥 
德 巴赫 问题 ， 他 们 在 (GRH) 之 下 ， 基本 上 证 明了 猜想 (B)， 即 
每 一 个 大 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 . 基于 素数 变数 三 角 和 的 天 才 估 
计 ， 依 维 诺 格拉 条 夫 〈I，M- Vinogradov) 于 1937 年 取消 了 哈代 
与 李 特 伍德 关于 猜想 (B) 证 明 中 的 (GRH). 

林 尼 克 于 1951 年 将 圆 法 用 来 处 理 小 区 间 中 的 猜想 (A)， 他 的 
研究 涉及 密度 猜想 (DH) : 命 0<v<1/2 及 T>0, 命 N (T， v) 
表示 &(s) 在 矩形 


到 +u<os<1， lil<T 
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中 的 零点 个 数 ， 估 计 式 
(DH) N(T,w)SeT!I Yn(T+2) (0<u<1/2). 
此 即 密度 猜想 , 它 是 (RH) 的 推论 , 但 至 今 尚 未 得 到 证 明 .1951 年 , 林 
尼克 在 假定 (DH) 成 立时 证 明了 对 于 任何 整数 n 与 。 >0, 皆 存 在 素 
数 pi1, p2, 使 
In- pi- pal<e(e) (nn) re, 
其 中 c(e ) 为 依赖 于 e 的 正常 数 ,每 次 出 现 的 值 不 一 定 相同 . 
王 元 于 1977 年 指出 了 林 尼 克 结 果 的 证 明 有 错 并 给 出 了 一 个 正 
确 的 证 明 ,详细 言 之 , 在 较 (DH) 更 弱 的 假设 
(DH) N(T, WSe(e) Tin(T+2)(0<v< 区 +e,e>0) 
之 下 , 他 证 明了 对 于 任何 整数 a, 皆 存 在 p1, p2, 使 
| 一方 一 加 | 委 c(e)(lnn)148013+ (4) 
王 元 与 单 丧 还 证 明了 : 命 g, n 为 两 个 正 整 数 满足 gq 
n/c(Inn)? 及 当 q 为 偶数 时 ,n 亦 为 偶数 , 则 在 (GRH) 之 下 ,方程 
n=pi+p2t+hg 
恒 有 解 p!/，p，,，h， 其 中 pl，p; 为 素数 ，h 为 整数 ， 适合 0 和 /入 
< (lnz)*， 这 是 林 尼 克 一 个 结果 的 改进 ， 他 原来 结果 中 必 的 范围 
为 0<h<c (e) (lnn)6+e (e>0). 
3. 素数 p 的 最 小 原 根 . 
所 谓 模 p 之 原 根 g 即 模 p 之 缩 系 11，2，…， -1| 的 生成 
元 . 命 g(p) 表示 模 p 之 最 小 正 原 根 ， 依 * 维 诺 格拉 朵 夫 首 先 在 
1930 年 证 明了 : 
g(p)<2"p'/ ?Inp, 
此 处 m = co(p 一 1) 表 示 p -1 的 互 异 素 因 子 个 数 . 其 后 ， 他 将 自己 
的 结果 改进 为 g (p) < 2"p12 inlnp， 华罗庚 、 爱 多 土 (P. 
Erd6s) 及 爱 多 士 与 夏 皮 罗 (H. N. Shapiro) 又 进一步 先后 证 明了 
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&( 力 )<2"71pU2，g( 力 )= O(bY2ln7 力 ) 与 

g(p)= O(mecpl2) . 
其 中 c 及 与 O 有关 常数 都 是 绝对 常数 .关于 g(p) 的 下 界 估计 , 吐 朗 
(P. Turan ) 证 明了 g (bph)= Q(Inp). 而 安 琦 尼 
(N.C.Ankeng) 在 (GRH) 之 下 , 证 明了 gg(p)= 0O(2"Inp 
ln2(2mln2 户 ) ) . 

利用 布尔 吉 斯 (D，A. Burgess) 方法 ， 王 元 (1959) 与 布尔 

吉 斯 (1962) 独立 地 证 明了 


g(P)Se(e) pe. (5) 
王 元 (1959) 又 将 安 琦 尼 的 结果 改进 为 :在 (GRH) 之 下 有 
g(p)=O (msln’p). (6) 


王 元 还 改进 了 以 往 关 于 模 p 的 最 小 次 非 剩 余 及 佩 尔 氏 (]. 
Pell) 方程 最 小 解 的 估计 . 

4. 数论 函数 的 分 布 . 

1956 年 ， 王 元 与 辛 哲 尔 用 布 伦 筛 法 证 明了 下 面 的 结果 : 对 于 
任何 非 负 整 数 矢量 4 = (a!，…，a) 及 se>0， 皆 存在 整数 使 


nt+i) 
gl(nt+i+1) 


进而 言 之 ， 存 在 常数 co。( 4 ，e) 及 Xo (&，e)， 使 当 X> zo 时 ， 
区 间 1<n<X 中 有 多 于 coX/(lnz)4+1 个 ”适合 (7). 

过 去 辛 哲 尔 只 能 得 到 使 (7) 成 立 的 整数 ”的 存在 性 ， 但 不 能 
得 到 满足 (7) 的 整数 个 数 的 估计 . 

结合 布 伦 第 法 及 林 尼 克 一 瑞 尼 大 第 法 ， 王 元 于 1958 年 进一步 
证 明了 : 对 于 任何 非 负 矢量 4 及 e >0， 沉 存在 素数 p 使 


9g(p+v) 
pp+vt1) 


进而 言 之 , 存在 常数 ci( 9 ,e) 与 Xi( 2 ,e), 使 当 久 >Xi 时 ,区 间 1 


-ai|l<e, 1&i<h. (7) 


-avj<e, 1l<v<h. (8) 
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过 n 志 XX 中 有 多 于 ciX/(lnz)*+2lnlinz 个 素数 适合 (8). 

将 欧 拉 函数 换 成 其 他 数论 函数 仍 有 相应 的 结果 . 

5 委 番 图 方程 与 不 等 式 的 最 小 解 、 

对 于 复 矢量 三 = 《zx1，…，z,), 命 | 王 | = max |z;|， 对 于 复 
系数 型 F， 命 | 下 | 表示 F 的 系数 的 最 大 绝对 值 ， 对 于 每 一 个 次 
型 ， 箔 对 应 一 个 型 上 (三,，…， 王 )， 它 关于 每 个 Ei (1<i< 


4) 都 是 线性 的 , 且 F (和 2) = 有 (天 ，…， 王 )， 
施 密 特 (W. M.Schmidt) 于 1980 年 证 明了 下 述 结果 : 给 予 

整数 h 宇 1，m 之 1 及 奇数 名 ，…， 与 一 个 任意 大 的 数 E， 和 皆 存 
在 

co= co (ki, *%, kis, E), 
使 若 M 之 1 及 Fl，…，FF 分 别 为 所 = (zi1，…，z;) 的 次 数 为 
k1，…，& 的 实 系数 型 ， 则 当 s 宇 co 时 有 m 个 右 Z: 上 线性 独立 的 
点 三 (1),…, 王 (m), 使 

IE(DI<M, 1<i<m 
及 

[BECGD,, EC DI Cm ElEl, 

1<j<h,1<i, ,Sm. 

由 此 推出 :给 予 之 1, m 之 1, 奇数 有 ，,…, hk 及 e >0 任意 小 , 皆 
存在 常数 cl = cA(k,…,k;m,e), 使 当 G1,…, Gh 分 别 为 于 = (xz, 
…, Zz;) 的 次 数 为 1,…, ks 的 整 系数 型 ,此 处 :过 cu, 则 G1,…, Gs 在 
贡 个 整 点 三 (1),…, 王 (m) 张 成 的 m 维 子 空间 上 皆 为 零 ,此 处 

1s(DI<G, 1<i<m, 
G=max(l,|G1|,…, |G; |). 
取 一 个 型 下 = zz2 +… + zi2, 即 可 知 在 施 密 特 的 上 述 结果 中 必 
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须 限制 诸 型 的 次 数 皆 为 奇数 . 王 元 考虑 将 型 的 丢 番 图 不 等 式 在 全 复 
代数 数 域 中 求解 ,从 而 取消 了 型 的 次 数 为 奇数 这 一 限制 . 详 言 之 , 命 
K 为 一 个 2r 次 全 复 代数 数 域 ,其 整数 环 记 为 J, 对 于 6E 天 , 命 6 
(1<i<2r) 表 示 & 的 共 连 数 及 1 $1 = max 16|, 当 2 = (X41,…， 
2;) 时 , 命 上 24 =a a . 
王 元 于 1988 年 证 明了 下 面 的 结果 :给 予 正 整数 h,m 及 ki,…， 

,及 一 个 任意 大 的 整数 EE, 皆 存 在 常数 

c2= ca ks kasm, r, E), 
使 若 M 之 1 及 F1,…, Fi 分 别 为 4 = (XA1,…,4,) 的 次 数 为 1，…，k。 
的 复 系数 型 ,此 处 s 宇 c2, 则 在 王 中 有 m 个 线性 独立 点 , 4 (1),…， 
4 (m), 满 足 

1240)1<M,1<i<m 
与 

| 高 ( (7 A DTCMELE ,1<i<h, 1<i, 
ym 
由 此 也 可 以 推出 系数 属于 J 型 方程 系 的 最 小 解 的 类 似 结果 . 

关于 模 p 的 二 次 同 余 方程 的 最 小 解 问题 ， 希 斯 一 布朗 〈D, 

R. heath-Brown) 于 1985 年 证 明 过 : 命 Q ( 王 ) = Q (zu …， 
Z4) 为 整 系数 二 次 型 ，p 为 素数 ， 则 同 余 方程 

Q (z#) =0 (modp) 
有 解 王 适合 

0< max |z;| <V plnp. 


1<i<4 
柯 克朗 〈Todd Cochrane) 将 上 式 的 右 端 改进 为 \ 方 ， 这 是 最 佳 可 能 
的 结果 . 
王 元 于 1989 年 及 1993 年 分 别 将 上 述 结果 推广 至 任意 有 限 域 . 
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王 元 还 研究 了 代数 数 域 中 同 余 方程 组 的 最 小 解 问题 . 

二 ， 近似 分 析 与 统计 

6， 近似 分 析 中 的 数论 方法 . 

近似 分 析 中 的 数论 方法 的 理论 基础 为 数论 中 韦 尔 (H.Wegl) 
的 一 致 分 布 论 ， 其 要 点 为 找 出 空间 中 较 小 偏差 的 点 列 ， 称 为 伪 随机 
数 ， 用 它 来 代替 蒙特 卡 罗 方法 中 的 随机 数 作 统计 模拟 .所 以 这 种 方 
法 又 称 为 伪 蒙 特 卡 罗 方 法 .其 最 成 功 的 应 用 为 高 维 定 积 分 的 近似 计 
算法 . 

假定 f( 王 )= f(z1,…, x,) 为 单位 立方 体 G,= |: 0<z; 壹 
1，1<i<s1 上 定义 的 函数 , 我们 要 求 定 积分 


1= | f(z)d #, d¥-dr,.,dz, 


的 近似 值 ， 不 妨 假定 F (三 ) 为 G, 上 的 周期 函数 ， 且 每 个 变数 有 
周期 1， 假定 / (三 ) 有 绝对 收敛 的 健 里 叶 (]，Rouriev) 展开 


/(#)= 六 C( 亚 )ents 


= > aos > Cm es ms) esr(mk tt) 


C 


[i 


Ic(2)l< 


上 el = mm,, 


m= max(1, | m|), 
其 中 a>1 及 C>0 为 绝对 常数 .这 种 函数 类 记 为 Ee(C). 
卡 罗 波 夫 (N. M. Konolov) (1959) 与 那 夫 卡 (E. Hlawka) (1962) 
独立 地 证 明了 对 于 素数 p, 存 在 整 矢量 & = (a1l,…,as), 使 


所 


| 
ee pe 


Sup 


f€EEC) p=1 
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-ofcQna) 
| 

此 处 与 O 有关 的 常数 仅 依赖 于 a、s. 这 一 方法 的 误差 比 一 维 古 典 
方法 的 直接 推广 的 误差 O(n ”““) 与 蒙特 卡 罗 方 法 的 概率 误差 


O (大 ) 要 好 得 多 ， 其 中 n 表示 求 积 公式 所 需 的 点 数 .但 欲 得 到 
n 


和 ( 户 ) 的 初等 运算 量 为 O(p?), 所 以 寻求 一 个 依赖 于 分 点 个 数 N 的 
整 矢量 & (N) 是 很 重要 的 问题 . 

命 F， (n= 二 0，1，…) 为 斐 波 那 契 (L.，P，Fibonacci) 数列 ， 
即 由 Fo= Fi=1， F422 三 F411+ F, (nn 之 0) 定义 的 整数 列 ， 巴 赫 
瓦 洛 夫 (N.S，Bahvalov) (1959) 与 华罗庚 及 王 元 (1960) 独立 
地 证 明了 


局 


1 1 六 | 
S - 工 也 /( 甘 , 千 上 *) 
ey | | /zdrdy F, el P FF, 
Cl,3F, 
=-o| Ee ): (9) 


而 华罗庚 与 王 元 还 证 明了 (9) 式 右 端的 In3F, ~ F, 是 最 佳 可 能 的 结 
果 . 算 出 F, 所 需 的 初等 运算 量 仅 为 O(1,3F,). 
华罗庚 与 王 元 在 一 系列 论文 (1964 一 1974) 中 将 他 们 的 方法 推广 
至 s>2 的 情况 .他 们 的 方法 基于 由 一 个 * 次 全 实 代数 数 域 K 的 一 
组 独立 单位 出 发 ,构造 出 K 的 一 组 单位 (k=1,2,…) 满 足 
= CNSis. 
假定 K 的 基底 为 w(1<j<s), 其 中 w(1<j<: -1) 为 无 理 数 , 则 


之 WO =m Do n= 1<j< sy-1 


都 是 有 理 整数 , 于 是 联 立 有 理 逼 近 


h 1 
+t O(n 1D, 1<j<s -1, 
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命 &k=(1, hi ，…, hi 这 就 是 ns 所 对 应 的 整 矢量 .于 是 得 求 
积 公 式 


Sup 
/EE 


上 POT ee 


m=l 


=O(Cn- Fe Dy; (10) 


其 中 与 O 有 关 的 常数 依赖 于 e, 在 此 得 到 矢量 4 的 计算 量 仅 为 
Ollnnx), 在 实际 操作 时 , 华罗庚 与 王 元 建议 使 用 分 圆 域 


Q(cos 红 )(m 之 5). 华 罗 庚 与 王 元 关于 (9) 的 另 一 推广 基于 雅 可 比 
(C.Jacoh) 一 佩 龙 (O. Perron) 算 法 . 
命 旦 =(rii,…, ra),1<i<s 为 实 矢量 , 4 = (gi,…, g,) 为 整 


矢量 及 ( 生 ，¥ ) = 六 x 表示 三 与 的 标量 积 , 王 元 于 1982 年 证 


Sup 


5 lal 
7E EN(c) Ja 本 
f((9, 2),.%,(9,2))|=O(Cn -Ye). (1) 
对 于 一 般 的 E29 (C) (a >1) 亦 有 公式 ， 但 加 权 要 复杂 一 些 . 当 :+ 
=1 时 ， 已 先后 由 巴赫 瓦 洛 夫 ， 哈 塞 格 罗 夫 (C. B. Haselgrove), 
华罗庚 与 王 元 ， 卡 罗 波 夫 ， 尼 德 瑞 特 (H. Niederreiter) 获得 ， 有 
理 形式 的 推广 ， 以 后 由 斯 龙 (1. HSloan) 得 出 ( 见 I.，H. Sloan 
and S. Joe, Lattice Method for Multiple Integration， Qxford, 
1994). 
7. 统计 中 的 数论 方法 . 
统计 中 的 问题 常常 需要 用 到 伪 随 机 数 小 样本 ， 王 元 与 方 开 泰 于 
1981 年 首先 用 数论 方法 找 出 一 批 小 样本 ， 即 伪 随 机 数 ， 并 用 于 试 
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验 设计 问题 .假定 一 个 试验 ， 共 有 * 个 因素 ， 每 个 因素 有 9 个 水 
平 ， 则 共有 4: 种 可 能 的 * 种 因素 的 水 平 组 合 . 让 每 个 组 合 对 应 于 
G, 中 的 一 个 格 点 ， 数 论 方法 为 从 这 g' 个 格 点 中 选 出 O(g ) 个 点 的 
合 v， 它 们 在 G, 上 有 较 小 的 偏差 . 可 在 v 的 点 上 作 实 验 ， 根 据 
试验 结果 ， 用 过 归 分 析 方法 求 得 较 好 的 组 合 ， 我 们 称 这 个 方法 为 均 
匀 设 计 . 这 比 普通 的 正 交 设计 所 需 的 试验 次 数 O(9? ) 有 较 大 的 减 
少 . 根据 在 中 国 工业 部 门 中 的 应 用 ， 均 匀 设计 方法 所 得 到 的 结果 的 
精密 度 是 可 以 与 正 交 设计 相 比 的 . 
将 数论 方法 用 于 统计 问题 时 ， 还 需要 有 其 他 一 些 区 域 上 的 一 至 
分 布点 列 ， 即 偏差 较 小 的 点 列 ， 王 元 与 方 开 泰 于 1990 年 建议 了 一 
个 程序 ， 它 由 G, 上 一 个 一 致 分 布点 集 出 发 而 得 到 A, = } 亚 :0<zi 


委 z 委 … 委 六 1 B= {Er + + zl}, S11= 1:zr+ 
人 +z1 及 T=| :zt +z=1, xz;>0,1<i<s| 上 的 一 
致 分 布点 集 .而 且 基 本 上 可 以 得 到 

Ti(2,8)=1E:zit +z,=1, 


ai<zi<b, 1<i<s! 
上 的 一 致 分 布点 集 ,此 处 a; 宇 0, 1<i 过 s， > ai<1 及 3 b;>1. 


T,-1( ,和 急 ) 上 的 一 致 分 布点 集 实际 上 对 应 于 一 般 的 混 料 试验 设 
计 . 

概率 与 矩 的 计算 实际 上 就 是 多 重 积分 近似 计算 .数论 方法 还 可 
以 用 于 统计 中 的 最 优化 问题 ， 多 元 分 布 代表 点 的 寻求 问题 及 统计 推 
断 问题 等 . 

三 ”其 他 工作 

8. 正 交 拉 丁 方 . 

由 (1，2，…，s) 构成 的 sx s 方 阵 ， 如 果 每 个 元 素 都 在 方 阵 
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的 每 一 行 与 每 一 列 中 恰好 出 现 一 次 ， 则 称 这 种 方 阵 为 。 阶 的 拉丁 
方 . 若 将 两 个 拉丁 方 重 艰 在 一 起 ， 则 上 面 拉 丁 方 的 每 个 元 素 恰 与 下 
面 拉 丁 方 的 每 个 元 遇 到 一 次 ， 就 称 这 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 ， 命 
N(s) 表 示 * 阶 的 两 两 正 交 拉丁 方 的 最 大 个 数 , 欧 拉 曾 猜想 : 当 s > 
6 及 ;三 2 (mod4) 时 有 N (s) =0， 巴士 (R，C.， Bose)， 希 里 克 
汉 德 (S，S，Shrikhande) 与 帕克 尔 〈 下 ，T.， Parker) 对 这 一 问题 
作出 了 重要 贡献 . 他 们 在 1960 年 反 证 了 欧 拉 猜想 ， 他们 证 明了 ， 
当 s>6 时 有 N (*) 宇 2. 将 他 们 的 方法 与 布 伦 筛 法 结合 起 来 ， 乔 
拉 〈S，Chowla)， 爱 多 士 与 斯 特 劳 士 (E.G. Strauo) 首先 给 出 


了 N (5) 的 下 界 估计 ， 存在 so， 当 > so 时 有 N (s) > 省 总. 
王 元 于 1964 年 将 他 们 的 结果 改进 为 : 存在 s,， 当 s > s, 时 有 


N(s)>s. (12) 
9. 近代 中 国 数学 史 . 
王 元 撰写 了 《华罗庚 》 一 书 . 该 书 除 阐述 中 国 近代 最 重要 的 数 
学 家 华罗庚 的 数学 工作 与 生平 外 ， 还 以 他 为 中 心 ， 描 写 了 中 国 数学 
从 本 世纪 20 年 代 由 西方 及 日 本 引入 及 其 发 展 的 一 些 重要 片段 . 
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一 序 


自从 1920 年 以 来 , 哥 德 巴赫 (Goldbach) 猜 想 的 研究 有 了 巨大 的 
进展 .特别 是 在 1937 年 , 依 " 麦 " 维 诺 格拉 朱 夫 (1. M. Vinogradov) 证 
明了 三 个 素数 定理 , 在 1966 年 , 陈景润 证 明了 (1,2). 进 而 言 之 , 我们 
必须 指出 , 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 给 予 许多 强 有 力 的 数论 方法 的 产生 
与 发 展 以 巨大 的 推动 力 . 这 些 方法 不 仅 对 于 数论 自身 , 而 且 对 于 数学 
的 许多 分 支 都 是 很 有 用 的 . 

三 个 素数 定理 与 (1,2) 已 经 收集 在 很 多 专著 之 中 .一 本 专著 常常 
包含 着 最 后 的 结果 及 尽 可 能 简单 的 证 明 , 从 而 使 读者 易于 了 解 ,但 却 
很 难 包含 原始 思想 发 展 的 诸 主要 步骤 .本 选集 的 目的 在 于 尽 可 能 地 
搜集 哥 德 巴赫 猜想 研究 中 具有 原始 思想 及 主要 技巧 的 论文 , 使 读者 
能 了 解 这 一 问题 的 研究 的 全 过 程 中 的 各 主要 阶段 ,我们 期 望 这 将 有 
利于 问题 的 进一步 研究 . 

为 了 使 篇 幅 不 太 大 , 少数 文章 中 的 一 部 分 未 被 收入 , 对 此 编者 加 
了 注 记 以 说 明 , 所 有 英文 \ 法 文 \ 德 文 与 俄 文 的 论文 均 被 译 成 中 文 . 

在 出 版 这 本 论文 集 时 , 不 能 不 使 我 对 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 在 中 
国 的 情况 作 些 回顾 .中 国 最 早 研究 哥 德 巴赫 猜想 的 人 是 华罗庚 教授 . 


* 这 是 由 世界 科学 出 版 社 出 版 的 《 哥 德 巴赫 猜想 》 (英文 版 ) (1984) 的 序 与 导论 ， 
中 文 版 由 黑龙 江 教育 出 版 社 出 版 ，1987- 
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早 在 1938 年 ,他 就 证 明了 “几乎 所 有 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ”. 

1952 年 ， 中 国 科学 院 数学 研究 所 成 立 了 数论 研究 组 ， 由 华 罗 
庚 亲 自 担任 组 长 ， 他 组 织 并 领导 了 “ 哥 德 巴赫 猜想 讨论 班 ”， 他 选 
择 哥 德 巴赫 猜想 作为 学 习 与 研究 对 象 的 指导 思想 是 , 考虑 到 哥 德 巴 
赫 猜 想 与 解析 数论 最 重要 的 理论 与 方法 都 有 密切 关系 ,特别 是 圆 法 、 
三 角 和 估计 、 密 率 论 、 第 法 、L - 函数 理论 与 素数 分 布 论 等 ,通过 讨论 
班 的 学 习 , 可 以 使 参加 者 相当 全 面 地 掌握 解析 数论 的 诸 重要 方面 , 达 
到 既 出 成 果 又 出 人 才 的 良好 效果 . 

哥 德 巴赫 猜想 讨论 班 无 疑 是 非常 成 功 的 . 参加 者 曾 几 次 得 到 关 
于 哥 德 巴赫 猜想 的 重要 结果 ， 受 到 国内 外 的 注视 . 可惜 这 样 的 讨论 
班 仅 进行 了 五 年 ， 即 被 迫 停止 了 . 1958 年 ， 在 我 国 数学 界 中 曾 掀 
起 批 刊 “理论 脱离 实际 ”的 运动 ， 哥 德 巴赫 狂想 研究 被 指控 为 理论 
脱离 实际 的 典型 ， 数 论 研究 组 因此 而 被 解散 ， 人 员 被 拆散 了 虽然 
如 此 ， 一 些 讨论 班 的 参加 者 ， 特 别 是 陈景润 与 潘 承 洞 同志 ， 仍 在 私 
下 坚持 了 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 工作 ， 甚 至 在 “文化 大 革命 ”的 浩劫 
中 亦 未 放弃 ， 他 们 在 这 样 困难 的 环境 下 ， 取 得 了 出 色 成 就 ， 是 十 分 
难得 的 . 

另 一 方面 ， 国 内 确 有 相当 多 的 人 在 研究 哥 德 巴赫 猜想 .由 于 他 
们 的 研究 不 得 法 ， 主 要 是 他 们 的 数学 基础 太 差 ， 不 了 解 这 个 问题 研 
究 的 历史 与 成 就 ， 他 们 仅仅 从 整数 的 定义 出 发 来 研究 这 个 猜想 ， 所 
以 浪费 了 很 多 宝贵 的 光阴 ， 并 无 收效 . 

最 后 ， 我 对 于 潘 承 形 教 授与 其 学 生 和 於 坤 瑞 教授 给 予 的 多 方面 
帮助 ， 表 示 惠 心 的 感谢 .在 准备 手稿 时 ， 承 郭 宝 文 同志 的 热情 帮 
助 ， 在 此 致 以 谢意 . 


于“ 邯 
1986 年 5 月 20 日 
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二 导 论 

在 1742 年 给 欧 拉 (Euler) 的 一 封 信 中 ， 哥 德 巴赫 建议 了 关于 
表 整 数 为 素数 和 的 两 个 猜想 ， 用 略为 修改 过 的 语言 ， 可 以 将 这 两 个 
猜想 表述 于 下 : 

(A) 每 一 偶数 过 6 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 

(B) 每 一 奇数 之 9 都 可 以 表 为 三 个 奇 素数 之 和 . 

显然 ， 由 (A) 可 以 推出 (B). 

在 回复 哥 德 巴赫 的 信 中 ， 欧 拉 表 示 虽 然 他 不 能 证 明 它 们 ， 但 他 
深信 这 些 猜 想 是 对 的 〈 见 狄 克 逊 〈(Dickson) ) . 

从 哥 德 巴 赫 写 信和 起 到 今天 ， 已 经 积累 了 不 少 宝贵 的 数值 资料 ， 
指出 这 两 个 猜想 是 对 的 .例如 申 邦 功 (Shen Mok Kong) 验证 过 猜 
想 (A) 对 于 不 超过 3.3 x 107 的 偶数 是 对 的 . 勒 依 特 、 富 勒 斯 、 
哈 蒙 特 与 洛 易 (Light，Forres，Hammond and Roe) 进一步 算 至 
10"*， 尹 定 更 验算 至 5 x 108 

在 1900 年 巴黎 召开 的 第 二 届 国 际 数 学 大 会 上 ， 和 希 尔 伯 特 
(Hilbert) 在 他 的 著名 演说 中 ， 为 20 世纪 的 数学 家 建议 了 二 十 三 个 
问题 ， 而 猜想 (A) 就 是 他 的 第 八 问题 的 一 部 分 ，1912 年 在 剑桥 召 
开 的 第 五 届 国际 数学 大 会 上 ， 兰 岛 (Landau) 在 他 的 演说 中 ， 将 猿 
想 (A) 作为 素数 论 中 四 个 未 解决 的 难题 之 一 加 以 推荐 . 进而 言 
之 ，1921 年 ， 哈 代 (Hardy) 在 哥本哈根 数学 会 的 演讲 中 宣称 猜想 
(A) 的 困难 程度 “是 可 以 与 数学 中 任何 未 解决 的 问题 相 比拟 的 ”. 
因此 哥 德 巴赫 猜想 不 仅 是 数论 ， 也 是 整个 数学 中 最 著名 与 困难 的 问 
题 之 一 . 
自从 哥 德 巴赫 写 信之 日 起 ， 直 至 1920 年 ， 并 没有 方法 来 处 理 
这 个 问题 . 研究 工作 仅 限于 用 数值 计算 来 验证 猜想 (A)， 或 对 于 
猜想 (A) 作 一 些 进一步 的 建议 〈 见 狄 克 逊 ， 哈 代 ) 
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哥 德 巴赫 猜想 第 一 次 重大 的 突破 是 20 年 代 获 得 的 ， 英 国 数学 
家 哈代 与 李 特 伍德 (Littlewood) 用 他 们 的 “ 圆 法 ”在 1923 年 证 明 
了 ， 在 广义 黎 曼 (Riemann) 猜想 正确 的 前 提 之 下 ， 每 个 充分 大 的 
奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 及 几乎 所 有 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 挪 
威 数学 家 布朗 (Brun) 在 1919 年 用 他 的 “得 法 ”证 明了 ， 每 个 大 
偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 均 不 超过 9 的 整数 之 和 .1930 年 ， 原 苏 
联 数学 家 史 尼 尔 曼 (Schnirelmann) 用 布朗 得法 结合 他 自己 定义 的 
整数 密 率 ， 证 明了 堆 垒 素数 论 的 第 一 个 结果 ， 即 任何 整数 之 2 都 是 
不 超过 C 个 素数 之 和 ， 此 处 及 以 后 ， 我 们 用 c<，c1，c。，，… 表 示 绝 
对 常数 ， 但 在 不 同 的 地 方 可 以 表示 不 相同 的 数值 . 近 六 十 年 来 ， 哥 
德 巴赫 问题 的 研究 有 了 重大 与 深刻 的 发 展 ， 特 别 是 原 苏联 数学 家 依 
' 麦 ' 维 诺 格拉 条 夫 用 圆 法 及 他 自己 关于 素数 变数 的 指数 和 估计 的 天 
才 方法 ， 于 1937 年 无 条 件 地 证 明了 哈代 与 李 特 伍德 的 两 个 结论 ， 
即 取消 了 他 们 证 明 中 对 于 广义 黎 曼 猜想 的 依赖 性 .布朗 方法 及 他 的 
结果 在 经 历 了 一 系列 重大 改进 后 ， 中 国 数学 家 陈景润 于 1966 年 证 
明了 ， 每 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 之 积 之 和 . 

我 们 必须 注意 ， 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 突破 是 与 19 世纪 解析 数 
论 的 重大 成 就 是 明显 不 可 分 割 的 ， 特 别 是 切 比 雪夫 (Chebychev)， 
狄 里 希 勒 (Dirichlet)， 黎 曼 ， 阿 达 玛 (Hadamard)， 德 . 拉 . 瓦 . 布 
又 (de la Vallee poussin) 与 汉 : 曼 哥 尔 德 (von Mangoldt) 关于 素 
数 分 布 的 理论 构成 了 哥 德 巴赫 猜想 当今 研究 的 前 提 . 

现在 ， 我 们 将 哥 德 巴赫 狂想 研究 的 主要 构思 与 进展 ， 概 要 地 叙 
述 于 后 . 

1. 圆 法 . 

圆 法 起 始 于 哈代 与 拉 曼 努 扬 (Ramanujan) 关于 整数 分 析 与 表 
整数 为 平方 和 的 一 篇 文章 ， 更 进一步 ， 从 1920 年 开始 ， 在 总 标题 
为 《“ 整 数 分 析 ” 的 若干 问题 》(“Some proble ms of” partitio nu- 
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merorum”) 的 一 系列 论文 中 ， 哈 代 与 李 特 伍 德 系统 地 开创 并 发 展 
了 堆 鑫 数论 中 的 一 个 声 新 的 分 析 方 法 一 一 圆 法 ， 其 中 文章 ( 陡 ) 与 
(V) 是 讨论 哥 德 巴赫 猜想 问题 的 . 
命 
¢(s)= De s=o+it, o>1. 

当 c<1 时 ,上 (s) 可 以 由 解析 开拓 来 定义 . 5 〈(s) 称 为 黎 曼 5 一 
函数 . 黎 曼 曾 猜 测 5 (s) 在 半 平 面 o>0 上 所 有 的 零点 p= B+ iy 
et 上 面 . 这 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 我 们 记 之 为 
(RH). 一 个 较 弱 的 猜想 是 说 ，c >0 上 面 的 每 个 p 的 实 部 均 志 9， 
此 处 9 满足 于 全 90<1. 这 称 为 弱 黎 曼 猜 想 ， 记 之 为 (QRH).， 更 一 
般 些 ， 吉 们 吕 以 学 汪 时 第 工 -函数 


L(s、x)= Sx, s=o+it, o>1, 


此 处 X(n) 为 modg 的 一 个 特征 . 若 X 取 Xo, 则 它 在 s 平面 上 正则 ,此 
处 Xo 表示 主 特征 .否则 , 它 仅 在 ;=1 有 一 个 唯一 的 极 并 且 LL(;， 


xo)= I (1 一 去 刁 (5), 此 处 p 表示 素数 ,类 似 于 (RH) 与 (QRH)， 
我 们 可 以 定义 (GRH) 与 (QGRH), 即 L(s, x) 在 oz>0 上 的 所 有 零点 
都 位 于 so=1/2 上 ,及 L(s, xXx) 在 o>0 上 的 每 一 零点 p 都 满足 8 过 
9, 此 处 9 是 一 个 满足 上 述 条 件 的 常数 .哈代 与 李 特 伍德 的 两 个 结果 
是 基于 假定 (QGRH) 之 下 而 得 到 的 ,此 处 9 满足 1/2<9<3/4. 
此 后 , 我们 用 p,p“, pi, pa，… 表 示 素 数 , 命 n 为 一 个 整数 >1. 
命 
f(z)= (logp)z?, (1) 


此 处 1z1=e-V", 则 


22 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


J(z)3= 2 ra(n)r", 
此 处 
ra(n)= 2 logpilogp2logp3 (2) 


为 将 n 表 为 三 个 素数 之 和 的 表示 法 的 加 权 和 .我 们 可 以 类 似 地 定义 
r2a(n). 所 以 猜想 (A), (B) 可 以 表述 为 
ra(n)>0(2|n,n>4) 与 r3(n)>0(2tn, n>7). 
由 柯 西 积分 公式 得 


rn) =a [f(r "dz, G3) 
此 处 工 表 示 以 0 为 中 心 ,e- "为 半径 的 圆周 . 因 f(z) 可 以 精密 地 
由 7(e Vre( 台 )) 来 近似 通 近 ,此 处 e(y)=ex9 及 zx(ET) 为 e Un 
e( 各 ) 的 一 个 邻近 点 ,所 以 被 分 审 为 诸 小 弧 名 ,之 和 ,此 处 bs 上 的 
点 z 的 幅 角 位 于 


(人 mera "与 (+ )2x(modl) 


之 间 , 其 中 和 ,如 ,和 为 阶 为 N= [V5 的 范 里 (Farey) 贯 中 的 三 相 邻 
项 ,因此 

ra(n)= pb | /ede (4) 
此 处 过 modg 的 一 个 缩 科 余 系 , 当 zE 6 时 , 置 


ze 人 (全 Y= y+ 20, 
则 在 假定 (QGRH) 之 下 ,其 中 1/2<0<3/4, 哈 代 与 李 特 伍德 证 明了 
f(z)=p+&, (5) 
此 处 


=_£(q) 及 B=O(n 


p(q)Y -logn)c). 
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其 中 p(q) 与 (9) 分 别 表示 麦 比 乌 斯 (Mabius) 与 欧 拉 函数 ,将 (5) 
代入 (4) 得 


n400~ 立 开 (+ ll I (ois) 
(2ftn), (6) 
即 当 2tn 及 n 充分 大 时 , 命题 (B) 成 立 .进而 言 之 ,我 们 容易 从 (6) 推 
出 将 奇数 n 表 为 三 个 素数 之 和 的 表示 法 R(n) 的 渐 近 公式 , 即 
Rs(n) 渐 近 地 等 于 r3(n)(logn) ,但 用 圆 法 来 处 理 r(n) 却 是 无 效 
的 ,即使 假定 了 (GRH) 的 真实 性 亦 复 如 此 .主要 困难 不 在 于 主 项 而 
在 于 误差 项 .因此 , 若 在 (5) 中 将 更 略 去 , 即 p 被 用 来 代替 f, 则 得 


ra(n)~2 [I (卫生 (21n). (7) 
p52 


由 (7) 可 知 将 偶数 n 表 为 两 个 来 数 之 和 的 表示 法 数 Ra( 2 ) 渐 近 地 等 
于 rz(n)(logn) .这 是 哈代 与 李 特 伍德 [2] 关 于 猜想 (A) 的 著名 狂 
在 假定 (GRH) 之 下 ,哈代 与 李 特 伍德 证 明了 


2 (sm -2 (ert) 划 in) 


= O(ni*:). (8) 
此 后 ,我们 用 e 表示 任意 给 定 的 正 数 , 及 含 于 记号 O 中 的 常数 仅 依 
赖 于 e, 命 E(n) 表 示 不 超过 ” 的 偶数 中 使 猜想 (A) 不 成 立 的 偶数 个 
数 , 则 由 (8) 立 刻 推出 
下 (z)=O(nzl2+e)， (9) 
由 此 推 知 几乎 所 有 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 . 
以 后 , 依 " 麦 维 诺 格拉 条 夫 对 圆 法 作出 了 一 系列 重大 的 改进 , 其 
中 之 一 是 用 有 限 和 
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F(a)= >)e(op) (10) 
来 代替 f(z), 因 简单 的 正 交 关系 

局 1, 当 &=0， 

ewe 人 2 SY 
得 出 

Rs(n)= D1 fee -onae). (12) 
用 这 个 公式 来 代 将 (3) b 


依 麦 ' 维 诺 格拉 采 夫 的 改进 导 源 于 他 在 1928 年 关于 华 林 
(Waring) 问 题 的 一 篇 文章 ( 见 依 : 麦 维 诺 格拉 打 夫 ). 
命 r=n-1(logn)5 及 Q= (jogn)%. 当 gq 二 Q 时 , 命 
Mag = 人 -= 全 + 中 ， (h,g)=1. 
这 称 为 一 段 “ 优 弧 ”. 当 n 充分 大 时 , 诸 优 弧 是 互 不 相交 的 .所 有 Mi 


的 和 集 记 之 为 
M= 


U UM, 
ie<Q hg) 人 ? 


它 关于 (0, 1] 的 余 集 称 之 为 “ 劣 弧 ”, 记 之 为 m, 所 以 有 
Rs(n)= | F(a)3e(~an)da+ [F(ayel ~—an)da 
ML 


= 了 +J( 定 义 ). (13) 
因此 对 于 充分 大 的 n, (B) 的 证 明 归 结 为 往 证 I 给 出 R(n) 的 主 项 而 
J 仅 给 出 低 阶 项 . 

注 记 : 首 先是 哈代 与 李 特 伍德 在 他 们 关于 华 林 问 题 的 工作 中 提 
出 了 优 弧 与 劣 弧 的 划分 . 

估计 工 的 困难 是 由 下 面 的 西 革 尔 (Siegel) 一 瓦尔 菲 欧 (Walfisz) 
定理 克服 的 . 

命 g 二 Q 及 (4h,g)=1, 则 
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x(x,qg,h)= 2 1= 志 | 进 + 


O(ze -cvYee)， (14) 
此 处 隐 含 于 O 中 的 常数 依赖 于 cz( 见 西 革 尔 , 瓦 维 菲 茨 ). 
由 (14) 可 知 


F(a)= 9) $ $B) + one 本 wer ), 

a= 生 + BE M， (15) 
将 (15) 代 入 工 的 表达 式 得 

4 (tm) (es) 

Che Ry ,2ty. (16) 


因此 困难 集中 于 F(a) 的 估计 , 其 中 a € m.1937 年 , 依 : 麦 维 诺 格 
拉 朱 夫 用 他 自己 独创 的 关于 素数 变数 指数 和 估计 的 天 才 方 法 给 出 了 
F(a) 一 个 非 寻 常 的 估计 , 即 

F(a)<n(logn) ‘, aEm. (17) 
此 处 c 是 一 个 常数 过 3, 注意 给 予 ,我 们 可 以 取 ci, cs 为 依赖 于 < 的 
常数 , 故 由 (17) 得 


J<nllogn) -| 1F(e)l2decm2(logn) 4 (18) 
0 


将 (16) 与 (18) 代 入 (13) 得 


Rs(n)~ n(n (tts) 
tog ey 2tn. 


由 此 得 出 存在 一 个 常数 no, 使 每 一 奇数 n( > mo) 和 皆 为 三 个 素数 之 
和 .这 个 定理 称 为 “ 维 诺 格 拉 朱 夫 一 哥 德 巴赫 定理 "或 “三 个 素数 定 
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理 ”. 
我 们 必须 指出 ,下面 两 个 定理 在 三 个 素数 定理 获得 证 明之 前 就 
已 经 出 现 了 . 
(i) 每 一 大 奇数 ” 均 可 以 表示 为 
n= pit pat 力 3 力 4 (19) 
( 见 依 * 麦 " 维 诺 格 拉 朱 夫 , 艾 斯 特 曼 (Estermann) ) . 
(ii) 每 一 大 整数 都 是 两 个 素数 及 一 个 整数 的 平方 之 和 ( 见 艾 斯 
特 曼 ). 
如 果 在 估计 【时 , 帕 奇 (Page) 定 理 被 用 来 代替 西 革 尔 一 瓦尔 菲 
茨 定理 , 则 三 个 素数 定理 中 的 no 是 可 以 算出 来 的 . 波 罗 斯 特 金 
(Borozdkin) 给 出 no = ee 
利用 维 诺 格拉 条 夫 方 法 , 几 位 数学 家 独立 地 指出 ,几乎 所 有 的 偶 
数 都 是 两 个 素数 之 和 , 进而 言 之 ,对 于 任何 常数 c, 他 们 证 明了 
E(n)<n(logn) ™‘, (20) 
此 处 隐 含 于 安 中 的 常数 仅 依赖 于 c( 见 冯 : 德 . 柯 坡 尔 德 (Vander Cor- 
put), 艾 斯 特 曼 , 海尔 布朗 (“Heilbronn), 华罗庚 , 朱 达 科 夫 (Tehu- 
dakov) ) . 
在 1946 年 ,用 哈代 与 李 特 伍德 原来 的 将 一 分 割 为 M 与 m 的 方 
法 , 原 苏联 数学 家 林 尼 克 (Linnik) 给 予 f(z) 一 个 类 似 于 (17) 的 估 
计 ,从 而 他 给 了 三 个 素数 定理 一 个 新 的 证 明 , 林 尼 克 关于 f(z) 的 估 
计 方法 是 建立 在 他 关于 工 一 级 数 的 重要 密度 定理 的 基础 上 面 的 .这 
一 密度 定理 被 用 来 代替 未 被 证 明 的 (QGRH), 现 将 密度 定理 述 于 下 : 
命 X(n) 为 modg 的 原 特征 , 命 N(B, 本) 表示 L(s,X) 在 矩形 
vo<1, lil<T 


中 的 零点 个 数 ,此 处 T>qa,p>1 及 ,=B- 二, 则 


NB,T)<a2TI rs(logT) + ga0 (21) 
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( 亦 见 朱 达 科 夫 ). 

以 后 ， 于 1975 年 ， 沃 轧 (Vaughan) 给 了 林 尼 克 关 于 f(z) 的 
估计 一 个 新 的 证 明 ， 进 一 步 的 简化 证 明 是 潘 承 彪 于 1977 年 独立 得 
到 的 . 在 他 们 的 证 明 中 ， 仅 用 到 了 工 一 函数 一 些 简单 的 性 质 ， 关 于 
指数 和 下 (a) 的 估计 ， 沃 恩 也 给 出 了 一 些 改进 ， 他 的 主要 思想 为 运 
用 恒等式 

-= -和 -L060) -LG-(- 
-LG+F-LFG. 
这 一 点 潘 承 洞 也 曾 独立 地 指出 过 ( 见 潘 承 洞 ， 丁 夏 蛙 与 王 元 ). 
应 用 密度 定理 的 进一步 结果 ， 沃 恩 在 1972 年 证 明了 
E(n)ne ‘vier. (22) 
以 后 ， 蒙 哥 玛 利 与 沃 恩 于 1975 年 又 改进 了 (22)， 他 们 证 明了 存在 
常数 6 使 
E(n)<n!™?. (23) 
陈景润 与 潘 承 洞 [1] 曾 指出 9>0.01， 而 陈景润 (5] 又 将 这 个 估 
计 改 进 为 3>0.04. 

此 外 ， 林 尼克 首先 用 圆 法 证 明了 下 面 两 个 重要 定理 

(i) 对 于 任何 整数 9 >1， 和 皆 存 在 to>0， 使 当 > ko 时 ， 每 一 
大 整数 三 kg (mod2) 皆 可 以 表示 为 

n=pit pt g++ gh, (24) 
此 处 z1/，…，zz 为 正 整数 . 

(i) 在 假定 (RH) 之 下 ， 对 于 任意 整数 n > 1， 和 结存 在 pi 

2 使 


L’ 


EE-F)a-L0) 


| 一方 一 加 | 全 (logz)3+ (25) 
成 立 . 
关于 这 两 个 同 题 ， 阿 . 依 维 诺 格拉 打 夫 ， 加 勒 革 尔 (Gal 
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lagher)， 凯 蒂 (Katai)， 蒙 哥 玛 丽 与 沃 轧 王 元 ， 帕 拉 哈 
(Prachar)， 潘 承 洞 ， 陆 鸣 泉 ， 及 王 元 与 单 增 均 作 过 有 价值 的 贡献 ， 
例如 凯 蒂 证 明 过 ，(25) 的 右 端 可 以 换 成 (logn)?. 

2， 筛 法 . 

筛 法 导 源 于 公元 前 250 年 的 “ 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 筛 法 "， 埃 拉 采 
斯 染 尼 氏 注 意 到 Vn 与 n 之 间 的 素数 可 以 从 序列 2，3，…，n， 去 
掉 不 超过 Vn 的 任何 素数 的 倍数 而 得 到 . 命 zr(z)(=x(z，1，1)) 
表示 三 x 的 素数 个 数 及 [[ = ll», 


则 
1+x(n)-x(Vn)= > > 


aSndl(a, 0) 


1(d)= D0): (26) 


如 果 我 们 用 +9( -1< 0<0) 来 代替 [ 马 ]， 则 (26) 式 中 将 产 
生 误差 项 
O(2*"”)， (27) 

与 相 比 ， 这 样 大 的 误差 项 致使 埃 拉 打 斯 染 尼 开 第 法 几乎 是 无 用 
的 . 

1919 年 ， 布 朗 提出 了 他 的 新 第 法 并 成 功 地 用 于 数论 中 许多 困 
难 的 与 重要 的 问题 ， 特 别 是 哥 德 巴赫 问题 ， 这 是 第 法 的 一 个 重大 进 
展 ，1947 年 ， 赛 尔 贝 格 〈Selberg) 给 出 了 另 一 个 第 法 ， 对 于 每 一 
个 可 以 应 用 的 情况 ， 均 可 以 得 到 比 布朗 第 法 更 为 精密 的 结果 ， 进 而 
言 之 ， 赛 尔 贝 格 的 上 界 方法 是 异常 简单 的 ， 而 且 具 有 最 后 形式 的 样 
对， 总 之 ， 这 些 方法 构成 了 数论 的 不 可 少 的 工具 

布朗 与 赛 尔 贝 格 方法 的 精华 在 于 用 不 等 式 来 代替 


1, 当 n=1 
A(n)= Bun- 当当 
din 


0, 其 他 情况 (28) 
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从 而 使 埃 拉 人 条 斯 染 尼 氏 筛 法 中 的 误差 项 得 以 减少 .布朗 定义 了 两 个 
整数 集合 D1 与 D; 满足 
之 A(d)<A)< 之 p(d), (29) 
3 a 
其 中 DD 与 D; 的 构造 颇 复 杂 并 具有 很 大 的 组 合 性 质 . 赛 尔 贝 格 注意 
到 对 于 任何 满足 41 =1 的 实数 集合 Xs 均 有 
4A)< (Du), (30) 


选择 适当 的 44， 则 得 赛 尔 贝 格 的 上 界 方法 . 赛 尔 贝 格 仅 发 表 了 他 
的 上 界 方法 ， 并 指出 了 它 在 构造 他 的 下 界 方法 时 的 作用 ， 但 并 未 发 
表 细 节 ， 赛 尔 贝 格 的 想法 由 王 元 ， 阿 . 依 . 维 诺 格拉 采 夫 ， 列 文 
(Levin) 及 朱 尔 凯特 与 黎 切 尔 特 (Jurkat and Richert) 等 加 以 发 展 
与 完善 . 

命 A= la,| 为 一 个 有 限 整数 集合 ， 命 P 表示 一 个 有 限 素数 
集合 ， 进 而 言 之 , 命 F(A，P) 表示 A 中 未 被 P 得 去 的 元 素 个 
数 ， 取 a,=v (na -由 (1<v<n) 及 P 表示 所 有 过 ni 的 素数 ， 


此 处 21n 及 1 为 一 个 自然 数 . 记 F (A，P) =F (mn，nzi)， 假 


定 当 n 大 时 ， 我 们 可 以 得 到 F(n，n 下 1) 的 一 个 正 的 下 界 估计 ， 
则 可 以 由 此 推出 每 一 充分 大 的 偶数 n 都 是 两 个 不 超过 1/ 个 素数 的 乘 
积 之 和 .我们 将 这 一 命题 记 之 为 (1，1)， 类 似 地 ， 对 于 / 关 ， 
我 们 可 以 定义 (1，m). 

布朗 首先 证 明了 (9，9)， 布朗 的 方法 与 他 的 结果 被 几 个 数学 
家 加 以 改进 . 例如 ， (7，7) ( 拉 代 马 海尔 (Rademacher, 1924)， 
(6，6) 〈 艾 斯 特 曼 ，1932) 及 (5，7)，(4，9)，(3，15) 与 (2, 
366) ( 黎 切 (Ricci)，1937). 

如 果 将 一 些 组 合 方法 巧妙 运用 ， 则 布朗 与 赛 尔 贝 格 的 方法 的 威 
力 均 将 大 大 加 强 . 组 合 思想 有 两 大 类 : 一 个 是 运用 某 些 组 合 恒等式 
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来 欠 代 . 这 一 思想 导 源 于 布 赫 夕 塔 布 (Buchstab) 在 1937 年 发 表 
的 一 篇 文章 ， 另 一 想法 为 孔 轧 (Kuhm) 所 首创 ， 他 在 1941 年 引进 
了 加 权 筛 法 . 
命 政 (A，g，g ) 表示 A 中 适合 下 面条 件 的 元 素 个 数 ，a, 二 
0 (modg) 及 a, 半 0 (modp) (p<g )， 则 
F(A,p,)= F(A, p.)— 之 F(A,p,p). (31) 


这 个 恒等式 被 称 为 布 赫 夕 塔 布 恒等式 .由 F(A, p,) 的 一 个 下 界 估计 
及 诸 F(A,p, 记 ) 的 上 界 估 计 , 即 可 导出 F(A, 请) 的 一 个 下 界 估计 . 
类 似 地 , 我们 可 以 得 到 F(A, p,) 的 一 个 上 界 估 计 . 用 (31) 式 来 进行 
逐步 迭代 , 我 们 可 以 得 到 F(A, 已 ) 的 较 好 的 上 界 与 下 界 估计 .运用 
赛 尔 贝 格 方法 , 朱 尔 凯特 与 黎 切 尔 特 于 1965 年 对 于 某 种 F(A, P)， 
得 到 了 他 们 上 界 与 下 界 估计 的 显 式 表达 式 . 命 FE(A,b, 9g, 9q') 表 示 
A 中 适合 下 面条 件 的 元 素 个 数 :a, 关 0(modp)(p< gq) 及 a, 至 多 适 
合同 余 式 4, 三 0(modp')(g 壹 p'<g) 中 的 5 个 , 则 

F(A bg a ) F(A) -ET EFA, p,q). (32) 
选取 适当 的 g,g' 与 5, 则 F(A,b, gq, gq ) 的 一 个 正 的 估计 常常 引出 
哥 德 巴赫 问题 的 较 好 结果 , 布 赫 夕 塔 布 在 1938 年 与 1940 年 分 别 证 
明了 (5,5) 与 (4, 4), 其 中 塔 尔 塔 科 夫 斯 基 (Tartakovskii) 也 宣布 过 
(4,4). 孔 恩 于 1954 年 首先 证 明了 (a,5)(a + 6<6). 

将 布朗 、 赛 尔 贝 格 \ 布 赫 夕 塔 布 与 孔 恩 的 方法 综合 使 用 , 王 元 于 
1956 年 证 明了 (3,4), 并 于 1957 年 证 明了 (3,3), (a,6)(a+6=5) 
与 (2,3). 阿 : 依 : 维 诺 格 拉 打 夫 在 1956 年 也 独立 地 证 明 过 (3, 3), 赛 
尔 贝 格 曾 宣布 过 (2, 3), 但 未 见 他 发 表 过 证 明 , 其 后 , 列 文 与 巴尔 巴 恩 
(Barban) 于 1963 年 给 出 (2, 3) 以 另 证 ,在 他 们 的 证 明 中 , 数值 计算 是 
简化 了 ,但 却 需 用 较 深 的 分 析 方法 . 


如 果 我 们 取 A = im - p, p<n| 及 P 为 过 nt 的 所 有 素数 , 则 
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由 F(A,P) 的 一 个 正 下 界 即 可 推出 (1, /), 这 个 集合 A 是 艾 斯 特 曼 
在 1932 年 首先 引进 的 ,他 首先 在 (GRH) 之 下 证 明了 (1,6).1956 年 ， 
在 同样 的 假定 下 , 王 元 与 阿 * 依 维 诺 格拉 条 夫 将 (1,6) 改 进 为 (1,4)， 
王 元 并 于 1957 年 给 出 进一步 的 改进 (1, 3). 

为 了 去 掉 上 述 结果 中 未 经 证 明 的 猜想 ,还 需 新 的 想法 与 方法 , 至 
今 所 研究 的 筛 法 均 为 对 于 每 个 PE P, 将 A 中 属于 剩余 类 0(modp) 
者 筛 掉 . 但 在 某 些 应 用 中 , 对 于 每 个 PE P, 需 将 A 中 属于 诸 剩余 类 

万, 大 pp) (modp) 

的 元 素 都 得 掉 ， 布 朗 与 赛 尔 贝 格 方法 可 以 有 效 地 用 于 这 种 情况 ， 即 
就 平均 而 言 ，k(p ) 相 比 于 p 是 很 小 的 . 否则 它们 是 无 效 的 . 
1941 年 ， 林 尼克 提出 了 一 个 天 才 的 方法 ， 即 所 谓 大 得 法 ， 可 以 得 
到 就 平均 而 言 ，& (pp) 比较 大 时 ，A 中 不 超过 而 又 未 被 第 去 的 
元 素 个 数 的 一 个 上 界 估计 .匈牙利 数学 家 瑞 尼 (Renyi) 从 多 方面 
改进 了 林 尼 克 的 方法 并 于 1948 年 成 功 地 证 明了 (1，c)， 大 筛 法 方 
面 进一步 的 重要 改进 是 1965 年 由 罗斯 (Roth) 与 庞 比 尼 
(Bombieri) 得 到 的 ， 在 瑞 尼 的 文章 中 ， 他 用 大 第 法 证 明了 一 个 关 
于 x 〈(z，h，/) 的 中 值 公式 ， 在 证 明 (1，c) 时 ， 它 可 以 用 来 代 
替 (QGRH)， 这 个 公式 为 


2) max 


A = 


?时 | -oa 
注意 在 瑞 尼 的 原作 中 ，r (z，h，1) 需 改 成 一 个 加 权 和 . 如 果 
(33) 对 于 6= 二 成立 ， 则 它 可 以 用 来 代 痊 区 斯 特 曼 、 阿 . 依 
维 诺 格 拉 打 夫 与 王 元 的 结果 中 的 GRH) ( 见 王 元 ). 

在 1961 年， 巴尔 巴 恩 证 明了 (33)， 其 中 8= 1/6- 。。 1962 
年 ， 潘 承 洞 独立 地 证 明了 (33) 及 (1，5)， 其 中 8=1/3- 。 1962 
年 ， 王 元 指出 〈1，4) 可 以 从 8 = 1/3 - e 中 推出 来 ，1962 年 潘 承 
洞 与 1963 年 巴尔 巴 恩 独立 地 证 明了 (33) 对 于 8=3/8-e 成 立 ， 


A(x,k,h)— (33) 
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从 而 不 需 复杂 的 计算 即 能 导出 (1，4). 1965 年 运用 8=3/8-e 及 
复杂 的 计算 ， 布 赫 夕 塔 布 证 明了 (1，3). 同时 ， 庞 比 尼 与 阿 ` 依 ， 
维 诺 格拉 水 夫 独 立地 证 明了 (33) 对 于 = 去 一。 成 立 并 由 此 简单 
地 推出 (1，3)， 公 式 (33)， 其 中 6=1/2 -ee， 称 为 庞 比 尼 一 维 诺 
格拉 和 采 夫 中 值 定理 . 进而 言 之 ， 庞 比 尼 建 立 了 下 述 重要 公式 

lir 


(zx, kh) ok) 


max 
(hh) 
ke zl/2/(pgz)c2 


-0 (te) 30) 
其 中 cl 为 任何 给 定常 数 ，c, 为 依赖 于 ci 的 常数 .尽管 庞 比 尼 公 式 
比 具 有 39=1/2-e 的 (33) 式 强 了 一 点 ， 但 它 在 数论 中 却 有 很 多 
重要 应 用 ， 例 如 (34) 可 以 用 来 代替 埠 勒 (Hooley) 证 明 的 下 述 重 
要 定理 中 用 到 的 (GRH). 命 N (n) 表示 n=p+ wu?+w? 的 表示 
个 数 ， 则 


mn xX(p) 
(一 gw 2 (1+2625) ll, 
i 


-iD pl (35) 
Pp Pl eam p = 
此 处 X(n) 为 mod4 的 非 主 特征 . 

注 记 : 哈代 与 李 特 伍德 曾 用 他 们 的 圆 法 给 出 了 猜想 (35)， 但 
即使 假定 (GRH)， 他 们 亦 未 能 证 明 (35).1957 年 ， 霍 勒 [1] 首 
先 在 (GRH) 之 下 给 了 (35) 一 个 简洁 的 证 明 . 然后 于 1960 年 ， 
林 尼 克 用 他 复杂 的 高 差 方法 ， 完 全 证 明了 (35)， 即 不 附 有 任何 假 
定 的 证 明 . 庞 比 尼 文 章 的 另 一 优点 是 他 对 (34) 的 证 明 是 富 于 创造 
性 及 简明 的 .，(34) 的 进一步 简化 证 明 则 是 茹 勒 革 尔 给 出 来 的 . 

1966 年 ， 陈 景 润 给 予 加 权利 法 以 重要 的 改进 ， 从 而 证 明了 
(1，2)， 这 一 结果 被 称 为 陈 氏 定 理 ， 即 每 一 大 侦 数 都 是 一 个 素数 及 
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一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 之 和 . 命 
M=N-O+O (nr210)， (36) 
此 处 


= plp p23 
AE /plp2 


其 中 21n，A= jn-p，p<n| 及 (pi.2) 表示 条 件 n 直 <p< 


pe ol ate OE 
出 (1，2). 事实 上 ，M >0 表示 存在 一 个 素数 p 使 n - p 在 区 间 
[nis，na9] 中 最 多 只 有 一个 素 因子 及 最 多 只 有 -个 素 因子 > 
3 或- 户 仅 含 > mv3 的 素 因子 (36) 右 端的 N 由 孔 恩 不 等 
式 给 出 ， 这 里 需 选取 适当 的 参 变数 ( 见 王 元 )， 它 可 以 由 布朗 、 赛 
尔 贝 格 与 布 替 夕 塔 布 方法 结合 庞 比 尼 - 维 诺 格拉 呆 夫 公开 加 以 信 
计 ， 陈 景 润 的 天 才 想法 是 引进 0， 并 给 它 一 个 非 寻 常 的 估计 ， 以 
后 ， 所 有 关于 陈 氏 定理 的 简化 证 明 皆 在 于 简化 0 的 估计 ， 特 别 是 
潘 承 洞 、 丁 夏 畦 与 王 元 指出 0 的 估计 可 以 立刻 由 下 面 类 似 于 (34) 
的 中 值 公式 推出 ， 
命 2<y<r 及 x(y,a,g,h)= D>, 1， 则 


oo 
max max 六 fla) 
qo | < 
i pe 芋 
| -of 让 六 ) Wl 


对 于 适合 (logy)® < ce < yi 的 0, c4 一 致 成 立 ， 此 处 
If (a) | 和 1，c = cl+7 及 隐 含 于 0 中 的 常数 依赖 于 与 cl. 
进而 言 之 , 潘 承 洞 与 丁 夏 畦 建立 了 一 个 包 有 (34) 与 (37) 的 中 值 
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3. 密 率 . 
命 A 表示 一 个 互 不 相同 的 非 负 整数 集合 ， 其 元 素 记 为 a， 命 
A (mn) = 1， 进而 言 之 命 。- 二 这 称 为 A 的 史 


尼 尔 曼 密 率 、 显然 有 0<a<l, =1 即 表示 A 含有 所 有 自然 
数 . 类 似 地 ， ee b, B (n), Bh 及 C, c, C (n), 
7. 具有 形式 a +b (a€ A，bEB) 的 所 有 互 不 相同 的 整数 集 记 
之 为 C=A+B， 我 们 定义 2A4=A+A 及 sA=A+ (s-1) A (5 
之 2)， 史 尼 尔 曼 证 明了 两 个 简单 但 很 重要 的 定理 ， 即 (i) 若 0EA 
及 1EB， 则 7y>a+pB-op 及 (iD) 若 0EA，1EB， 及 au+ 8>1， 
则 >=1， 换 言 之 ， 集 合 C 含有 全 体 自 然 数 ， 由 (i) 可 知 ， 若 “> 
0， 则 存在 整数 so 使 ;oA 的 密 率 之 1/2， 从 而 由 (ii) 可 知 2s0A 含 
有 全 体 自然 数 ， 故 得 (ii) 若 0EA 及 w>0， 则 每 一 个 正 整 数 皆 可 
以 表 为 2so 个 A 的 元 素 之 和 . 命 4 "表示 一 个 非 负 整数 的 集合 ， 其 
中 元 素 是 允许 重复 的 . 命 A 表示 A' 中 所 有 互 异 元 素 之 集合 及 
r (a) 表示 a 在 A' 中 重复 的 次 数 ， 则 由 荡 瓦 尔 获 (Schwarz) 不 等 
式 得 


(Dr < Dr Hl 
1<o<n lSaSn lSaSn 
=A(n) > r(a)2. 
1 
所 以 
(iv) >( BD ra)) /rn Bray. 
1so<n 1<a<n 
史 尼 尔 曼 的 密 率 概念 确实 简单 ， 但 却 很 有 用 . 命 ， (a) 表示 
a= pi+ pz 的 表示 法 个 数 ， 则 由 布朗 方法 可 得 


D0. 


" (0) Srey 
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取 A "为 包 有 0，L! 及 所 有 形 为 a= pi+ 加 的 数 的 集合 ， 则 由 (iv) 
可 知 A 有 正 密 率 ， 因 此 由 (iii) 得 著名 的 史 尼 尔 曼 一 哥 德 巴赫 定 
理 ， 即 存在 常数 <， 使 每 个 大 于 1 的 整数 都 是 不 超过 c 个 素数 之 
和 . 

命 * 表示 最 小 的 整数 使 每 个 大 整数 都 是 不 超过 c 个 素数 之 和 ， 
则 由 史 尼 尔 曼 原来 的 方法 可 得 ;800 000， 由 于 史 尼 尔 曼 密 率 及 
布朗 方法 方面 的 结果 的 进一步 改进 ， 特 别 是 辛 钦 (Khintchine) 于 
1932 年 证 明了 , 若 4 = B， 则 过 min (1，2a). 蒙 恩 (Mann) 
在 1942 年 证 明了 著名 的 + 8 猜想 ， 即 y 过 min (1，a + 8)， 及 赛 
尔 贝 格 发 表 了 他 的 新 第 法 ， 所 以 ;的 估计 亦 有 相应 改进 .例如 ，s 
二 2 208 (罗曼 诺 夫 (Remancv)，1935)，s 志 71 (海尔 布朗 ， 兰 岛 
与 西 尔 克 (Scherk)，1936 [1))，s 志 67 ( 黎 切 (Ricci)，1936) 等 
等 ， 最 佳 结 果 s<6 是 沃 恩 得 到 的 ， 无 论 如 何 ， 其 精密 度 仍 低 于 由 
三 个 素数 定理 推出 的 * 委 4. 用 史 尼 和 尔 曼 方法 还 可 以 估计 S 的 上 界 ， 
此 处 S 表示 每 一 个 >1 的 整数 皆 可 以 表 为 不 超过 S 个 素数 之 和 . 

尽管 三 个 素数 定理 与 (1，2) 较 之 (1，1) 仅 一 步 之 差 ， 似 乎 
用 目前 方法 的 改进 是 不 可 能 证 明 猜 想 (A) (或 (1，1))， 甚 至 在 
(GRH) 之 下 或 假定 (33) 对 于 即 


忆 


X(z,A 大) 一 一 一 5 


(hh)= 


-ore) 
这 一 公式 通常 被 称 为 哈 贝 斯 坦 (Halberstam) 猜想 ， 我 们 还 不 能 条 
件 地 证 明 (1，1)， 因 此 至 今 仍 有 很 多 人 相信 哈代 演讲 中 所 说 的 猜 
想 (A) 的 困难 程度 “是 可 以 与 数学 中 任何 未 解决 的 问题 相 比 拟 
的 "， 无 论 过 去 或 现在 都 是 对 的 .因此 我 们 深信 对 于 进一步 研究 猜 
想 (A)， 必 须 有 一 个 全 新 的 思想 . 
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一 前 言 


在 这 篇 短文 里 ， 我 们 向 读者 介绍 一 个 著名 的 数论 问题 ， 即 所 谓 
“ 哥 德 巴赫 (Tonbncax)” 问 题 . 为 了 避免 引用 较 高 深 的 数学 工具 ， 
我 们 除了 谈 谈 这 一 问题 的 发 展 历史 及 其 成 果 外 ， 只 是 十 分 简单 地 谈 
-下 各 种 处 理 方法 ， 其 实 本文 所 写 的 东西 在 有 关 的 数论 书籍 中 都 有 
记载 ， 作 者 只 是 加 以 整理 与 归纳 ， 以 便于 读者 更 容易 地 了 解 这 一 问 
题 . 至 于 和 欲 详细 了 解 这 方面 工作 的 读者 ， 请 参看 华罗庚 的 著作 
[HU . 

哥 德 巴赫 问题 是 在 1742 年 哥 德 巴赫 写 信 给 欧 拉 (Euler) 时 提 
出 来 的 .在 信 中 ， 他 提出 了 关于 将 整数 表 为 “素数 "@ 之 和 的 猜 
想 ， 这 个 猜想 可 以 用 略为 修改 了 的 语言 叙述 为 ; 

(A) 每 一 个 >6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 

(B) 每 一 个 之 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 

显然 命题 (B) 是 命题 (A) 的 推论 。 盖 若 命 题 (A) 真实 ， 又 
设 N>>9 为 奇数 ， 则 N - 3 过 6 为 偶数 . 由 (A) 可 知 有 奇 素数 pi， 


* 原 载 数学 通报 )，1，1964，36 一 39， 本 文 发 表 后 ， 哥 德 巴赫 问题 叉 有 了 不 少 进 
展 ， 请 参看 作者 以 后 的 文章 . 
@ 素数 (或 称 质数 ) 是 除 1 与 自身 之 外 ， 没 有 其 他 因子 的 大 于 1 的 整数 .例如 2， 
3，5，7，… 等 等 .今后 常用 p，p1，p2，… 来 表示 侵 数 . 案 数 以 外 的 正 整数 称 
为 复合 数 . 
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z 使 N-3= pit+ ps，， 所 以 N=3+ pi+p2， 因此 命题 (B) 成 
立 . 

从 哥 德 巴赫 写 信和 起 到 今天 ， 已 经 积累 了 不 少 宝 贵 的 数值 资料 . 
例如 皮 平 (N. Pipping) 核对 过 ， 命 题 (A) 当 N105 时 是 正确 
的 .但 是 迄今 还 不 能 证 明 这 两 个 命题 的 真 伪 . 

在 五 十 余年 前 召开 的 第 五 届 国 际 数学 会 上 ， 朗 道 (E.Landau) 
曾经 说 过 ， 即 使 要 证 明 如 下 较 弱 的 命题 (C)， 也 是 现代 数学 家 所 
力 不 能 及 的 . 

(C) 存在 一 个 正 整数 <， 使 每 个 之 2 的 正 整 数 都 可 以 表 为 不 超 
过 c 个 素数 之 和 . 

首先 是 希 尼 莱 曼 (机 .T.IIanpenewaa) 在 1930 年 ( 哥 德 巴赫 
提出 猜想 后 的 188 年 ) 证 明了 ce 的 存在 性 . 换言之， 他 完全 解决 了 
命题 (C). 希 尼 莱 曼 在 他 的 论文 中 ， 引 入 了 关于 自然 数 集合 非常 
重要 的 概念 一 -“ 正 密 率 "， 并 运用 “ 筛 法 ”的 成 果 ， 从 而 证 明了 
命题 (C). 

哈代 (G.H.Hardy) 与 李 特 伍德 (J.E.Littlewood) 在 这 一 世 
纪 的 20 年 代 ， 系 统 地 开创 与 发 展 了 堆 怠 数论 ?中 的 一 个 记 新 的 解 
析 方 法 ， 这 个 方法 就 是 举世 闻名 的 “ 圆 法 "， 他 们 在 广义 黎 曼 
(Riemann) 猜想 2 成 立 的 假定 下 证 明了 命题 (B) 当 奇 数 NN 充分 
大 时 成 立 . 

为 了 取消 在 证 明 中 所 用 到 的 未 经 证 明 的 狂想， 我 们 需要 估计 某 
种 类 型 的 “指数 和 ” (或 称 之 为 “三 角 和 ”)， 因 此 ， 获 得 指数 和 的 


中 堆 侈 数论 是 研究 将 整数 表 成 某 种 类 型 的 数 之 和 的 分 支 ， 例 如 ， 熟 知 任 一 正 整数 
都 是 四 个 整数 的 平方 和 ， 九 个 立方 和 等 等 特别 研究 将 整数 表 为 与 家 数 有 关 的 
数 之 和 的 分 支 ， 常 常 称 为 堆 全 素数 论 ， 例 如 哥 德 巴赫 问题 就 属于 这 一 分 支 

@ 广义 黎 显 猜 想 是 迄今 还 不 能 证 明 的 一 个 函数 论 的 猜想 .素数 论 中 一 系列 重大 问 
题 的 完满 解决 往往 都 归结 为 这 一 狂想 的 解决 .在 此 不 详 谈 了 
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精确 估计 ， 就 成 了 圆 法 的 最 主要 环节 了 . 在 近 三 十 年 来 ， 维 诺 格拉 
多 夫 (H.M.BunorpanoB) 创造 了 一 系列 估计 指数 和 的 重要 方法 . 
特别 ， 他 在 1937 年 成 功 地 给 出 某 种 以 素数 为 变数 的 指数 和 以 精致 
的 估计 ， 从 而 他 证 明了 命题 (B) 对 于 充分 大 的 奇数 是 正确 的 ， 巴 


16.038 


雷 德 金 (KK.T. Bopoankni) 计算 过 ， 当 奇数 n 宇 。 ”时 ， 即 能 表 
成 三 个 素数 之 和 . 

沿用 哈代 与 李 特 伍德 原来 的 方法 ， 即 不 用 指数 和 的 估计 ， 而 用 
函数 论 的 方法 ， 林 尼克 (IO.B.JIaaank) 在 1946 年 亦 证 明了 同样 
的 结果 . 

我 国 著名 的 数学 家 华罗庚 在 1938 年 证 明了 ， 命 题 (A) 对 于 
“几乎 所 有 ”的 偶数 皆 成 立 ， 详 细 言 之 ， 命 M (x) 表示 不 超过 z， 


而 又 不 能 表示 成 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 的 个 数 ， 则 Jim ML_(z) = 0， 
换言之 ， 使 命题 (A) 成 立 的 偶数 的 “出 现 概率 ”为 1. 

另外 一 个 研究 哥 德 巴赫 问题 的 方法 就 是 第 法 .， 筛 法 是 埃 拉 托 色 
尼 氏 (Eratosthenes) 首创 的 . 仆 朗 (V.Brun) 与 赛 尔 贝尔 格 
(A.Selberg) 曾 先后 分 别 对 这 个 方法 作出 过 重要 的 改进 ， 用 得 法 处 
理 这 一 问题 ， 须 首先 将 命题 (A) 换 一 个 提 法 ， 即 将 命题 (A) 中 
的 素数 都 换 成 “至 素 数 "9， 仆 朗 首先 在 1920 年 证 明了 ， 每 一 充分 
大 的 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 各 不 超过 9 的 殖 素数 之 和 .现在 我 们 
已 经 可 以 将 9 分 别 改进 为 2 与 3. 

关于 表 偶数 为 一 个 素数 及 一 个 至 素数 之 和 的 问题 . 首先 是 爱 斯 
特 曼 (T.Estermann) 在 广义 黎 曼 猜想 成 立 的 假定 下 ， 运用 筛 法 证 
明了 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 素 因子 个 数 不 超 过 6 的 
列 素数 之 和 . 为 了 取消 这 一 未 经 证 明 的 猜想 ， 林 尼克 作出 了 -系列 


中 ”所谓 列 素 数 ， 即 素 因 子 (相同 的 或 相 异 的 ) 的 个 数 不 超 过 某 一 固定 常数 的 整数 . 
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重要 的 贡献 ， 特 别 是 他 首创 的 “大 筛 法 "， 瑞 尼 (A.Reuyi) 在 
1948 年 证 明了 每 一 充分 大 的 偶数 都 可 以 表 为 一 个 素数 及 一 个 素数 
因子 个 数 不 超过 常数 R 的 殖 素 数 之 和 . 现在 已 经 可 以 确定 R<4. 

在 堆 驹 素数 论 中 ， 还 有 上 比 哥 德 巴赫 问题 更 广 的 问题 ， 特 别 是 华 
林 (Waring) 一 哥 德 巴赫 问题 . 这 方面 卓越 的 成 果 是 华罗庚 得 到 
的 ， 建 议 读者 去 看 他 的 著作 [2] . 


二 密 率 方法 


现在 介绍 一 下 正 密 率 的 概念 . 命 A 表示 由 一 些 互 不 相同 的 非 
负 整数 a 所 成 的 集合 . 命 A (n) 表示 A 中 不 大 于 的 正 整数 的 
个 数 ， 即 A(n)= 安 . 1. 在 此 需 注意 0 并 不 计算 在 内 . 若 a。>0 为 


对 一 切 n， A(n)>o “都 成 立 的 最 大 正 数 ， 则 集合 A 称 为 具有 正 密 
率 a. 否 则 称 A 的 密 率 为 零 .显然 有 a<1. 若 a=1, 则 A 包 有 全 体 自 
然 数 . 


例如 ,全 体 奇数 的 密 率 等 于 十 ,全体 偶数 的 密 率 为 零 

如 果 有 两 个 非 负 整数 集合 A 与 B, 则 形 如 a+ 6b(a€ A, bE B) 
的 整数 所 成 的 集合 C 称 为 A 与 B 的 和 集 . 记 为 C= A + B, 特 别 , 记 
2A = A+A, 运 用 归纳 法 , 可 以 定义 kA = A+(k-1)A. 

命题 (C) 的 证 法 可 以 简单 地 描述 如 下 ， 

(i) 关于 正 密 率 ， 希 尼 业 曼 证 明了 这 样 的 结果 : 若非 负 整数 集 
合 A 具有 正 密 率 4， 且 0E A， 则 存在 仅 与 a。 有 关 的 常数 k， 使 kA 
的 密 率 为 1， 换言之 ，kA 即 全 体 非 负 整数 . 

(i) 命 A 表示 由 0，1 及 全 体形 如 a = pi + p; 的 整数 所 成 的 
集合 .借助 于 仆 朗 第 法 ， 希 尼 莱 曼 证 明了 A 具有 正 密 率 a， 从 而 由 
(i) 可 知 ，kA 即 全 体 非 负 整数 ， 这 就 是 说 任何 正 整 数 缘 可 以 表 为 
个 A 中 的 元 素 之 和 ， 命 整数 m >2， 则 
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m=2+ (m-2) =2+0+ 力 十 … 十 力 ， 

其 中 :入 24 -4，2 二 0 显然 2+ 0 可 以 表 为 不 超过 8 + 1 个 素数 之 
和 ， 所 以 m 可 以 表 为 不 超过 c = 24 +1 个 素数 之 和 ， 故 命题 (C) 
成 立 ， 即 得 

定理 1 任何 宇 2 的 整数 皆 可 以 表 为 不 超过 c 个 素数 之 和 ， 此 
处 c 为 一 个 常数 . 

命 ; 表示 最 小 的 正 整数 ， 使 每 一 充分 大 的 整数 都 可 以 表 为 不 超 
过 个 素数 之 和 .常常 称 * 为 希 尼 莱 曼 常数 ， 在 维 诺 格拉 采 夫 的 结 
果 问 世 之 前 ?， 估 计 * 是 很 有 趣 的 . 希 尼 莱 曼 的 方法 不 仅 能 够 得 到 
5 的 存在 性 ， 而 且 可 以 得 到 * 的 明确 上 界 . 他 的 方法 给 出 ;过 800 
000. 其 后 罗曼 诺 夫 (H.II.Powaaoa) 得 到 了 s 过 2208(1935), 沿 这 一 
方向 , 还 有 哈 尔 仆 朗 (H. Heilbronn), 朗 道 与 希 尔 克 (P.Scherk) 的 ;过 
71(1936) 及 立 奇 (G.Ricei) 的 ;67(1937). 

5 的 改进 ， 主 要 依靠 筛 法 技巧 的 改良 ， 在 赛 尔 贝尔 格 筛 法 问世 
后 ， 运 用 希 尼 莱 曼 方法 ，* 还 有 进一步 的 降低 .例如 夏 皮 罗 
CH.N.Shapiro) 与 瓦尔 加 (J. Warga) 得 到 s 过 20 (1950) 及 尹 文 
才 得 到 s<18 (1956)， 附 带 说 一 句 ， 运 用 1940 年 发 表 的 布 赫 夕 塔 
布 (A.A.Byxmra6) 及 塔 尔 塔 可 夫 斯 基 (B.A.TaprakoackHii) 对 
仆 朗 方法 的 改进 ， 我 们 也 可 以 得 到 比 ;<67 强 的 结果 . 

必须 指出 ， 用 希 尼 莱 曼 方法 来 估计 *， 一 切 证 明 过 程 都 是 初等 
的 ， 即 不 运用 复 变 函 数论 或 与 它 同 样 深度 的 数学 工具 . 而 维 诺 格拉 
洒 夫 定理 的 证 明 中 ， 却 用 到 了 较 高 深 的 数学 工具 . 

密 率 方法 是 广 有 用 途 的 ， 用 这 一 方法 可 以 得 到 不 少 堆 又 数论 的 
有 趣 结果 ， 而 且 密 率 论 也 有 其 自身 的 趣味 ， 现在 已 经 渐渐 发 展 成 为 
一 个 独立 的 分 支 了 . 在 此 我 们 就 不 详 谈 了 . 


@ 读者 不 难看 出 ， 由 维 诺 格拉 条 夫 的 结果 可 以 得 到 :<4. 
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三 圆 法 
命 n 为 整数 ， 读 者 易 证 
ki _ | 当 n=0; 
kK da= |0, 当 n#0. 


借助 于 这 一 关系 式 ， 方 程 


N=pit p2+ ps3 (其 中 和 N 为 给 定 奇 数 ，p1，p2， 


素数 变 元 ) 
的 解答 {p1，p2，p3l 的 组 数 + (N) 可 以 表示 成 为 积分 


r (N) = | (De) ?mveda . 
(3) 式 的 证 明 如 下 : 将 (3) 的 右 端 展开 即 得 
[ (De)e 2roN da 


9 psN 


， 
= 和 | er nn Modo. 
PENpSNp SN “0 


由 《1) 可 知 
frenen ee 若 pi+ pa+ ps3=N; 
。 


0, 车 pi+ pz+ 加 天 N. 
故 得 (3) 式 . 


因此 只 要 能 够 证 明 ， 当 N 充分 大 时 有 
r(N)>0, 


(1) 


ps 为 
(2) 


(3) 


即 得 维 诺 格拉 条 夫 的 结果 . 维 诺 格拉 人 打 夫 定理 的 证 法 可 以 简单 描述 


如 下 : 


(i) 由 于 ex" 是 a 的 有 周期 1 的 函数 ， 所 以 将 上 面 所 有 公式 
中 的 积分 区 间 [0，1] 换 为 任意 长 度 为 1 的 区 间 [8，B8+1] 都 是 


可 以 的 . 命 一 EN (其 中 由 >>20 为 常数 ). 当 (a，g) =19 及 


中 (z，?) 表示 工 与 y 的 最 大 公约 . 
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1 过 gq 二 (logN)* 时 ， 命 m。,, 表 示 区 间 : 
ma,y: [#-t, s+t]. 
可 以 证 明 当 N 充分 大 时 ， 诸 区 间 m。,。 是 互 不 重 迭 的 . 诸 m。,s 之 和 


集 记 为 m， 称 为 “ 优 弧 "在 区 间 [ - 博 ，1 ~ 士 ] 中 去 掉 m 后 剩 下 
的 部 分 ， 记 为 w， 称 作 “ 劣 绪 "， 因 此 


Ee 3 
了 (BD) ezmee ) e ?moNda= 


pSN 


[ (BD er ) eroNga + 


m pEN 


+| (BD sme)?e-zmavda.0 (4) 


m PSN 
(ii) 运用 素数 分 布 理论 可 以 证 明 ， 当 N 充分 大 时 有 
miay 2x 3 
| (Be 2) ea da > (5) 

应 该 指出 ， 克 服 这 一 部 分 困难 的 功绩 基本 上 应 归功 于 佩 吉 
(A.Page) 与 济 龙 尔 (C.L. Siegel). 

(ii) 维 诺 格拉 朱 夫 得 到 了 如 下 的 指数 和 估计 : 当 ce m 时 ， 
| BD er |<e, i (其 中 ci 是 一 个 常数 ). 


PEN 
又 命 x (N) 表示 不 超过 N 的 素数 的 个 数 ， 则 
a(N)<N. 


(N=| 


因此 
| | ( BD ero? ) eraNda 


™ pEN 


Xe a I [Delae 


da 


<| | > 2miop 
™ PpN 


o Js | 分 别 表示 在 优 变 与 劣 儿 上 的 积分 . 
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< 


PEN 


= jn NNN < i 

(iv) 由 (4), (5), (6) 即 得 : 当 N 充分 大 时 有 

r(N)>0. 
换言之 ， 我 们 得 到 

定理 2 每 一 充分 大 的 奇数 都 可 以 表 成 三 个 素数 之 和 . 

在 此 我 们 还 应 该 提 到 爱 斯 特 曼 的 两 个 结果 ， 这 是 他 在 维 诺 格 拉 
淋 夫 定理 问世 之 前 得 到 的 . 他 在 1937 年 发 表 了 : 

a) 每 一 充分 大 的 奇数 都 能 表 成 pi + ps + p3p4. 

b) 每 个 充分 大 的 整数 都 是 两 个 素数 及 一 个 平方 数 之 和 . 

运用 圆 法 ， 林 尼克 证 明了 ， 存 在 常数 c 使 每 一 偶数 N 达 4 都 能 
表 成 

2N= pi+ p2+271+…+2” (其 中 * 委 c). 

圆 法 是 广 有 用 途 的 ， 堆 垒 数论 中 不 少 著名 问题 的 最 精密 的 结果 
都 是 用 这 一 方法 获得 的 .指数 和 的 估计 更 是 十 分 重要 的 ， 除 堆 翁 数 
论 外 ， 它 在 数论 的 其 他 分 支 中 亦 有 着 卓越 的 应 用 ， 例 如 解析 数论 与 
几何 数论 等 此外， 在 理论 物理 、 概 率 论 与 计算 数学 的 某 些 问题 
上 ， 也 有 过 成 功 的 应 用 . 在 此 就 不 细 谈 了 . 

但 需 指出 ， 用 圆 法 来 处 理 命题 (A) 是 十 分 困难 的 . 盖 因 将 偶 
数 N 表 为 两 素数 和 的 表 法 r“(N ) 为 


r(N)= [K bp i et 
PEN 
同样 可 以 将 上 面 的 积分 区 间 分 成 优 缴 与 劣 弧 , 则 可 以 证 明 
[ (BD em) emda |<e, eleN. 


™ peN 


但 另 一 方面 ,作为 应 该 忽略 不 计 的 劣 弧 上 的 积分 , 目前 只 能 得 到 如 下 
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的 估计 : 


1 N 
此 ,看 来 困难 是 十 分 巨大 的 . 
关于 维 诺 格拉 和 采 夫 定理 的 推广 , 吴 方 与 潘 承 洞 做 过 一 些 工作 . 


| SY 2rinp ) ?oe 2riNad |< AD 
| e a |c3 
外 (和 2 ) 31log 


四 第 法 


筛 法 最 初 是 用 来 寻找 不 超过 N 的 全 体 素数 的 . 笔者 曾 为 本 刊 
撰写 过 一 篇 文章 〈 谈 谈 “ 筛 法 "，1，1958)， 简 单 地 介绍 了 筛 法 的 
概念 ， 现在 只 来 谈 谈 得 法 是 怎样 与 哥 德 巴 赫 问 题 联系 起 来 的 . 

命 N 二 4 为 一 个 偶数 , a 三 2 为 整数 及 P, = p1…p,, 此 处 

2=p1<p<* < 广 福 N 
为 不 超过 N+ 的 全 体 素数 . 又 合 
P(N,Nz) = 2 (1) 
《anfN mp)=l 
此 处 右 端 表示 对 满足 条 件 2 和 入 N -2 及 (mn(N- mn), P,)=1 的 整 
数 n 求 和 . 
倘若 能 证 明 
P(N, Ni)>0, (2) 
则 命题 (A) 成 立 . 

由 于 (2) 式 成 立 的 意义 为 存在 n 满足 2<n<N-2 及 
(n(N 一 n),P)=1, 故 与 N 一 n 必 篆 为 素数 .倘若 不 然 , 假定 
的 素 因子 个 数 之 2, 因为 小 于 VN 的 素数 都 不 能 整除 n, 所 以 n 的 素 
因子 皆 大 于 VN .因此 n> N, 矛 盾 , 故 n 为 素数 . 同 法 可 知 N - ” 亦 
为 素数 .由 于 

N=n+t+(N—n), 
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故 得 命题 (A). 

同 法 可 证 ,车 

P(N, N:)>0, 

则 N=n+(N 一 n), 此 处 与 N 一 n 丝 为 素 因 子 个 数 各 不 超过 a 一 
1 的 殖 素 数 . 

因此 ,问题 归纳 为 如 何 估 计 和 (1) 的 下 界 了 .首先 是 仆 朗 , 他 本 质 
地 改进 了 古典 筛 法 , 从 而 证 明了 , 当 N 充分 大 时 有 

p(N, N 古 ) >0. 

换言之 ,他 证 明了 

定理 3 每 一 个 充分 大 的 偶数 皆 为 两 个 素 因子 个 数 各 不 超过 9 
的 殉 素 数 之 和 . 

为 叙述 简单 ， 我 们 将 下 面 的 命题 记 为 (a，5): 

每 一 充分 大 的 偶数 皆 为 一 个 不 超过 a 个 素数 的 乘积 及 一 个 不 
超过 6 个 素数 的 乘积 之 和 . 

在 仆 朗 之 后 ， 无 论 在 估计 和 (1) 方面 ， 及 其 用 于 哥 德 巴赫 问 
题 方面 ， 都 有 不 断 的 改进 . 特别 应 该 指出 的 是 在 1947 年 ， 赛 尔 贝 
尔格 发 表 了 本 质 上 不 同 于 仆 朗 的 估计 和 “(1) 的 方法 . 对 于 已 知 的 
各 种 情形 ， 都 可 以 用 它 来 改进 以 往 用 仆 朗 方法 得 到 的 结果 . 关于 定 
理 3 的 进展 历史 如 下 : 拉 代 玛 黑 尔 (H.Rademacher) 得 到 (7，7) 
(1924)， 爱 斯 特 曼 得 到 (6，6) (1932)， 立 奇 得 到 (5，7)， (4， 
9， (3，15) 及 (2，366) (1937)， 布 赫 夕 塔 布 得 到 (5，5) 
(1938) 及 (4，4) (1940)， 孔 恩 (P.Kuhn) 得 到 (a，6b)， 此 处 
a+bs<6 (1954). 笔者 得 到 (3，4) (1956)， 还 与 维 诺 格拉 人 打 夫 
(A. 瑟 .Baaorpamrop) 分 别 独立 地 得 到 (3,3)(1957), 笔者 同时 还 得 到 
(a,b), 其 中 a+bs 和 5. 最 后 笔者 证 明了 (2,3)(1957) . 

关于 表 充 分 大 的 偶数 为 素数 及 殉 素 数 之 和 的 问题 ， 需 要 估计 与 
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(1) 相应 的 和 
P(N, Na) = 了 (4) 
(rat 
此 处 右 端 对 满足 2<p<N -2 及 (NN 一 p,P,)=1 的 素数 p 求 和 . 
车 能 证 明 
P(N, N:)>0, 
则 N=p+(N 一 p), 此 处 N 一 p 为 不 超过 a -1 个 素数 的 乘积 .特别 
当 a =2 时 , 则 得 命题 (A). 
首先 是 瑞 尼 证 明了 存在 常数 R 使 
P(N, NK) >0, 
换言之 ， 他 证 明了 

定理 4 每 一 个 充分 大 的 偶数 箔 为 一 个 素数 及 一 个 素 因 子 个 数 
不 超过 常数 R 的 殉 素 数 之 和 . 

如 果 用 瑞 尼 原来 的 方法 来 计算 ，R 将 是 很 大 的 . 巴尔 巴 轧 
〈M.B. Bapdat)， 潘 承 洞 ， 勒 费 (BE.B.JIesaa) 与 笔者 作 了 改进 ， 
得 到 R<4 (1962). 在 广义 黎 曼 猜想 成 立 的 假定 之 下 ， 笔 者 曾 证 
明了 R<3 (1957). 

素数 论 中 一 系列 困难 的 问题 ， 只 要 将 素数 换 成 列 素数 的 提 法 ， 
往往 就 能 用 得法 来 处 理 ， 目 前 殖 素数 论 已 经 逐渐 成 为 一 个 独立 的 分 
支 了 .入 法 在 数论 的 其 他 分 支 中 也 日 益 产生 重要 的 应 用 ， 至 于 第 法 
这 一 概念 ， 在 其 他 数学 分 支 中 ， 特 别 在 概率 论 中 亦 是 版 有 用 途 的 


五 后 语 


在 本 文 结束 之 际 ， 不 难看 出 ， 事 物 之 间 是 彼此 有 联系 的 ， 哥 德 
巴赫 问题 虽然 是 离散 的 整数 间 的 一 条 规律 ， 但 是 现 有 的 一 切 结果 
都 是 在 近代 数学 成 就 的 基础 上 ， 通 过 十 分 迁 回 的 道路 而 得 到 的 ， 特 
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别 ， 有 时 把 这 一 问题 化 为 一 个 连续 性 的 提 法 ， 深 刻 地 运用 了 连续 性 
的 数学 工具 ， 才 得 到 了 结果 . 看 来 企图 从 整数 的 定义 出 发 ， 用 简单 
的 算术 方法 来 处 理 这 一 类 问题 ， 是 不 易 收 效 的 . 因此 笔者 认为 ， 有 
兴趣 于 这 类 经 典 问题 者 ， 先 熟悉 一 下 已 有 的 成 果 与 方法 ， 再 作 进 一 
步 的 探讨 ， 可 能 会 有 益 的 . 

最 后 ， 限 于 作者 的 知识 与 认识 水 平 ， 不 当 之 处 ， 敬 请 批评 指 
教 . 
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1，2，3，… 这 些 简 单 的 正 整数 ， 从 日 常生 活 以 至 尖端 科学 技 
术 都 是 离 不 开 的 . 其 他 的 数字 ， 如 负数 ， 有 理 数 等 等 ， 则 都 是 以 正 
整数 为 基础 定义 出 来 的 . 所 以 研究 正 整 数 的 规律 非常 重要 .在 数学 
中 ， 研 究 数 的 规律 ， 特 别 是 研究 整数 的 性 质 的 数学 ， 叫 做 “数论 ”. 
数论 与 几何 学 一 样 ， 是 最 占 老 的 数学 分 支 . 

看 起 来 似乎 是 十 分 简单 的 数字 ， 却 包含 着 许多 有 趣 而 深奥 的 学 
问 . 这 里 ， 先 就 本 文 涉 及 到 的 一 些 数学 名 词 作 一 点 解释 . 除了 1 
以 外 ， 有 些 正 整数 除 1 与 它 自身 外 ， 不 能 被 其 他 的 正 整数 整除 ， 这 
种 数 叫 “素数 "， 最初 的 素数 有 2，3，5，7，11，… 另 外 的 正 整 
数 ， 就 是 除 1 与 它 自身 外 ， 还 能 被 别 的 正 整 数 除 尽 ， 这 种 数 叫做 
“复合 数 ". 最 初 的 复合 数 有 4，6，8，9，10，… 所 以 正 整数 可 以 
分 为 1， 素 数 与 复合 数 三 类 ， 凡 能 被 2 整除 的 正 整数 ， 叫 “偶数 "， 
如 2，4，6，… 其 余 的 1，3，5，… 叫 “奇数 ". 

任何 复合 数 都 是 可 以 唯一 地 分 解 成 素数 的 乘积 ， 这 些 素数 就 是 
复合 数 的 素 因 子 ， 例 如 30=2x3x5 等 等 .所 以 素数 在 整数 中 是 最 
基本 的 . 素数 性 质 的 研究 是 数论 中 最 古老 与 最 基本 的 课题 之 一 ， 早 
在 欧 几 里 德 就 已 经 证 明了 素数 有 无 穷 多 个 ， 但 我 们 还 没有 判断 任何 
一 个 正 整 数 是 素数 还 是 复合 数 的 切实 可 行 的 方法 .借助 于 电子 计算 


* 原 载 《 光 明日 报 )，1978 年 8 月 18 日 . 
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机 ， 我 们 迄今 所 知道 的 最 大 素数 是 29 - 1， 共 6002 位 .又 如 我 
们 可 以 证 明 2684+ 1 是 一 个 复合 数 ， 但 我 们 并 不 知道 它 的 任何 因 
子 . 由 此 不 难看 出 ， 我 们 能 够 证 明 与 素数 有 关 的 命题 是 很 少 的 . 

在 数论 研究 中 ， 往 往 根据 一 些 感性 认识 ， 小 心地 提出 “猜想 ”， 
然后 再 通过 严格 的 数学 推导 来 论证 它 . 被 证 明了 的 猜想 ， 就 变 成 了 
“定理 "， 但 也 有 不 少 猜想 被 否定 了 . 

上 面 讲 过 ， 任 何 复合 数 都 可 以 分 解 为 素数 的 乘积 ， 把 复合 数 分 
解 成 素数 之 和 的 情况 又 如 何 呢 ? 这 里 面 是 否 有 什么 规律 呢 ? 

早 在 1742 年 ， 德 国人 哥 德 巴赫 就 写 信 给 欧 拉 提出 了 两 个 猜想 : 
(1) 任何 一 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ( 表 为 “1+ 1"); 
(2) 任何 大 于 5 的 奇数 都 是 3 个 素数 之 和 。 欧 拉 表 示 相 信 哥 德 巴赫 
的 猜想 是 对 的 ， 但 他 不 能 加 以 证 明 . 容易 证 明 (2) 是 (1) 的 推 
论 ， 所 以 (1) 是 最 基本 的 . 

1900 年 ， 德 国 数学 家 希 伯 尔 特 在 国际 数学 会 的 演说 中 ， 把 哥 
德 巴赫 猜想 看 成 是 以 往 遗 留 的 最 重要 的 问题 之 一 ， 介 绍 给 20 世纪 
的 数学 家 来 解决 ， 即 所 谓 希 伯 尔 特 第 八 问题 的 一 部 分 ，1912 年 ， 
德国 数学 家 朗 道 在 国际 数学 会 的 演说 中 说 ， 即 使 要 证 明 较 弱 的 命题 
(3)， 存 在 一 个 正 整数 a。， 使 每 一 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 表 为 不 超 
过 a 个 素数 之 和 ” (注意: 如 果 (1) 成 立 ， 则 取 a =3 即 可 )， 也 
是 现代 数学 家 所 力 不 能 及 的 . 1921 年 ， 英 国 数学 家 哈代 在 哥 本 哈 
根 召 开 的 数学 会 上 说 过 ， 猜 想 (1) 的 困难 程度 是 可 以 和 任何 没有 
解决 的 数学 问题 相 比 的 . 

近 七 十 年 来 ， 哥 德 巴赫 猜想 吸引 了 世界 上 很 多 著名 数学 家 的 兴 
趣 ， 并 在 证 明 上 取得 了 很 好 的 成 绩 . 此外， 研究 这 一 猜想 的 方法 ， 
不 仅 对 数论 有 广泛 的 应 用 ， 而 且 也 可 以 用 到 不 少数 学 分 支 中 去 ， 推 
动 了 这 些 数 学 分 支 的 发 展 . 

下 面 我 们 谈 谈 关 于 哥 德 巴赫 猜想 的 一 些 主要 成 果 . 
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早 在 1922 年 ， 英 国 数学 家 哈代 与 李 特 伍 德 就 提出 一 个 研究 哥 
德 巴赫 猜想 的 方法 ， 即 所 谓 “ 圆 法 ”".，1937 年 ， 原 苏联 数学 家 依 ， 
维 诺 格拉 采 夫 应 用 圆 法 ， 结 合 他 创造 的 三 角 和 估计 方法 ， 证 明了 每 
个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 ， 从 而 基本 上 证 明了 哥 德 巴赫 信 
中 提出 的 猜想 (2). 因此 只 剩 下 信 中 提出 的 猜想 (1)， 这 就 是 要 证 
明 命 题 (1+ 1) 是 正确 的 . 

1920 年 ， 挪 威 数学 家 布朗 改进 了 有 二 千 多 年 历史 的 埃 拉 多 染 
尼 氏 “得 法"， 证 明了 每 个 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 不 超 
过 9 的 正 整数 之 和 .我 们 将 布朗 的 结果 记 为 (9+ 9). 1930 年 ， 原 
苏联 数学 家 史 尼 尔 曼 用 他 创造 的 整数 “ 密 率 ”结合 布朗 第 法 证 明了 
命题 (3)， 并 可 以 估计 出 a 的 值 . 但 这 一 方法 得 到 的 结果 不 如 前 
面 讲 过 的 三 角 和 方法 精密 ， 我 们 就 不 叙述 了 . 德国 数学 家 拉 代 马 哈 
在 1924 年 证 明了 (7+7)， 英 国 数学 家 埃 斯 特 曼 于 1932 年 证 明了 
(6+6)， 原 苏联 数学 家 布 赫 夕 塔 布 又 于 1938 年 与 1940 年 分 别 证 明 
了 (5+5) 与 (4+4). 这 就 像 运 动员 那样 ， 不 断 地 刷新 着 世界 纪 
录 . 

我 国 数学 家 华罗庚 早 在 30 年 代 就 开始 研究 这 一 问题 ， 得 到 了 
很 好 的 成 果 ， 他 证 明了 对 于 “几乎 所 有 ”的 偶数 ， 猜 想 (1) 都 是 
对 的 .解放 后 不 久 ， 他 就 倡议 并 指导 他 的 一 些 学 生 研 究 这 一 问题 ， 
取得 了 许多 成 果 ， 获 得 国内 外 高 度 评价 ，1956 年 ， 笔 者 证 明了 (3 
+4)， 同 一 年 , 原 苏联 数学 家 阿 . 维 诺 格拉 采 夫 又 证 明了 (3 + 3). 
1957 年 , 笔者 证 明了 (2+ 3). 这 些 结果 的 缺点 在 于 两 个 相 加 的 数 中 
还 没有 一 个 可 以 肯定 为 素数 的 . 

早 在 1948 年 ， 匈 牙 利 数学 家 瑞 尼 就 证 明了 (1+65)， 这 里 
是 一 个 常数 . 用 他 的 方法 定 出 的 5 将 是 很 大 的 ， 所 以 并 未 有 人 具 
体 定 出 5b 来 . 直到 1962 年 ， 我 国 数学 家 潘 承 洞 证 明了 (1+ 5)， 
1963 年 ， 潘 承 洞 ， 巴 尔 巴 恩 与 笔者 又 都 证 明了 (1 +4). 1965 年 ， 
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阿 ` 维 诺 格拉 条 夫 、 布 赫 夕 塔 布 与 意大利 数学 家 朋 比 尼 证 明了 (1+ 
3)， 我 国 数学 家 陈景润 在 对 筛 法 作 了 新 的 重要 改进 之 后 ， 终 于 在 
1966 年 证 明了 (1 +2)， 取 得 了 迄今 世界 上 关于 猜想 (1) 最 好 的 
成 果 . 他 证 明了 ， 任 何 一 个 充分 大 的 偶数 ， 都 可 以 表示 成 为 两 个 数 
之 和 ， 其 中 一 个 是 素数 ， 另 一 个 或 为 素数 ， 或 为 两 个 素数 的 乘积 
陈景润 的 结果 在 世界 数学 界 引起 了 强烈 反响 ， 为 我 国 赢得 了 国际 荣 
誉 . 正 因为 陈 氏 定理 重要 ， 不 少数 学 家 致力 于 简化 这 个 定理 的 证 
明 . 目前 世界 上 共有 四 个 简化 证 明 ， 最 简单 的 是 我 国 数学 家 丁 夏 
畦 ， 潘 承 洞 与 笔者 共同 得 到 的 

由 上 所 述 不 难看 出 ， 哥 德 巴赫 猜想 也 像 其 他 经 典 问题 一 样 ， 它 
的 一 切 成 就 ， 都 是 在 前 人 成 就 的 基础 上 ， 通 过 迁 回 的 道路 而 得 到 
的 ， 数 学 是 一 门 很 严格 的 学 问 ， 现 在 有 些 同志 ， 连 数论 的 基础 书 都 
没有 认真 看 过 ， 就 企图 去 证 明 (1 + 1)， 这 不 仅 得 不 到 结果 ， 浪 费 
了 宝贵 的 时 间 ， 反 而 把 一 些 错误 的 推导 与 概念 ， 误 认为 正确 的 东西 
印 在 脑子 里 ， 它 对 于 学 习 与 提高 都 起 着 有 害 的 作用 .我 们 要 从 中 吸 
取 有 益 的 教训 ， 我 们 认为 愿意 搞 这 类 经 典 问题 的 人 ， 应 先 熟 悉 已 有 
的 成 果 与 方法 ， 再 作 进一步 的 探讨 ， 才 会 是 有 益 的 ， 既 要 有 敢于 创 
新 的 精神 ， 更 要 有 严谨 的 科学 态度 ， 这 对 于 青年 同志 尤其 重要 ， 当 
然 ， 这 里 谈 的 是 经 典 数学 问题 .必须 指出 ， 在 我 国 ， 应 该 有 更 多 的 
人 从 事 于 研究 更 有 直接 应 用 价值 的 课题 ， 这 个 道理 大 家 都 是 很 明白 
的 .最 后 ， 让 我 们 团结 起 来 ， 为 实现 我 国 的 数学 事业 全 面 赶 超 世界 
先进 水 平 而 奋斗 吧 


评 潘 承 洞 、 潘 承 彪 闭 《 哥 德 巴赫 猜想 》 


潘 承 洞 、 潘 承袭 的 专著 《 哥 德 巴赫 猜想 ) (科学 出 版 社 ， 纯 粹 
数学 与 应 用 数学 专著 丛书 ， 第 7 号 ，1981) 出 版 以 来 ， 在 国内 外 已 
有 相当 影响 与 高 度 评价 ( 见 [1，2]). 

哥 德 巴赫 猜想 导 源 于 哥 德 巴赫 在 1742 年 给 欧 拉 的 一 封 信 ， 在 
这 封 信 中 ， 他 提出 了 表 整 数 为 素数 和 的 两 个 猜想 ， 用 略为 修改 的 语 
言 可 以 将 它们 表述 为 : 

(A) 每 一 偶数 之 6 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 

(B) 每 一 奇数 之 9 都 是 三 个 奇 素数 之 和 |. 

命题 (B) 是 命题 (A) 的 推论 . 

在 1900 年 第 二 届 国 际 数学 大 会 上 ， 希 尔 伯 特 在 他 的 著名 演讲 
， 首 先 阐 明了 寻找 一 个 好 的 数学 问题 ， 作 为 数学 研究 的 对 象 与 源 
， 对 于 推动 数学 的 发 展 是 何等 重要 ! 他 特别 列举 费 马 猜想 为 例 
子 ， 他 指出 “这 样 一 个 非常 特殊 ， 似 乎 不 十 分 重要 的 问题 会 对 科学 
产生 怎样 令 人 鼓舞 的 影响 ， 受 费 马 问题 的 启发 ， 库 末 尔 引进 了 理想 
数 ， 并 发 现 了 把 一 个 分 圆 域 的 数 分 解 为 素 理想 因子 的 唯一 分 解 定 
理 ， 这 定理 今天 已 被 戴 德 金 与 克隆 尼克 推广 到 任意 代数 数 域 ， 在 近 
代数 论 中 占 着 中 心地 位 ， 其 意义 已 远 远 超出 数论 的 范围 而 深入 到 代 
数 和 函数 论 的 领域 ”( 见 [3]). 为 此 ， 希 尔 伯 特 向 20 世纪 的 数学 


踢 沽 刁 


* 原 载 《 数 学 进展 )，2，1987，207 一 210. 
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家 提出 了 二 十 三 个 问题 . 历史 的 发 展 证 明了 这 些 问题 的 重要 性 . 恰 
如 上 述 ， 它 们 在 相当 程度 上 ， 推 动 了 纯粹 数学 的 发 展 ， 其 根本 意义 
在 于 伴随 着 这 些 问 题 研 究 的 进展 ， 一 些 重 要 的 数学 概念 与 强 有 力 的 
并 带 有 一 般 性 的 数学 方法 产生 了 . 

到 上 世纪 末 ， 分 析 方 法 ， 特 别 是 复 变 函 数论 用 于 数论 ， 使 数论 
产生 了 深刻 的 变化 而 进入 一 个 新 的 阶段 . 解析 数论 趋 于 成 熟 并 有 相 
当 深 度 ， 特 别 是 素数 分 布 理论 方面 的 成 就 更 为 突出 .例如 车 比 雪夫 


证 明了 不 超过 z 的 素数 个 数 x (xz ) 的 无 穷 大 阶 为 ez， 狄 里 希 勒 
证 明了 任何 公差 与 首 项 互 素 的 算术 级 数 中 含有 无 穷 多 素数 ， 黎 曼 更 
指出 了 有 关 素 数 分 布 的 一 些 问 题 与 一 个 半 纯 函数 5 (s*) 的 零点 分 


布 之 间 有 着 各 种 深刻 的 内 在 联系 ， 此 处 & (s) = 之 nn:(s=0 
+ 让， o>1). 当 o<1 时 ， 可 以 用 解析 延 拓 来 定义 5¢ (s)， 黎 曼 特 
别 指出 ，¢ (s) 在 半 平 面 c>0 上 的 零点 皆 位 于 直线 o = 1/2 上 . 
这 个 猜想 已 被 愈 来 您 多 的 数学 家 认为 是 纯 数 学 中 最 有 挑战 性 的 问题 
之 一 除 这 个 猜想 外 ， 黎 曼 的 其 他 猜想 均 被 阿达 玛 与 汉 . 曼 哥 尔 德 
证 明了 .从 而 阿达 玛 与 德 ` 拉 * 瓦 里 . 普 桑 独立 地 证 明了 高 斯 与 勒 让 
德尔 的 猜想 : x (z) i 这 又 称 为 “素数 定律 "， 证 明 过 程 
中 ， 大 量 用 到 复 变 函数 论 ， 特 别 是 整 函数 理论 . 

希 尔 伯 特 高 瞻 远 眠 ， 预 见 到 黎 曼 猜想 的 研究 将 导致 数论 ， 甚 至 
数学 的 巨变 ， 他 也 预见 到 素数 变数 不 定 方程 的 重要 性 ， 最 简单 的 情 
况 为 两 个 素数 变数 的 一 次 方程 

ap + bq=c¢, 
此 处 =，26，* 为 给 定 整数 ， 要 求 p，g 为 素数 的 解 . 分别 取 a =4 
=1 及 c=2n， 与 c=1，0= -1 及 c=2， 则 得 
2n=p+g 及 2=p-g. 


54 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


对 于 任意 ”>3， 前 者 第 有 奇 素数 解 p，g 就 是 猜想 (A). 后 者 有 
无 穷 多 组 素数 解答 (p，g) 就 是 本 生 素数 猜想 ， 即 存在 无 穷 多 对 
相差 为 2 的 挛 生 素数 对 ， 这 两 个 猜想 是 姐妹 问题 ， 她 们 与 黎 曼 猜想 
一 起 构成 了 希 尔 伯 特 第 八 问题 

在 1912 年 ， 第 五 届 国 际 数学 大 会 上 ， 兰 岛 又 将 命题 (A) 与 
挛 生 素数 猜想 作为 四 个 素数 论 中 待 解决 的 两 个 难题 加 以 推荐 ( 见 
[4]). 又 在 1921 年 哥本哈根 数学 会 上 ， 哈 代 在 其 演讲 中 宣称 猜想 
(A) 的 “困难 程度 是 可 以 和 任何 数学 中 未 解决 的 问题 相 比拟 的 " 
( 见 [5]). 这 么 多 大 数学 家 瞩目 哥 德 巴赫 猜想 ， 正 是 预见 与 期 望 这 
个 问题 作为 推动 数学 发 展 的 动力 

果然 不 出 所 料 ， 在 19 世纪 素数 论 伟大 成 就 的 基础 上 ， 从 1920 
年 开始 ， 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 有 了 重大 突破 .伴随 着 这 一 问题 本 身 
成 果 的 获得 ， 一 些 新 的 数学 概念 与 疡 新 的 强 有 力 的 数学 方法 产生 出 
来 了 ， 其 意义 远 比 这 个 问题 本 身 的 结果 重要 得 多 .哈代 与 李 特 伍德 
的 “ 圆 法 ”与 依 * 维 诺 格拉 采 夫 的 素数 变数 的 指数 和 估计 方法 就 是 
研究 哥 德 巴赫 猜想 的 产物 (推动 这 两 个 方法 产生 的 另 一 个 问题 为 希 
尔 伯 特异 常 重视 的 华 林 问题 )， 这 两 个 方法 最 终 导致 依 . 维 诺 格拉 采 
夫 于 1937 年 证 明了 “三 素数 定理 "， 即 猜想 (B) 对 于 充分 大 的 奇 
数 成 立 ， 命 (a，0) 表示 命题 :“ 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 不 超 
过 a 个 素数 的 乘积 与 一 个 不 超过 2 个 素数 的 乘积 之 和 "”， 布 朗 在 对 
古老 的 埃 拉 多 染 尼 氏 筛 法 作 了 重大 改进 后 ， 首 先 用 于 猜想 (A)， 
并 证 明了 (9，9). 这 些 强 有 力 的 数学 方法 的 发 展 ， 不 仅 对 数论 ， 
而 且 对 不 少数 学 分 支 都 有 重要 应 用 

早 在 30 年 代 ， 华 罗 庚 就 证 明了 几乎 所 有 的 偶数 ， 猜 想 (A) 
成 立 ， 详 言 之 ， 命 不 超过 z， 使 (A) 不 成 立 的 偶数 个 数 为 
E(z), 则 对 于 任何 c>0 皆 有 下 (z) = O(z/logsz).50 年 代 初 ， 
在 他 主持 数学 研究 所 工作 时 ， 高 眶 远 电 地 预见 到 哥 德 巴赫 猜想 的 可 


评 潘 承 洞 、 潘 承 沉 闭 《 哥 德 巴赫 猜想 》 55 


能 发 展 ， 亲 自 组 织 了 这 个 问题 的 讨论 班 ， 由 于 他 的 坚强 领导 与 富 于 
见地 的 计划 ， 使 一 系列 重要 的 数论 结果 都 出 自 中 国 数论 学 家 之 手 
( 见 [2])， 特别 在 筛 法 与 猜想 (A) 方面 的 成 就 ， 得 到 国内 外 高 度 
评价 . 早 在 50 年 代 初 ， 笔 者 就 证 明了 (2，3)， 首 次 打破 了 布 赫 夕 
塔 布 保持 的 1940 年 的 记录 (4，4). 60 年 代 初 ， 潘 承 洞 证 明了 
(1，4)， 大 大 改进 了 瑞 尼 的 著名 结果 (1，c)， 其 中 c 是 一 个 大 常 
数 . 特别 是 陈 景 渔 在 1966 年 ， 发 表 了 (1，2)， 被 国际 上 称 为 “ 陈 
氏 定 理 "， 并 被 认为 是 “ 筛 法 发 展 的 顶峰 ”( 见 [6]). 看 来 ， 圆 法 
与 筛 法 均 已 山 穷 水 尽 ， 用 它们 几乎 是 不 可 能 证 明 猜 想 (A) 的 . 数 
学 家 殷切 地 期 望 新 思想 与 新 方法 的 产生 

处 于 这 个 时 期 ， 总 结 好 以 往 的 成 就 ， 使 后 来 者 能 较 快 掌握 以 往 
的 成 就 ， 少 走 半 路 ， 继 续 前 进 ， 肯 定 是 十 分 必要 的 . 上 述 重要 成 就 
与 方法 ， 虽 已 散 见于 众多 专著 ， 但 潘 承 洞 与 潘 承 肛 的 专著 却 是 全 面 
系统 论述 哥 德 巴赫 猜想 的 第 一 本 著作 ， 其 出 版 引起 国内 外 数学 界 的 
注目 是 可 想 而 知 的 . 国外 正 期 待 着 其 英文 版 早日 问世 ( 见 [1， 
2]). 

仅仅 只 用 三 百 几 十 页 篇 幅 ， 全 面 总 结 哥 德 巴赫 猜想 研究 六 十 多 
年 来 的 大 量 杰出 成 就 ， 确 是 十 分 艰巨 的 事 ， 两 位 作者 出 色 地 完成 了 
写作 任务 .本 书 绝 非 材料 的 简单 堆积 ， 而 是 一 个 再 创造 的 研究 工作 
专著 .本 书 是 在 假定 读者 已 经 了 解 初等 数论 与 素数 分 布 论 的 基础 上 
撰写 的 . 

本 书 第 一 、 二 章 中 ， 讲 述 了 特征 与 高 斯 和 后 ， 即 开门 见 山 ， 引 
入 朋 比 尼 与 罗斯 关于 列 尼克 与 瑞 尼 的 大 筛 法 的 重大 改进 的 阐述 ， 第 
三 、 四 章 讨论 了 《~ 函数 与 志 - 函数 的 性 质 ， 特 别 是 它们 的 中 值 公 
式 与 零点 分 布 性 质 ， 第 五 、 六 章 即 进入 “ 圆 法 ”与 素数 变数 指数 和 
的 估计 方法 的 讨论 ， 从 而 证 明了 “三 素数 定理 "， 对 于 素数 变数 指 
数 和 的 估计 ， 书 中 讲述 了 初等 方法 与 分 析 方法 ， 其 中 最 初等 的 分 析 
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证 明 方 法 则 是 潘 承 彪 给 出 的 . 书 中 对 “三 素数 定理 ”给 出 了 有 效 的 
与 非 有 效 的 两 种 证 明 . 所 谓 有 效 证 明 ， 即 可 以 给 出 no， 当 n>no 
时 ， 和 猜想 (B) 成 立 . 第 六 章 还 包括 了 华罗庚 关于 猜想 (B) 的 推 
广 : 任何 充分 大 的 奇数 N 均 可 表 为 N= pi+ ps+ 站， 此 处 为 任 
意 给 予 正 整数 ， 第 七 章 为 赛 尔 贝 格 筛 法 ， 这 里 讲 的 是 黎 切 尔 特 与 朱 
尔 开 特 的 形式 ， 即 系数 有 明显 表达 式 的 精密 筛 法 .第 八 章 为 关于 算 
术 级 数 素数 定理 重要 的 朋 比 尼 一 阿 : 维 诺 格拉 朵 夫 中 值 公式 ， 在 不 
少 素数 论 的 问题 中 ， 这 一 公式 可 以 用 来 代替 未 经 证 明 的 广义 黎 曼 猜 
想 ， 在 本 章 中 还 讲 了 潘 承 洞 等 建立 的 一 个 新 的 中 值 公式 ， 一 方面 这 
一 公式 包 有 朋 比 尼 一 阿 维 诺 格拉 朱 夫 公 式 ， 另 一 方面 可 以 用 这 一 公 
式 来 统一 处 理 一 系列 重要 的 问题 ， 其 中 包括 下 一 章 讲 的 陈景润 的 两 
条 重要 定理 ( 见 [7]). 这 个 中 值 公式 的 想法 是 潘 承 洞 提出 的 ， 他 
的 出 发 点 是 下 面 的 恒等式 
-于 = -人 -L6G)-L'G 
=(-E-F)-L6) -LG+F- FLG. 

沃 恩 也 独立 地 提出 这 个 想法 并 加 以 发 展 .、 第 九 章 为 陈景润 的 两 条 著 
名 定理 ， 即 “ 陈 氏 定理 ”与 将 偶数 表示 为 两 个 素数 之 和 的 表 法 去 
7.928c (N) Be 恰 如 上 述 ， 书 中 基于 “ 潘 氏 公式 ”给 出 了 这 
两 条 定理 的 证 明 ， 比 原来 的 证 明 有 实质 性 的 化 简 . 第 十 章 再 一 次 深 
入 讨论 工 - 函数 的 零点 估计 ， 第 十 一 、 十 二 两 章 ， 则 研究 哥 德 巴赫 
数 (即使 (A) 成 立 的 偶数 )， 其 中 包括 沃 恩 与 蒙 哥 玛 利 关于 下 (z) 
的 进一步 改进 :存在 es>0 使 下 (z)= O(zl-*), 陈 景 润 与 潘 承 
洞 首 先 给 出 s 的 数值 .作者 还 研究 了 小 区 间 [z, z + f(z)] 中 哥 德 巴 
赫 数 的 存在 性 问题 ,此 处 f(z) = O(z) .作者 讲 了 凯 蒂 的 结果 :在 黎 
曼 猜想 之 下 , 取 F(z) = O(logzr)? 即 可 保证 小 区 间 中 有 哥 德 巴赫 数 . 
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在 《= 函数 的 密度 猜想 之 下 或 不 作 任 何 猜想 ， 潘 承 洞 提出 了 统一 处 
理 哥 德 巴赫 数 的 方法 ， 它 包 有 现 有 的 重要 结果 . 书 中 阐述 了 这 个 方 
法 

书 的 最 前 面 有 一 个 详细 的 导论 ， 阐 述 问题 的 历史 及 方法 概要 
指引 读者 对 哥 德 巴赫 问题 研究 的 全 胃 有 所 了 解 . 书 末 有 一 个 经 挑选 
过 的 详细 而 有 用 的 参考 文献 . 恰 如 彼 得 . 肖 指 出 :“ 书 中 每 一 章 的 材 
料 都 是 很 好 地 加 以 组 织 并 具备 一 个 好 的 导 引 ， 包 有 许多 有 价值 的 评 
述 ， 指 出 真正 困难 所 在 及 各 种 结果 之 间 有 启发 性 的 内 在 联系 ， 写 作 
风格 透彻 并 具 启 发 性 ， 诸 定理 的 证 明 是 秀美 的 .最 近 几 年 ， 在 解析 
数论 方面 已 出 现 了 一 系列 很 有 影响 的 书 (例如 德 文 波 特 的 “乘积 数 
论 ”"， 蒙 哥 玛 利 的 “乘积 数论 选 论 ” 与 黎 切 尔 特 及 哈 贝 斯 坦 的 “ 筛 
法 "). 这 本 书 是 这 个 文库 的 一 个 重要 添加 者 ， 作 为 一 个 教程 ， 本 书 
不 仅 对 中 国 初 从 事 解析 数论 研究 的 数学 家 有 重要 影响 ， 它 的 好 的 英 
文 版 本 对 西方 世界 亦 具 有 同样 的 教 益 .” ( 见 [2]) 这 决 非 溢 美 之 
词 ， 两 位 作者 是 当之无愧 的 

任何 书 都 有 一 定 的 范围 ， 本 书 未 讨论 史 尼 尔 曼 的 整数 “ 密 率 ” 
概念 ， 史 尼 尔 曼 结合 他 自己 的 密 率 及 布朗 第 法 ， 于 1930 年 证 明了 
正 整数 >1， 都 是 不 超过 c 个 素数 之 和 ， 其 中 。 为 常数 ， 这 是 第 一 
个 堆 又 素数 论 定理 ， 具 有 重大 的 历史 意义 ， 但 用 这 个 方法 是 达 不 到 
“三 素数 定理 ”的 深度 的 ， 现 在 不 讨论 是 可 以 的 . 本 书 未 论 及 哥 德 
巴赫 问题 的 推广 ， 将 这 一 猜想 与 华 林 问题 结合 起 来 可 以 研究 方程 

N=pi+.…+p 

的 各 种 可 解 性 问题 ， 其 中 p，(1 过 i 过 s) 为 素数 .还 可 以 研究 更 为 
广泛 的 堆 全 素数 论 问题 读者 可 以 读 华 罗 庚 的 优秀 专著 [8]， 我们 
还 可 以 在 代数 数 域 上 建立 类 似 的 哥 德 巴赫 猜想 ， 三 井 孝 美 将 “三 素 
数 定理 ”推广 至 任意 代数 数 域 ( 见 [9])， 另 外， 有 兴趣 阅读 与 本 
书 有 关 的 各 重要 原始 文献 的 读者 ， 请 参阅 笔者 编辑 的 书 ( 见 
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附录 : 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 报道 


是 正确 认识 哥 德 巴赫 猜想 的 时 候 了 
《光明 日 报 》 记 者 ” 温 红 彦 


说 起 哥 德 巴赫 猜想 ， 和 恐怕 中 国有 相当 一 部 分 人 熟悉 这 个 词 ， 并 
会 把 它 同 数学 家 陈景润 、 同 “1+ 1"、 同 “皇冠 上 的 明珠 ”联系 起 
来 . 

自从 1977 年 报告 文学 〈 哥 德 巴赫 狂想》 问世 后 ， 神 州 大 地 不 
知 有 多 少 人 向 往 着 摘 取 那 颗 灿 烂 的 “明珠 ”". 十 几 年 来 ， 全 国 各 地 
自称 证 明 出 哥 德 巴赫 猜想 的 人 数 以 千 计 ， 关 于 这 种 报道 也 时 常见 诸 
市 井 小 报 甚至 一 些 大 报名 刊 .但 最 后 证 实 这 些 全 是 雇 误 . 十 几 年 
来 ， 光 是 中 国 科学 院 数学 所 就 收 到 约 100 麻袋 这 样 的 论文 ， 但 没有 
一 篇 论文 正确 .这 种 怪 现象 最 近 又 有 抬头 之 势 . 

是 正确 认识 哥 德 巴赫 猜想 的 时 候 了 ， 日前， 中 科 院 数学 所 特意 
邀请 了 北京 十 几 家 新 闻 单 位 ， 就 此 问题 举行 了 记者 招待 会 .数学 所 
所 长 杨 乐 主持 ， 王 元 、 潘 承 彪 等 7 位 数学 家 参加 .会 上 ， 著 名 数论 
专家 王 元 教授 介绍 了 什么 是 哥 德 巴赫 猜想 ， 为 什么 要 研究 它 ， 研 究 
的 难度 有 多 大 ， 其 他 专家 也 都 谈 了 自己 的 看 法 ， 以 求 同 新 闻 界 ， 同 
热衷 于 “猜想 ”的 人 们 达成 共识 . 


*， 原 载 《 人 民 日 报 )，1992 年 2 月 17 日 . 
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(一 ) 


哥 德 巴赫 猜想 是 数学 中 的 一 个 古典 难题 ， 它 可 以 表述 为 凡 大 
于 等 于 4 之 偶数 必 为 两 个 素数 之 和 (“1+1” 是 它 的 简单 表述 ， 即 
一 个 素数 加 一 个 素数 ). 1742 年 ， 德 国 数学 家 哥 德 巴赫 发 现 这 个 现 
象 后， 由 于 无 法 用 严格 的 数学 方法 证 明 命题 的 正确 性 ， 故 只 能 称 之 
为 猜想 .他 写 信 给 当时 瑞士 大 数学 家 欧 拉 ， 请 他 证 明 . 网 拉 一 直到 
离开 人 世 也 没 证 出 来 ， 但 他 相信 这 个 狂想 是 对 的 . 从 此 ， 中 外 数学 
家 们 高 擎 火炬 、 辈 辈 相 承 地 研究 这 个 难题 . 

本 世纪 以 来 ， 研 究 有 了 突破 性 进展 : 1920 年 ， 挪 威 数学 家 布 
朗 证 明 出 “9 + 9”; 1956 年 ， 原 苏联 数学 家 维 诺 格拉 采 夫 证 明了 
“3+3”; 1957 年 ， 我 国 数学 家 王 元 证 明 出 “2+ 3”; 1962 年 ， 我 国 
数学 家 潘 承 洞 证 明了 “1+ 4". 到 1966 年 ， 我 国 数学 家 陈景润 证 明 
的 “1+2” 在 世界 数学 界 引起 育 动 . “ 陈 氏 定理 ”的 内 容 是 ; 充分 
大 的 偶数 可 表示 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 之 和 .这 
就 是 至 今 有 关 “ 猜 想 ” 证 明 的 最 好 结果 . 

哥 德 巴赫 猜想 不 是 一 个 孤立 的 数学 问题 . 当年 华罗庚 教授 倡导 
并 组 织 研究 这 个 难题 ， 是 有 深 窗 的 战略 眼光 的 ， 因 为 它 是 带动 解析 
数论 ， 最 终 带 动 数学 向 前 发 展 的 重要 推动 力 ， 如 果 孤 立地 看 待 哥 德 
巴赫 猜想 ， 或 把 它 当 做 一 个 数学 游戏 ， 可 以 随便 猜 一 猜 ， 那 就 偏 
~ 


目前 看 来 ，“1 + 1” 这 颗 灿 烂 的 “明珠 ”并 非 距 我 们 “一 步 之 
伯 "， 而 仍 在 遥远 的 “天 边 ”， 在 用 今天 最 先进 的 “宇航 工具 ”都 不 
易 到 达 的 地 方 。 当 代 中 外 研究 数论 的 专家 终 不 能 使 “猜想 ” 变 为 
“定理 "， 实 在 不 是 由 于 他 们 不 思 努 力 、 不 想 摘 那 “皇冠 上 的 明珠 ”. 
数学 理论 有 一 个 由 粗 到 精 的 逻辑 严密 化 过 程 ， 要 靠 长 期 的 积累 ， 有 
时 会 长 达 数 十 年 ， 几 百年 ， 甚 至 上 千年 . 曾 与 其 兄 潘 承 洞 在 数论 方 
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面 一 起 做 出 重大 贡献 的 数学 家 、 北 大 教授 潘 承 彪 感慨 地 说 ， 搞 数论 
研究 的 人 谁 不 想 摘 取 那 颗 “ 明 珠 ” 啊 ， 但 那 只 是 一 种 理想 ， 按 目前 
国际 数学 界 的 理论 发 展 水 平 ， 看 来 在 相当 时 期 内 是 难以 达到 的 . 王 
元 教授 编辑 了 《 哥 德 巴赫 猜想 一 书 ， 汇 集 了 世界 上 最 优秀 的 论文 
20 篇 .他 在 该 书 前 言 中 写 道 :“ 可 以 确信 ， 在 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 
中 ， 有 待 于 将 来 出 现 一 个 全 新 的 数学 观念 .” 

这 ， 已 成 为 中 国 数学 界 同仁 的 共识 


(二 ) 


这 次 记者 招待 会 的 举行 ， 于 科学 家 、 于 新 闻 界 、 于 迷恋 “ 猜 
想 ” 的 人 们 都 是 有 益 的 .如 果 科学 家 们 继续 保持 沉默 ， 无 异 于 让 那 
些 毫 无 学 术 价值 的 论证 继续 干扰 科学 家 的 研究 ， 损 坏 新 闻 界 的 声 
誉 ， 使 更 多 的 人 走 入 歧途 

说 那些 论证 毫 无 学 术 价值 是 有 充分 根据 的 ， 杨 乐 教授 解释 说 : 
我 们 看 过 的 宣称 已 证 明 出 这 一 难题 的 全 部 来 稿 ， 没 有 一 处 可 取 . 从 
严格 意义 上 说 ， 不 少 作者 连 中 学 数学 都 没 学 好 ， 中 学 数学 是 2000 
多 年 前 的 成 果 ， 微 积分 的 出 现 也 离 我 们 300 多 年 了 ，200 多 年 来 
尤其 是 近 几 十 年 ， 数 学 各 分 支 有 了 极 大 的 发 展 ， 取 得 了 极其 丰富 的 
成 果 . 在 这 些 成 果 和 方法 的 基础 上 ， 大 批 中 外 数学 家 成 年 累 月 地 努 
力 尚未 解决 的 难题 ， 如 果 可 以 靠 加 加 减 碱 和 微 积分 去 解决 ， 那 么 近 
几 百 年 的 数学 发 展 不 是 等 于 零 吗 ? 大 批 数学 家 的 努力 不 是 等 于 零 
吗 ?! 这 些 人 的 做 法 好 比 手持 弓箭 参与 海湾 战争 、 手 持 斧 饮 去 造 航 
天 飞机 

科学 家 们 还 讲 到 一 些 令 人 冉 笑 不 得 的 事 . 不 久 前 ， 一 位 外 地 老 
同志 退休 后 来 到 北京 ， 跟 潘 承 紫 教 授 说 他 要 搞 哥 德 巴赫 猜想 ， 潘 承 
彪 劝 他 最 好 还 是 做 点 别 的 事 ， 他 却说 “ 别 的 事 不 太 好 做 ”. 青年 数 
学 家 页 朝 华 说 ， 许 多 人 拿 了 论文 来 让 他 提 意 见 找 找 错 ， 一 看 文章 
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找 错 几乎 变 成 了 “ 找 对 "， 有 的 况 连 一 处 对 的 地 方 都 找 不 到 . 

杨 乐 教授 最 后 说 : 我 可 以 很 负责 任 地 告诉 大 家 ， 这 样 的 作者 无 
论 花 多 少时 间 ， 也 绝对 搞 不 出 哥 德 巴赫 猜想 .如果 有 谁 真 的 热爱 这 
一 “猜想 ”， 首 先 要 学 好 高 等 数学 ， 认 真 钻研 数论 ， 掌 握 这 个 问题 
的 重要 文献 ， 否 则 ， 就 不 要 在 这 方面 浪费 自己 的 宝贵 时 间 和 有 限 的 
精力 了 . 

这 ， 也 是 目前 中 国 数学 界 同仁 的 共识 . 

但 愿 它 还 能 成 为 真正 热爱 数学 的 朋友 们 的 共识 . 


话说 哥 德 巴赫 猜想 ” 
本 报 记 者 ” 刘 志 达 “ 吴 雅 丽 


最 近 ， 我 们 陆续 从 读者 来 信和 一 些 材料 中 看 到 ， 有 人 宣称 自己 
“已 经 得 到 了 世界 著名 数学 难题 一 一 哥 德 巴赫 猜想 的 完整 证 明 ”， 我 
们 怀 着 半信半疑 的 态度 把 有 关 材料 寄 给 了 著名 数学 家 、 学 部 委员 王 
元 教授 ， 想 征求 一 下 他 的 意见 ， 王 教授 很 快 回 了 电话 ; “这 种 类 似 
的 论文 和 信件 我 们 已 收 到 不 下 几 十 麻袋， 都 是 错 的 ， 不 知 浪费 了 多 
少 人 的 宝贵 时 间 . 我 的 意见 早 说 过 了 ， 这 种 问题 不 是 可 以 随便 搞 
的 .” 

我 们 当即 决定 去 数学 所 就 此 事 进行 采访 ， 没 想到 ， 很 多 家 新 闻 
单位 的 记者 也 闻 风 而 诗 ， 我 们 的 采访 便 变 成 了 一 个 记者 招待 会 ， 杨 
乐 、 王 元 、 潘 承 肛 等 许多 著名 数学 家 接待 了 我 们 

王 元 首先 介绍 了 了 什么 是 哥 德 巴赫 猜想， 一 个 大 于 等 于 4 的 介 
数 ， 它 就 可 以 写成 两 个 素数 之 和 ，1742 年 ， 德 国 数学 家 哥 德 巴赫 


* 原 载 《 光 明日 报 )，1992 年 2 月 14 日 . 
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对 许多 偶数 进行 了 检验 ， 都 说 明 这 是 确实 的 ， 但 因为 尚未 经 过 证 
明 ， 只 能 称 之 为 猜想 . 哥 德 巴赫 猜想 的 简单 表述 即 1 + 1. 我 国 数 
学 家 陈景润 经 过 不 懈 努 力 ， 于 1966 年 证 明 出 “充分 大 的 偶数 都 是 
一 个 素数 加 上 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 "， 即 所 谓 的 1+ 2. “ 充 
分 大 ”到 底 有 多 大 ? 用 现在 的 方法 是 算 不 出 来 的 ， 只 知 有 那么 个 数 
存在 就 是 了 . 

王 元 教授 接着 说 ， 我 们 为 什么 要 研究 哥 德 巴赫 猜想 ? 因为 它 可 
以 带动 数学 发 展 ， 华 罗 庚 教授 50 年 代 提出 这 个 选 题 时 认为 ， 通 过 
对 “和 犹 想 ”的 研究 ， 可 以 推动 解析 数论 的 发 展 . 事实 上 ， 解 析 数论 
中 的 两 个 重要 方法 一 一 得 法 和 圆 法 ， 就 是 在 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 中 
发 展 和 完善 起 来 的 ， 当 时 ， 国 外 只 证 明 到 4+ 4， 距 离 1+ 1 还 有 很 
大 距离 ， 我 们 可 以 做 出 成 绩 . 我 国 也 确实 因此 造就 了 一 批 数 学 家 ， 
其 中 包括 3 名 学 部 委员 : 王 元 、 陈 景 润 、 潘 承 洞 .今天 ， 再 研究 这 
个 问题 ， 难 度 就 大 多 了 .在 国外 也 有 个 别人 还 在 研究 这 个 猜想， 但 
不 像 我 国有 如 此 多 的 人 热衷 于 此 ， 而 这 些 热心 者 大 多 数 没有 多 少数 
学 基础 ， 这 是 个 怪 现象 . 

曾经 与 其 兄 潘 承 洞 一 起 在 解析 数论 研究 方面 取得 过 重要 成 果 的 
数学 家 潘 承 肛 说 ， 自 从 1977 年 徐 迟 关于 陈景润 的 报告 文学 发 表 后 ， 
不 知 有 多 少 人 迷 上 了 哥 德 巴 幸 狂想， 这 类 稿子 我 看 过 很 多 ， 有 时 是 
当 作 政治 任务 来 看 的 ， 但 那些 方法 都 是 错 的 .不 久 前 有 位 地 方 官员 
退休 下 来 ， 也 研究 起 哥 德 巴赫 猜想 ， 他 拿 了 “论文 ”来 让 我 看 ， 我 
马上 指出 他 的 错 处 -并 问 他 为 什么 搞 这 个 难题 ， 他 说 别 的 不 好 搞 ， 
我 给 了 他 一 本 王 元 先生 编 的 介绍 “猜想 ”的 书 ， 让 他 先 去 看 看 ， 结 
果 他 回去 不 久 又 给 我 寄 来 第 二 篇 “论文 "， 说 这 回 改 对 了 ， 弄 得 我 
哭笑不得 ， 数 学 是 一 门 严肃 的 科学 ， 是 循序 渐进 的 ， 你 不 知道 前 面 
的 东西 ， 就 不 可 能 证 明 后 面 的 东西 . 

数学 学 报 常务 主编 龙 瑞 枉 研究 员 感 慨 更 多 ， 他 说 ， 徐 迟 的 文章 
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出 来 后 ， 我 们 每 年 收 到 大 量 关 于 哥 德 巴赫 猜想 的 稿件 ， 简 直 是 “ 群 
众 运动 "， 根 本 看 不 过 来 ， 因 此 ， 我 们 学 报 有 个 不 成 文 的 规定 ， 一 
般 不 处 理 这 方面 的 稿件 .有 些 人 声称 他 的 方法 可 以 引起 数学 界 革 
命 ， 而 且 相当 一 级 的 领导 打 了 招呼 ， 让 我 们 看 ， 结 果 没 一 篇 对 的 
中 科 院 数学 所 所 长 、 学 部 委员 杨 乐 说 ， 北 京 一 共有 5 位 解析 数 
论 专 家 ， 今 天 到 了 王 元 、 潘 承 彪 和 我 们 所 副 研 究 员 页 朝 华 3 位 ， 陈 
景 润 和 另 一 位 专家 身体 不 好 没有 来 我们 为 什么 这 么 重视 这 件 事 
呢 ? 因为 就 我 们 看 到 的 这 些 稿件 ， 我 可 以 斩钉截铁 地 告诉 大 家 : 这 
样 的 作者 绝对 搞 不 出 哥 德 巴赫 猜想 ， 因 为 他 们 的 工具 不 行 ， 如果 一 
个 人 拿 着 一 把 锯 子 、 刨 子 就 想 造 出 航天 飞机 ， 这 能 让 人 相信 吗 ? 所 
以 有 人 拿 着 一 押 稿 子 非 让 我 看 不 可 ， 我 只 用 了 一 分 钟 ， 就 告诉 他 
你 是 错 的 .他 不 高 兴 ， 以 为 我 不 负责 任 . 其 实 我 就 是 看 了 他 用 的 什 
么 工具 ， 他 只 是 用 了 加 加 减 碱 、 微 积分 ， 就 等 于 用 的 是 句子、 创 
子 . 也 许 有 人 说 自己 的 能 力 比 陈景润 强 ， 这 也 不 是 不 可 能 . 但 是 在 
现代 数学 研究 中 ， 即 使 很 普通 的 成 果 ， 也 需要 长 期 的 努力 学 习 ， 打 
下 良好 的 基础 ， 同 时 需要 对 所 研究 的 领域 和 课题 已 有 的 成 果 、 方 法 
和 最 新 文献 有 较 好 的 掌握 ， 还 要 在 所 研究 的 课题 上 下 一 番 苦 功夫 
哥 德 巴赫 问题 ， 稍 做 解释 任何 人 都 能 懂 ， 但 要 在 数学 上 了 予以 证 明 ， 
是 极端 困难 的 .中 外 数学 家 历时 200 多 年 尚未 最 终 解决 ， 现 在 业余 
爱好 者 纷纷 上 阵 ， 好 比 说 跑 足 球 ， 国 家 队 输 了 ， 成 千 上 万 的 球迷 痛 
心 疾 首 ， 但 还 没 一 个 人 能 说 ， 你 下 来 ， 我 上 去 给 你 跑 两 脚 ， 更 何况 
数学 训练 比 足球 训练 需要 更 长 的 时 间 和 更 多 的 非 先天 性 因素 . 

话说 到 这 里 已 经 很 明白 了 .我 们 问 杨 所 长 ， 陈 景 润 对 哥 德 巴赫 
猜想 的 研究 是 不 是 有 什么 新 进展 .他 告诉 我 们 ， 陈 景 润 是 一 个 优秀 
科学 家 ， 他 搞 的 数论 研究 十 分 艰深 ， 他 得 出 的 1+ 2 成 果 非 常 辉 煌 . 
目前 他 患 了 帕 金 森 氏 症 ， 很 不 好 治 . 如果 他 有 精力 ， 他 还 会 从 事 数 
论 研究 的 . 
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31 岁 的 青年 数学 家 页 朝 华 说 ， 我 也 看 过 很 多 这 类 的 稿子 ， 有 
的 命题 都 没 搞 清 ， 牛 头 不 对 马 嘴 ， 有 的 甚至 全 文 都 挑 不 出 对 的 地 
方 

杨 乐 说 ， 这 么 说 吧 ， 谁 能 跑 百 米 破 10 秒 纪录 ， 国 家 体委 心里 
是 有 数 的 ， 那 么 数论 方面 谁 可 能 取得 突破 性 进展 ， 我 们 数学 界 心中 
也 是 有 数 的 ， 不 会 埋没 人 才 . 何况 我 们 国家 现在 是 开放 的 ， 如 果 有 
谁 说 埋没 了 自己 ， 他 可 以 把 论文 寄 给 国外 数学 杂志 

据 我 们 所 知 ， 以 上 意见 ， 不 仅仅 是 这 几 位 数学 家 的 看 法 ， 而 是 
数学 界 大 多 数 人 的 看 法 . 著名 数学 家 陈景润 在 1988 年 出 版 的 〈 初 
等 数论 )》 的 前 言 中 也 说 过 这 样 的 话 : “一 些 同志 企图 用 初等 数论 的 
方法 来 解决 哥 德 巴赫 狂想 及 费 尔 马 大 定理 等 难题 ， 我 认为 在 目前 几 
十 年 内 是 不 可 能 的 ， 所 以 希望 青年 同志 们 不 要 误 人 歧途 ， 浪 费 自己 
的 宝贵 时 间 和 精力 .” 


著名 数学 家 呼吁 一 


业余 数学 爱好 者 不 要 去 
钻 哥 德 巴赫 猜想 等 问题 “ 


本 报 讯 (记者 满 桂 芳 ) 日 前 ， 著 名 数学 家 王 元 、 杨 乐 、 潘 承 虎 
等 发 出 呼吁 : “请 业余 数学 爱好 者 们 不 要 在 解 诸如 哥 德 巴赫 猜想 等 
数学 难题 上 下 功夫 ， 这 会 白白 浪费 他 们 宝贵 的 时 间 和 精力 .” 

自从 70 年 代 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 报告 文学 发 表 后 ， 引 起 了 社 
会 上 许多 人 对 这 一 问题 的 兴趣 ， 他 们 之 中 的 一 些 人 不 惜 耗费 大 量 的 
时 间 去 钻研 这 些 问 题 ， 仅 中 国 科学 院 数学 所 这 些 年 来 接 到 有 关 宣称 


* 原 载 《北京 日 报 )，1992 年 2 月 17 日 . 
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解 开 此 类 难题 的 稿件 、 论 文 就 有 近 万 件 

杨 乐 、 王 元 等 充分 肯定 了 这 些 同志 希望 为 国 争光 的 精神 ， 但 是 
他 们 认为 ， 要 从 数学 上 证 明 哥 德 巴赫 猜想 是 极端 困难 的 . 这 是 一 个 
古典 难题 ， 中 外 数学 家 经 过 两 百 多 年 的 努力 ， 尚 未 最 终 解决 ， 现 在 
的 业余 爱好 者 大 多 数 想 靠 中 学 代数 或 者 微 积分 来 证 明 ， 这 是 绝对 不 
可 能 的 . 

中 学 代数 和 微 积分 都 是 几 百 年 前 的 东西 ， 而 近 两 百年 ， 尤 其 是 
近 几 十 年 ， 数 学 发 展 迅速 ， 有 了 二 十 多 个 二 级 学 科 ， 每 个 二 级 学 科 
又 形成 了 极其 丰富 的 内 容 、 成 果 、 方 法 ， 运 用 这 些 最 新 的 成 果 和 方 
法 ， 大 批 中 外 数学 家 成 年 累 月 地 努力 尚未 解决 哥 德 巴赫 问题 ， 试 
想 ， 用 三 四 百年 前 的 工具 ， 解 决 已 发 展 到 现在 、 有 那么 多 工具 还 没 
解决 的 问题 是 可 能 的 吗 ? 这 就 像 用 锯 、 刨 子 等 工具 去 造 火箭 一 样 ， 
根本 是 不 可 能 的 ， 科 学 不 能 存 有 任何 侥幸 心理 ， 这 些 著名 数学 家 不 
希望 那些 同志 在 这 个 问题 上 浪费 宝贵 的 时 光 . 

当然 ， 如 果 有 人 ， 特 别 是 青年 人 立志 从 事 数学 研究 ， 他 们 是 非 
常 欢迎 的 ， 他 们 告 诚 青年 人 ， 在 现代 数学 研究 上 即使 是 作出 很 普通 
的 成 果 ， 也 需要 经 长 期 的 努力 学 习 ， 打 下 良好 的 专业 基础 ， 对 所 研 
究 的 领域 和 课题 已 有 的 成 果 、 方 法 和 最 新 文献 有 较 好 的 掌握 ， 在 所 
研究 的 课题 上 下 一 番 苦 功夫 ， 除 此 之 外 ， 是 没有 别 的 途径 的 


证 明 “1+1” 还 需 新 手段 
业余 爱好 者 切 英 入 歧途 ” 


本 报 讯 ( 记 者 荣 路 ) 在 徐 迟 那 篇 著名 的 报告 文学 《 哥 德 巴赫 狂 
想 》 问 世 14 年 后 ， 热 心 的 读者 们 终于 被 浇 上 了 一 盆 冷 水 .“ 陈 景 润 


， 原 载 《中 国 青年 报 )，1992 年 2 月 17 日 . 


附录 : 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 报道 67 


从 未 去 证 明 1+ 1， 甚 至 都 没 想 过 自己 能 证 明 1+1.” 刚 印 任 的 中 国 
数学 会 理事 长 、 著 名 数论 专家 王 元 教授 2 月 13 日 向 新 闻 界 宣布 : 
“目前 ， 中 国 数论 界 没有 一 个 人 企图 证 明 哥 德 巴赫 猜想 .” 

自从 德国 数学 家 哥 德 巴 赫 提出 “一 个 大 于 等 于 4 的 偶数 ， 可 以 
写成 两 个 素数 之 和 ”这 一 猜想 (简单 表述 即 “1+ 1") 后 ， 国 内 外 
大 批 数学 家 经 过 250 年 的 研究 ， 终 于 确认 ， 运 用 现 有 数学 方法 很 难 
摘 下 这 颗 “ 数 学 皇冠 上 的 明珠 "， 需 要 寻找 新 的 、 更 先进 的 手段 . 

然而 ， 近 些 年 在 中 国 却 有 成 百 上 千 名 业余 爱好 者 自称 证 明了 
“猜想 ”"， 几 十 麻袋 的 “猜想 ”论文 寄 到 中 科 院 数学 所 、 数 学 学 报 编 
辑 部 .“ 而 且 不 少 人 纠缠 得 非常 厉害 .” 数 学 所 所 长 杨 乐 教授 迫 不 得 
已 召开 这 次 新 闻 发 布 会 来 排除 干扰 . 

“这 些 业余 爱好 者 的 来 信 来 访 ， 不 仅 影响 了 研究 人 员 的 正常 工 
作 ， 也 严重 损害 了 科学 的 声誉 .”31 岁 的 数学 所 副 研究 员 贾 朝 华 颇 
有 些 感慨 , “严格 地 说 ， 他 们 大 多 数 连 中 学 数学 都 未 学 好 ， 证 明 中 
大 部 分 错误 不 超出 中 学 常识 范围 .” 

有 人 说 :“ 我 们 那么 多 人 ， 万 一 证 出 来 ， 怎 么 办 ?” 杨 乐 斩 钉 截 
铁 地 回答 : “不 论 这 些 爱好 者 有 多 少 人 ， 花 多 少时 间 ， 都 证 明 不 了 
哥 德 巴赫 猜想 .因为 他 们 用 的 工具 不 行 . 如 果 有 人 要 跟着 自行 车 上 
月 球 ， 谁 也 不 会 相信 . 所以， 有 人 拿 来 一 气 论 文 ， 我 只 看 了 一 分 钟 
就 说 ， 你 是 错 的 .他 以 为 我 不 负责 任 . 其实 我 就 是 看 看 他 用 的 什么 
工具 . 他 用 的 只 是 初等 代数 、 几 何 、 微 积分 ， 这 就 等 于 用 的 是 自行 
车 ， 想 登 月 球 是 不 可 能 的 .” 

杨 乐 指出 :“ 数 学 家 出 成 果 的 最 佳 年 龄 是 三 十 几 岁 ， 攻 克 数 学 
难题 需要 优秀 的 青年 数学 家 . ”他 说 说 告 诚 有 志 攻 数学 难题 的 青 少 
年 ， 选 择 正确 的 成 才 之 路 ， 至 少 具备 三 条 : (1) 大 学 数学 系 的 严格 
训练 ; (2) 掌握 所 研究 领域 的 重要 成 果 、 方 法 、 文 献 ; (3) 在 所 研 
究 课题 上 下 一 番 苦 功夫 .他 说 : “遗憾 的 是 ， 这 一 大 批 爱好 者 几乎 
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毫 不 例外 地 连 条 件 (1) 都 不 具备 ， 怎 么 会 取得 成 功 呢 ? 国内 足球 
爱好 者 不 下 几 千 万 ， 为 什么 没有 一 个 宣称 他 中 得 比 马 拉 多 纳 还 要 
好 ? 这 是 最 浅显 的 道理 ， 何 况 数学 训练 比 足球 训练 还 需要 更 长 的 时 
间 .” 

杨 乐 代表 中 科 院 数学 所 宣布 ， 今 后 ， 对 这 类 命题 的 论文 原则 上 
不 予 受 理 ， 同 时 希望 领导 机 关 、 新 闻 单 位 不 要 再 转 来 此 类 信件 . 杨 
乐 表示 ， 他 们 绝 无 压 制 人 才 之 意 . 他 补充 说 : “国外 有 两 百 多 家 数 
学 杂志 ， 如 果 有 人 不 相信 ， 可 以 把 论文 寄 去 .” 


数学 家 尚且 无 奈 ”业余 者 风能 称雄 " 
本 报 记者 李 大 庆 


对 相当 多 的 中 国人 来 说 ， 哥 德 巴赫 猜想 一 词 并 不 陌生 ，20 年 
前 ， 著 名 作家 徐 迟 在 《人 民 文 学 》1978 年 第 一 期 上 ， 发 表 了 报告 
文学 《 哥 德 巴赫 猜想 )， 随 后 ，《 人 民 日 报 )、《 光 明日 报 )、《 解 放 军 
报 》 等 都 予以 转载 ， 紧 接着 ， 全 国 许多 家 报纸 和 电台 都 转载 和 连播 
了 这 篇 报告 文学 ， 大 、 中 学 教科 书 也 纷纷 收入 此 文 . 一 时 哥 德 巴赫 
猜想 一 词 弥 漫 于 千家 万 户 ， 那 个 文弱 书生 陈景润 成 了 家 喻 户 晓 的 
“明星 ”. 

如 今 20 年 过 去 了 ， 那 个 报告 文学 《 哥 德 巴赫 猜想 中 的 人 物 
陈景润 已 于 1996 年 3 月 19 日 拔 下 他 钟爱 的 数学 ， 扩 下 他 的 妻 儿 ， 
骑 稚 而 去 ; 《 哥 德 巴赫 猜想 》 一 文 的 作者 徐 迟 也 摆 下 他 那 支 “ 划 过 
了 几 十 年 逝 波 ”的 笔 ， 追 随 陈景润 撒手 人 赛 . 


* 原 载 《科技 日 报 )，1998 年 2 月 13 日 . 
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研究 仍 无 进展 


20 年 前 ， 徐 迟 的 报告 文学 使 不 少 中 国人 都 知晓 了 陈景润 是 全 
世界 离 那 颗 数 学 皇冠 上 的 明珠 最 近 的 一 个 人 ， 以 当时 人 们 的 感觉 ， 
这 颗 明 珠 仿 佛 已 是 陈景润 的 囊 中 之 物 ， 摘 取 它 指日可待 . 然而 20 
年 过 去 了 ， 中 科 院 院士 、 数 学 所 研究 员 王 元 在 接受 记者 采访 时 说 ， 
到 目前 为 止 ， 哥 德 巴赫 猜想 没有 什么 新 进展 ， 还 停留 在 陈景润 的 那 
个 (1+2) 的 水 平 上 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 一 个 很 神奇 的 数学 问题 ， 只 要 具备 小 学 三 年 级 
的 水 平 就 能 理解 它 . 18 世纪 上 半 叶 ， 德 国 数学 家 哥 德 巴赫 发 现 每 
个 不 小 于 6 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 .200 多 年 来 ， 就 是 这 道 连 小 
学 生 都 能 理解 的 题 却 难 倒 了 无 数 的 数学 家 

本 世纪 20 年 代 ， 挪 威 数学 家 布朗 用 一 种 古老 的 数学 方法 “ 筛 
法 ”证 明了 每 一 个 大 偶数 可 分 解 为 一 个 不 超过 9 个 素数 之 积 与 一 个 
不 超过 9 个 素数 之 积 的 和 (简称 9 + 9)， 从此， 各 国 数学 家 纷纷 采 
用 得 法 去 研究 哥 德 巴赫 猜想 .1924 年 德国 数学 家 拉 德 马 哈 尔 证 明 
了 (7+7); 1932 年 德国 数学 家 爱 斯 台 尔 曼 证 明了 (6 + 6); 1938 
年 原 苏联 数学 家 布 赫 斯 塔 勃 证 明了 (5 + 5)，1940 年 他 又 证 明了 
(4+ 4); 1956 年 原 苏联 数学 家 维 诺 格拉 朵 夫 证 明了 (3+ 3); 1958 
年 我 国 数学 家 王 元 证 明了 (2+ 3); 1962 年 潘 承 洞 证 明了 (1+5); 
同年 潘 承 洞 又 证 明了 (1+4); 1965 年 布 赫 斯 塔 勃 、 维 诺 格拉 采 夫 
和 意大利 数学 家 庞 皮 艾 黎 都 证 明了 (1+ 3); 1966 年 5 月 ， 陈 景 润 
证 明了 (1+2). 在 外 行人 看 来 ，(1+2) 与 (1+1) 仿佛 只 有 一 步 
之 遇 . 但 王 元 说 ，(1+2) 与 (1+ 1) 的 距离 其 实 很 远 很 远 . 陈 景 
渔 是 吸收 了 全 世界 关于 哥 德 巴赫 猜想 60 年 的 成 果 ， 再 加 上 陈景润 
的 天 才 创 造 才 把 哥 德 巴赫 猜想 推进 到 (1+2) 的 水 平 上 ， 王 元 认 
为 ， 使 用 目前 的 数学 方法 是 不 可 能 解决 哥 德 巴赫 猜想 的 ， 以 他 个 人 


70 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


的 看 法 ， 估 计 几 十 年 内 哥 德 巴赫 猜想 不 会 有 什么 新 进展 
备 受 业余 爱好 者 青睐 


20 年 前 ， 徐 迟 以 他 的 报告 文学 《 哥 德 巴赫 狂想》 一 文 “ 为 中 
国 的 知识 分 子平 了 反 ”( 王 元 语 )， 为 科学 正 了 名 ， 向 人 们 吹 响 了 进 
军 科学 的 号 角 . 与 此 同时 ， 也 使 哥 德 巴赫 200 多 年 前 的 猜想 在 中 国 
不 少数 学 爱好 者 的 头脑 中 安家 落户 

难以 计数 的 中 国人 加 入 了 证 明 这 一 猜想 的 行列 

王 元 先生 说 ，《 哥 德 巴赫 猜想 》 发 表 后 ， 他 和 陈景润 不 知 到 底 
收 到 了 多 少 封 讨论 哥 德 巴赫 猜想 的 来 信 ， 也 不 知 有 多 少 人 宣称 已 经 
解决 了 这 个 问题 . 时 至 今日 ， 中 国 科学 院 数学 所 几乎 每 天 还 能 收 到 
这 样 的 来 信 . 在 数学 所 业务 处 ， 记 者 看 到 好 几 大 纸箱 的 讨论 猜想 的 
来 信 . 处 长 陆 柱 家 研究 员 对 记者 说 : “这 些 来 信 大 概 除了 我 之 外 没 
有 人 去 处 理 它 . 因 为 哥 德 巴赫 猜想 虽然 很 简单 ， 但 要 证 明 它 依然 很 
复杂 ， 非 专业 人 员 看 不 懂 ， 专 业 人 员 又 没有 时 间 整 天 埋 在 这 里 处 理 
这 些 来 信 .” 陆 处 长 曾 给 不 少 人 回 过 信 ， 告 诉 他 们 正确 的 途径 是 先 
写 出 论文 向 学 术 刊 物 投稿 ， 如 果 编 辑 部 认为 有 价值 会 请 专家 审 稿 
的 ， 数 学 所 的 研究 人 员 都 有 自己 的 研究 工作 . 然而， 不断 有 人 寄 信 
来 要 求 鉴定 ， 有 人 即使 接 到 了 陆 处 长 的 信 依 然 不 届 不 挠 地 来 信 

曾 有 一 天 ， 数 学 所 来 了 一 位 30 多 岁 的 妇女 ， 自 述 高 中 毕业 . 
她 还 带 着 自己 的 孩子 .她 说 自己 证 明了 哥 德 巴赫 狂想， 希望 数学 所 
和 鉴定 一 下 . 陆 处 长 说 让 她 写成 论文 寄 到 杂志 社 去 ， 但 她 不 止 一 次 地 
来 请 求 . 

王 元 先生 说 ， 有 许多 人 来 信 与 他 讨论 哥 德 巴赫 猜想 ， 有 的 人 还 
往 他 家 里 打 电 话 讨论 ， 更 有 甚 者 ， 有 人 不 知 怎么 知道 了 王 元 家 的 地 
址 ， 上 门 非 要 与 王 元 讨论 哥 德 巴 替 猜 想 ， 弄 得 王 元 哭笑不得 . 王 元 
说 ;“ 那 些 研究 哥 德 巴赫 猜想 的 业余 数学 爱好 者 ， 往 往 是 低层 次 的 ， 
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没有 受过 严格 的 数学 教育 ， 像 一 般 大 学 数学 系 的 毕业 生 几 乎 都 没有 
搞 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 ， 因 为 他 们 都 知道 它 的 难度 .” 

业余 数学 爱好 者 究竟 能 不 能 证 明 这 一 猜想 呢 ? 徐 迟 在 《〈 哥 德 巴 
替 猜 想 》 一 文中 描写 陈景润 第 一 次 听 到 哥 德 巴赫 猜想 的 情景 时 写 
到 : 当 老 师 介绍 了 这 一 猜想 后 ， 学 生 们 吵吵 喷 喷 地 认为 没什么 了 不 
起 .第 二 天 就 有 几 个 相当 用 功 的 学 生 给 老师 送 来 答案 ， 宣 称 哥 德 巴 
替 猜 想 已 经 证 明 . 老师 说 : “你 们 算 了 吧 ， 白 费 这 个 劲 干什么 ? 你 
们 这 些 卷子 我 是 看 也 不 会 看 的 ， 用 不 着 看 的 .那么 容易 吗 ? 你 们 是 
想 骑 着 自行 车 到 月 球 上 去 .” 数 学 所 陆 柱 家 处 长 解释 说 ， 如 果 一 个 
人 没有 良好 的 高 等 数学 基础 ， 不 了 解 一 些 非常 现代 的 数学 方法 就 想 
证 明 哥 德 巴 幸 猜想 ， 就 好 比 拿 着 改 锥 、 锯 、 蚀 子 造 一 架 航天 飞机 
你 说 你 造 出 来 了 ， 谁 信 呢 ? 假如 能 用 初等 数学 的 方法 证 明 ， 那 么 也 
早 就 被 人 证 明了 . 

北京 师范 大 学 数学 系 惠 昌 常 教授 对 记者 说 ， 他 曾经 见 过 一 些 业 
余数 学 爱好 者 号 称 攻克 哥 德 巴赫 猜想 的 论证 .他 说 那些 论证 往往 是 
有 问题 的 . 数学 方法 讲究 的 是 严格 的 逻辑 论证 和 推导 ， 而 那些 号 称 
攻克 哥 德 巴赫 猜想 的 论证 往往 是 想当然 的 推理 : 因为 今天 上 午 阴 
天 ， 所 以 下 午 肯定 要 下 雨 . 假如 是 这 样 论证 的 话 ， 那 么 从 数学 上 讲 
结论 是 不 能 被 承认 的 

数学 所 收 到 的 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 来 信 五 花 八 门 ， 湖 北 武汉 市 
的 一 位 数学 爱好 者 给 数学 所 寄 来 了 一 封 信 ， 他 仅 用 了 普通 信纸 的 
14 行 就 “证 明 ” 了 哥 德 巴赫 猜想 ， 而 陈景润 证 明 (1+ 2) 的 论文 
还 有 20 多 页 呢 ， 江苏 南京 的 一 位 数学 爱好 者 在 给 数学 所 的 信 中 
这 样 写 到 :“ 过 去 我 根本 不 敢 磁 哥 德 巴赫 猜想 ， 这 几 年 倒 来 了 兴趣 ， 
无 事 可 做 ， 搞 点 有 钻头 的 东西 ， 锻 炼 脑子 也 是 好 的 ， 现 在 我 把 我 的 
研究 结论 寄 来 ， 目 的 当然 不 是 祈 望 成 “家 '， 只 请 你 们 在 备忘录 上 
记 一 笔 ， 将 来 有 那么 一 天 ， 出 来 一 个 “大 权威 ， 他 得 出 的 结论 与 
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我 的 相似 ， 你 们 可 以 证 明 一 下 : 这 个 结论 他 不 是 第 一 个 .” 广 东 韶 
关 的 一 位 数学 爱好 者 ， 在 96 年 底 给 数学 所 业务 处 的 信 中 写 到 ， 他 
给 某 杂 志 寄 的 论文 已 8 个 月 了 ， 仍 无 结果 , “为 使 审 稿 工作 简单 明 
了 ， 作 者 愿 出 资 委 托 贵 处 举办 一 个 答辩 会 .答辩 规 模 为 ， 邀请 20 
名 专家 ， 每 一 专家 审 稿费 及 出 场 费 200 元 ， 租 场地 、 印 刷 、 劳 务 及 
一 切 会 务 费用 均 由 作者 承担 .” 

许多 业余 数学 爱好 者 都 强调 他 们 研究 哥 德 巴赫 猜想 是 为 国 争 
光 ， 有 人 甚至 说 :“ 陈 景 润 死 了 ， 我 来 接班 .” 王 元 先生 对 这 些 人 的 
评价 是 : 与 1958 年 “大 路 进 ” 时 期 的 “人 有 和 多 大 胆 地 有 多 大 产 ” 
有 异曲同工 之 妙 ， 王 元 先生 劝告 那些 正在 从 事 哥 德 巴赫 猜想 研究 的 
业余 数学 爱好 者 不 要 再 白白 耗费 时 间 去 做 无 谓 的 探索 了 . 

迄今 ， 哥 德 巴赫 猜想 依然 是 一 个 未 解 之 迹 ， 数 学 家 们 依然 还 看 
不 到 证 明 它 的 “光明 ”前 途 . 不 过 在 各 国 数学 家 们 已 走 过 的 追逐 可 
德 巴赫 猜想 的 探险 路 上 ， 中 国 数学 家 们 做 出 过 巨大 贡献 ， 并 且 保 持 
着 冠军 头衔 ，1996 年 ， 德 国 数学 家 Volke 教授 曾 到 中 科 院 数学 所 
访问 ， 他 说 : “中 国 数学 家 对 哥 德 巴赫 猜想 的 贡献 那么 大 ， 如 果 哥 
德 巴赫 还 活着 ， 我 猜想 他 一 定 会 首先 选择 到 中 国 来 访问 .” 他 还 赠 
送 给 数学 所 一 件 礼物 : 哥 德 巴赫 与 欧 拉 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 通信 的 
复印 件 ， 以 表示 他 对 中 国 数学 家 的 敬意 . 


在 这 篇 短文 里 ， 我 们 向 读者 介绍 一 个 在 数论 中 常用 的 方法 ， 即 
所 谓 “ 筛 法 ”. 为 了 避免 引用 较 高 深 的 数学 工具 ， 我 们 除了 谈 谈 最 
古典 的 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 (Eratosthenes) 第 法 及 其 些微 应 用 外 ， 只 
略为 涉及 一 点 这 一 方法 在 近代 的 发 展 ， 其 实在 这 里 所 写 的 一 些 结 
果 ， 有 关 的 数论 书籍 中 都 有 记载 ， 作 者 只 是 加 以 整理 与 归纳 ， 以 便 
于 读者 更 易于 了 解 这 一 方法 及 提供 一 点 作者 认为 较 有 趣 的 数论 知 
识 . 


一 ， 找 出 不 超过 N 的 全 部 素数 


车 nN， 而 ” 非 素数 ， 则 n= nin2，nt1 宇 ns>1， 则 得 mw 
Vninz=Vn<VN， 这 就 是 说 n 必定 能 被 一 个 <VN 的 素数 所 
整除 .这 建议 我 们 ， 如 果 要 找 出 不 超过 N 的 所 有 素数 ， 我 们 就 先 
找 出 不 超过 V 六 的 所 有 素数 ， 命 

2=p1<p2<*…<pSV/N 
为 不 超过 V N 的 所 有 素数 . 将 不 超过 N 的 整数 依 大 小 排列 如 下 : 
2, 3, 4, *…, N. 
先 将 pi 留 下 ， 而 将 pi 的 其 他 倍数 全 部 划 去 ; 再 将 ps 留 下 ， 


， 原 载 《数学 通报 》，1，1958，2 一 8- 
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而 将 ps 的 其 他 倍数 划 掉 ; 继续 行 之 ， 待 将 三 VN 的 素数 的 倍数 都 
划 掉 后 ， 剩 下 来 的 就 是 不 超过 N 的 全 体 素数 了 . 这 就 是 大 家 所 熟 
知 的 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 第 法 . 

素数 表 都 是 根据 这 一 方法 略 加 变化 而 造 出 来 的 ， 素数 表 中 最 准 
确 者 当 推 莱 末 (Lehmer) 氏 的 从 1 到 10 006 721 的 素数 表 [D. 
N. Lehmer, List of prime numbers from 1 to 10 006 721, Carn. 
Inst.，Washington，165 (1914)]. 有 居 立 刻 (Kulik) 氏 者 ， 他 曾 
造 出 不 超过 10 的 素数 表 .他 的 手稿 放 在 维也纳 科学 院内 . 

命 [z] 表示 z 的 整数 部 份 . 例如 : [1.5] =1，[0.1] =0， 
[-3.2] = -4 等 . 不 超过 NN 而 又 为 正 整数 d 的 倍数 的 正 整数 的 


个 数 显 然 等 于 [ 个] 以 x(N) 表 示 不 超过 N 的 素数 的 个 数 ， 则 按 
上 述 原则 可 得 
mr(N)=r+N-1- > [| 


. 1<iZicr [70 ]= 本 [二 


(1) 式 的 证 明 如 下 : 首先 不 超过 VN 的 素数 个 数 为 -， 其 次 当 
计算 大 于 VN 而 又 不 超过 NN 的 素数 个 数 时 ， 划 去 所 有 p;(1<i<<r) 


的 信 数 ,共计 划 去 > [全] 个 数 .但 车 一 个 数 同时 是 p, 与 (i 关门 
的 倍数 时 , 则 计算 了 二 遍 , 所 以 , 我 们 又 必须 添上 , 因此 需 加 上 
忆 [站 ] 人 数 .又 若 一 数 是 ppypr (i<j< 4) 的 代数 时 , 则 被 
本 


去 了 (1 ) = 3 次 ,而 被 添上 了 (2 ] = 3 次 . 故 又 必须 再 行 减 去 , 即 减 去 


[ N 
ISIeer LPipipr 


]- 依 次 类 推 , 若 a 恰 有 个 <V 的 素 因 于 , 则 共 


谈 谈 “ 筛 法 ” 75 


HE 


- (1)+(2)- (3)r"+ nl(,) 
=(1-1)-1= -1, 
故 只 被 减 一 次 . (1) 式 得 证 . 
将 这 一 原则 用 抽象 的 术语 写 出 就 得 到 : 
逐步 淘汰 原则 ; 设 有 N 件 事物 , 其 中 N, 件 有 性 质 a, Ns 件 有 性 
质 B,…, Nap 件 兼 有 性 质 a 及 B,…, Npy 件 兼 有 性 质 a, 有 及 ,依次 类 
推 , 则 此 事物 中 之 既 无 性 质 a, 又 无 性 质 8,… 者 之 件数 为 
N-— Ns— Ng + Nogt — Nogy — 
以 下 我 们 再 举 一 例 来 说 明 这 一 原则 的 应 用 . 
以 p(n) 表 示 不 超过 n 而 与 4 互 素 的 正 整 数 个 数 . p(n) 即 通 党 
所 谓 的 欧 拉 (Euler) 函 数 .例如 p(1)=1, pg(2)=1,p(3)=2 等 .一 般 
言 之 ,我 们 有 


= = 出 
p(n)=n II 人 ( 5): 
(此 处 厅 表示 通过 的 不 同 的 素 因子 的 乘积 ) 


命 n= pl… pr 为 n 的 标准 分 解 式 .在 逐步 淘汰 原则 中 命 性 质 
a 为 被 pi 整除 ,性 质 8 为 被 ps 整除 , 依次 类 推 , 则 与 ” 互 素 的 数 既 
无 性 质 a, 又 无 性 质 8,…. 故 由 逐步 淘汰 原则 得 
Cp 此 人 
p(n)=n 之 pa 之 Bp 
1<i<;s 1Si<j<s 


oh 


二 素数 之 出 现 概率 为 零 


我 们 都 知道 素数 的 个 数 有 无 穷 多 ， 但 不 超过 N 的 素数 个 数 
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r(N) 与 N 的 比 xCN)/N 的 分 布 情形 又 如 何 呢 ? 如 果 jim < 人 2 存 


在 ,我 们 就 称 lim GAY 为 素数 的 出 现 概 率 ， 运 用 上 节 的 原则 ， 我 们 
将 证 明 

定理 1 素数 的 出 现 概率 为 零 ， 即 

0 

由 定理 1 立刻 推 知 复合 数 的 出 现 概率 是 1， 用 数论 的 术语 来 说 
就 是 “几乎 所 有 ”的 数 皆 非 素数 ， 也 就 是 说 “几乎 所 有 ”的 数 都 是 
复合 数 ， 

在 证 明定 理 1 之 前 先 证 次 之 两 引 理 . 


引 理 1 级 数 > 长 散 . 


=1+ 才 oo( 当 too 时 ). 
引 理 2 乘积 [[ (1 去 )=0, 此 处 之 思 通过 所 有 的 素数 . 
证 :如 果 引 理 不 成 立 , 由 于 1 地 >0, 则 必 开 (1- 训 )=a>0. 


故 ll (1-3) “= 十 . 合 N=2, 此 处 :=2([ 革 ]+1), 则 由 上 面 
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引 理 的 证 明 可 知 


即 寺 +1< 寺 .此 为 矛盾 , 故 得 引 理 . 
定理 1 的 证 明 , 与 证 明 (1) 式 一 样 ， 可 知 不 超过 N 的 正 整数 中 不 
被 前 r 个 素数 整除 的 整数 个 数 x(N;7) 为 : 


a(N;r)=N- > [2]+ 隐现 [ 疙 ] 


-CD (2) 
由 于 大 于 p, 而 又 不 超过 NN 的 素数 不 能 被 前 7 个 素数 整除 , 故 得 
nn(N)<r+x(N;r). (3) 
由 于 [zj]=z-b,0 和 02<1, 故 由 (2), (3) 得 
2 bs 
“(Mert Nl 2 方 ”< 人 < Dip 
+ 元 )+ (1+ 2 bp 1+…) 
1<i<jSr 


-人 -rs 直人 


a 
中 莹 ] 
二 
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当 N 一 % 时 ,由 引 理 2 即 得 出 lim 一 =0. 
定理 1 证 毕 . 


三 ““ 李 生 素 数 ” 的 倒数 级 数 收敛 


当 户 与 户 + 2 同时 为 素数 时 ， 我 们 就 称 ( 户 ， 户 +2) 为 一 对 
“ 挛 生 素数 "， 素 数论 中 有 这 样 一 个 引人入胜 而 迄今 未 解决 的 猜测 ; 
挛 生 素 数 对 有 无 穷 多 . 


欧 拉 曾 证 明 过 > 序 发 散 ， 此 处 户 经 过 所 有 的 素数 ， 从 而 提供 

» 
了 “素数 有 无 限 多 ”的 另 一 证 明 ， 因 此 使 人 联想 起 是 否 有 方法 能 判 
定 级 数 六 二 之 收敛 与 否 呢 ? 此 处 之 p' 通 过 所 有 的 杰 生 素数 ， 倘 


仍 发 散 ， 则 猜想 就 成 立 了 ， 否 则 仍 不 能 判定 挛 生 素数 有 限 ， 或 无 
限 . 盖 若 挛 生 素数 有 限 ， 则 此 级 数 一 定 收敛 ; 若 无 限 ， 亦 可 能 收 
敛 ， 仆 朗 〈Brun) 由 于 他 对 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 得 法 的 概念 进行 了 极 重 
要 的 修改 ， 从 而 证 明了 


定理 2 级 数 >) 由 收敛， 此 处 P* 经 过 所 有 李 生 素数 . 


在 证 明 前 先 证 以 下 诸 引 理 . 

引 理 3 ( 仆 朗 ) ” 命 为 无 平方 因子 之 一 数 ，m 为 正 整数 ; 
又 命 Q(d ) 为 a 的 互 异 的 素 因子 的 个 数 ， 则 

CDoo 人 2 车 n=1; 

,多 宇 0, 车 n>1. 

证 : 当 n=1 时 , 引 理 显然 成 立 . 

当 n>1 时 ,只 要 证 明 适 合 dln 及 Q(d)<2m 的 d 之 中 , 0(4d) 
为 偶数 者 不 少 于 0(d ) 为 奇数 者 . 若 po 为 ”的 最 小 素 因子 ,对 于 
的 每 一 个 因子 d, 我 们 按 下 面 的 方法 造 出 n 的 另 一 个 因子 4d: 
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pe 若 pold. 
显然 每 一 d 唯一 对 应 一 个 d”. 
若 djn,Q(d)<<2m 而 2M0(d), 则 0(4q) 二 2m 一 1. 故 其 对 应 
之 d 有 性 质 d'|n,2|1Q(d’) 及 Q(d')<2m. 引 理 得 证 . 
为 记载 之 简便 计 , 我 们 引入 同 余 式 . 
车 m 为 正 整 数 , a 与 5 为 整数 ,又 车 m1(a -5), 则 称 a 与 5 对 
模 m 同 余 . 记 之 以 a 三 b (modm ). 
引 理 4( 孙 子 定理 ) 若 di 与 ds 互 素 , 则 联 立 同 余 式 
n 三 a(modd1), 
RS 
在 区 间 1 委 ” 委 did: 内 有 唯一 的 解 . 
证 : 因为 di 与 ds 互 素 , 所 以 由 驾 转 相 除法 可 知 有 两 个 整数 
mi 及 m2 使 


midi— m2d2=1, 


dpo, 若 pokd; 
| 


即 得 

(ae-6)[midi-madz]=(ae 一 5). 
显然 

no-(a-b)(m2d2)+b=-(a-b)(midi)+a 
即 为 联 立 同 余 式 的 公 解 .而 no + mdid2(m = 0, 土 1,…) 都 是 公 解 ， 
所 以 mo 存在 ,使 1<no+ mod1ds 志 did;. 

设 有 no 及 no 均 满 足 联 立 同 余 式 , 且 1<no, no<didy, 而 no 
关 n0, 则 由 于 

no 三 n0 三 a (modd1), 

故 di11(no 一 n0). 同 样 d21(no - za9) 因 为 di 与 d, 互 素 , 故 did,| 
(no 一 n0), 此 不 可 能 ,除非 no。= n6. 故 得 引 理 . 
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引 理 5 命 4= gi…gs, 此 处 gq1<…<g, 均 为 素数 , 则 
n(n+2)==0(modd) (A<n<A+d) 
2 ( 当 g1>2); 
Zl 
证 :不 失 一 般 性 , 我们 可 以 假定 A=0, 此 乃 由 于 若 n = a 为 同 余 
式 之 解 , 则 a + md(m =0, 十 1, 土 2,…) 均 为 其 解 . 
(i)jn(n+2) 三 0(mod2)(0<n<2) 只 有 一 解 n=2. 
(让 命 p 为 大 于 2 的 素数 , 则 同 余 式 n(n+2) 三 0(modp)(0<n 
pp) 只 有 两 个 解 , 即 n=p-2 与 n=p. 
(ii) 若 di 与 da 互 素 , 则 同 余 式 
n(n+2)=0(moddid2)(0< ”过 did2) (4) 
的 解数 为 同 余 式 
n(n+2)==0(modd1)(0<n<di1) (5) 
的 解数 及 同 余 式 
n(n+2)=0(modd,)(0< nnd,) (6) 
的 解数 之 积 . 
此 事实 证 明 如 下 : 命 < az<…<ar 为 (5) 式 之 解 ,5b1< 6b,<… 
< 46, 为 (6) 式 的 解 .由 引 理 4 可 知 每 一 对 ai 与 5; 唯一 对 应 (4) 之 一 
个 解 ,反之 , (4) 式 之 一 解 n=c 必 为 (5), (6) 之 解 . 
综合 (D, (i), ( 阁 ) 即 得 引 理 . 
引 理 6 级 数 2 - 声 收 全 


2 2 
证 : ] -1+ > 对 1+ DR 
ed 之 


n=2™ 
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1 i 


A 


(未 二 =1 -直下 ri) 
<1+ a 


1 _3V2-1 de 
=1 pe 本 
a 1 引 理 证 完 


引 理 7 级 数 二 收 仇 ， 
证 :由 于 


1 
2log?/?2 3log’?3 “2log’?2 log2/22， 

1 eh < 4 = 1 
4logy?4 7log 7 “4log?24 272logy22” 


1 本 1 
2 gz + (2 I) log rar 1) 


2 
2r log3/22r 7r3/2log3/22 
故 由 引 理 6 得 出 
- oo f+1.. 


2 i 2 3 ee 


m=2" 


1 _ 1 1 3Y2- 3 
< 到 三 之 PSig = 1. 引 理 证 完 . 


引 理 8 存在 绝对 常数 c( >3), 使 当 zx 之 3 时 
>3 二 


psz 力 
_2 < 
. 开 . ( p )< 去 : 
此 处 p 表示 素数 . 


< cloglogz, 
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本 引 理 的 证 明 需 涉及 到 比较 多 一 点 的 内 容 , 故 略 去 , 读者 请 看 华 
罗 庚 著 《 数 论 导 引 ) 第 五 章 ,第 九 节 . 

引 理 9 命 y>90, p; 为 第 i 个 素数 , p, 为 不 超过 y 最 大 的 素 
数 ,p= pi1…p,, 又 命 m =[(4cloglogy)*] +1(c 为 引 理 8 中 之 常 
数 ), 则 

2) 2°%0<(2y) (4 ee)? + 3， 
a Em 
nm 起 QZ240d) nA((d,2)) 
守 a 

am< her 
证 : > 20(0D < 男 人 )> 


on 


we 区 (2r )= 00 -1<(2r )2m+1 


1 
< Fs 
log’y 


< (2y) clogloey) +3. 
当 n>90 时 ， 


n! = eeen > PE 


> of"? > eg = nt. 
故 由 引 理 8( 注 意 2m +1>90) 得 


5 (一 1)2(a)20(d)- 0((d,2) 
d 


dlp 
2m< 0(d)<r 


200 ~ 估 bp 
区 5 


< 


< 


s=2m+l 


i 
之 ， G3 ) 22 Ja 
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<i 0 引 理 证 完 . 
log 了 

引 理 10 以 Z(N) 表 示 不 超过 NN 的 挛 生 素数 对 数 , 则 存在 绝对 
常数 Co 及 No, 当 N > No 时 


Z(N)< Es: 
证 全 相间 9 之 和 攻 定 并 和 
Z(N)SZ(p)+ DD) 1=2Z(y)+ 》. (7) 


prlneN 
(n(n+2),p)=1 
(7) 式 之 证 明 甚 易 , 盖 当 n>p,, 而 与 n+2 为 一 对 挛 生 素数 , 则 必 
(n(n+2),p)=1. 
当 dlP 时 ,由 引 理 5 得 出 


5 1=200-ace [全 ]+0200 
1<n<N 
n(n+2)m0(modd) 
=20(4) -a((d 2 +82°(0(0<0<1,15|<1). 
故 由 引 理 3, 引 理 8， 于 9 得 
>< 3 11g DT (0 
lSnSN(n(n+2), p)=1 MEN 
= 2 0 
om nro) 
(—1)0(020(4) -ada,2) 
I vy n(d) 
ND de 
nD Em A(d)S2m 
(~ 1)0(020(4)- at(d,2) 
=N >) 


-wn 也 
2m< A(d)<r 


N 
+ 5 2 人 I (1- 弛 ) 


dip 0<p< 
a(DE2m Se 


(—1)°(420(4)- a((4,2)) 
d 
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加 十 (2y)2(4elogloey) » 3 
2 204cloglogy) +3 
ie 四 log?y + (2?) 
取 y= eteew ,由 (7) 式 可 知 存在 No, 当 NN> No 时 
+-N 
证 oy 
coN 
log22N 
er No co 人 No, 当 六 > No 时, y< 


及 (2y)2(4eogogy) 相生 ,此 处 y= eteeN ,而 co= 仿 + 


ZCN)<y+ 


第 (2y)2(4cloglogy) +3< 


lot an Bs 
3 引 理 证 完 . 

定理 2 的 证 明 : 命 p, "表示 第 > 个 李 生 素数 , 当 p," > No 时 ,由 
引 理 10 得 


cop,” 
ra2(p." )< jeg ip eo en > 


即 
> > 二 riog 
因此 由 引 理 7 得 知 
» 六 >m Pe A TE 
<Not i 定理 证 先 
结束 语 


第 法 的 起 源 很 早 ， 在 公元 前 三 百年 ， 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 就 提出 了 
这 一 想法 .但 其 重要 及 篷 勃 的 发 展 ， 还 只 是 近 四 十 年 的 事 ， 首 先是 
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仆 朗 ， 他 将 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 得 法 的 观念 加 以 重要 的 修正 ， 从 而 使 得 
与 素数 有 关 的 若干 经 典 而 著名 的 困难 问题 ， 在 弱 调 的 提 法 上 ， 即 将 
原来 命题 中 的 素数 换 为 殉 素 数 ， 得 到 了 解决 . 所谓 殖 素 数 者 ， 即 素 
子 个 数 ， 包 括 相 同 的 与 相 异 的 ， 不 超过 某 一 确定 限 的 整数 .一 般 
说 来 这 一 限 是 可 以 具体 算出 来 的 ， 就 以 刚才 所 说 的 关于 挛 生 素 数 的 
猜想 来 说 ， 目 前 我 们 已 能 证 明 : 

满足 下 面条 件 的 正 整数 对 (n，n +2) 有 无 穷 多 : 

1 n(n+2) 为 不 超过 5 个 素数 的 乘积 . 

2” ?与 2+2 的 素 因 子 个 数 均 不 多 于 3. ( 仆 朗 原来 的 结果 为 : 
存在 无 限 多 个 正 整数 nx， 而 n 与 n+ 2 的 素 因子 个 数 各 不 超过 9) 

仆 朗 的 方法 引起 了 不 少数 学 家 的 兴趣 ， 他 们 或 改进 了 这 一 方 
法 ， 或 将 这 一 方法 用 到 其 他 新 问题 上 去 ， 实 际 上 ， 有 的 已 越 傅 了 数 
论 的 范畴 ， 在 此 不 详 谈 了 . 

1947 年 ， 赛 尔 贝 尔格 (Selberg) 提出 了 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 筛 法 
新 的 改良 ， 一 般 说 来 ， 由 此 可 以 获得 比 仆 朗 方 法 更 精密 的 结果 . 原 
苏联 数学 家 列 尼 克 (JIngnux) 在 1941 年 发 表 的 “大 筛 法 "， 则 是 
从 另 一 角度 来 改进 埃 拉 多 斯 当 尼 氏 筛 法 ， 亦 有 不 少 卓越 而 有 趣 的 运 
用 . 在 此 都 不 介绍 了 . 

关于 筛 法 进一步 的 知识 ， 我 们 建议 有 兴趣 的 读者 去 看 华罗庚 著 
的 《数论 导 引 》 第 九 章 与 第 十 九 章 ， 以 及 中 国 科学 院 数学 研究 所 数 
论 组 所 撰写 的 关于 哥 德 巴赫 (Tonea6ax) 问题 的 资料 (即将 在 数学 
进展 上 登载 )， 最 后 ， 我 股 切 地 期 待 着 读者 们 的 建议 与 批评 . 
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序 言 


在 数学 中 ， 数 论 是 研究 数 的 性 质 ， 特 别 是 研究 整数 性 质 的 分 
支 ， 它 和 几何 学 一 样 ， 是 最 古老 的 数学 分 支 . 

素数 就 是 除 1 与 其 自身 外 ， 没 有 其 他 因数 的 大 于 1 的 自然 数 
在 自然 数列 中 ， 最 初 的 几 个 素数 是 

2 

素数 的 性 质 是 数论 最 早 的 研究 课题 之 一 ， 现 在 则 已 发 展 成 为 数论 的 
一 个 独立 分 支 一 一 素数 论 。 素 数论 是 数论 中 十 分 有 了 味 与 引人入胜 的 
一 个 分 支 ， 它 里 面 有 着 许多 没有 解决 的 奇妙 的 猜测 

这 本 小 册子 将 介绍 素数 论 方面 的 一 些 结果 ， 前 面 一 部 分 (一 一 
十 一 ) 是 算术 部 分 .在 中 学 的 数学 课 中 ， 平 面 几何 学 是 训练 逻辑 扒 
导 最 好 的 课程 ， 此 外 ， 初 等 数论 也 能 起 到 这 个 作用 ， 它 有 助 于 培养 
分 析 问题 和 解决 问题 的 能 力 . 这 一 部 分 并 不 涉及 更 多 的 定义 与 知 
识 ， 所 以 只 要 耐心 阅读 ， 高 中 的 学 生 是 可 以 看 得 懂 的 .但 素数 论 方 
面 的 重要 与 深刻 的 结果 ， 常 常 是 用 精深 的 数学 方法 ， 特 别 是 精深 的 
分 析 方 法 得 到 的 .如 果 不 讲 这 一 部 分 ， 就 会 给 人 以 错觉 ， 好 像 近 代 
的 素数 论 研究 ， 只 要 从 整数 与 素数 的 定义 出 发 ， 作 一 些 算术 推导 就 


* 本 书 以 《 谈 谈 素数 》 为 名 于 1978 年 由 上 海 教育 出 版 社 出 版 ，1996 年 作 修 改 后 ， 
改名 《素数 )， 由 广东 科技 出 版 社 出 版 ， 同 时 ， 台 湾 九 章 出 版 社 出 繁体 字 本 . 
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行 了 .事实 当然 不 是 这 么 回 事 ， 所 以 在 十 二 一 二 十 四 中 ， 我 们 将 假 
定 读者 学 过 微 积分 并 了 解 实数 的 极限 概念 . 这 -一 部 分 着 重 介绍 近代 
素数 论 的 一 些 问 题 与 结果 ， 而 将 证 明 省 略 了 . 讲 这 一 部 分 的 目的 是 
给 读者 增加 一 点 数学 常识 ， 属 于 近代 数学 的 那些 结论 中 ， 能 让 非 专 
业 人 员 了 解 的 ， 也 许 除数 论 以 外 就 不 多 了 .从 这 里 也 不 难看 到 ， 虽 
然 素数 论 中 的 许多 问题 表面 上 提 法 都 很 简单 ， 但 是 近代 素数 论 的 重 
要 成 就 ， 却 往往 是 在 近代 数学 成 就 的 基础 上 ， 通 过 十 分 迁 回 的 道路 
而 得 到 的 .反对 来 ， 为 了 解决 素数 论 中 的 问题 ， 也 曾 多 次 刺激 并 带 
动 了 其 他 不 少数 学 分 支 的 重要 发 展 ， 因 此 素数 论 在 数学 中 并 不 是 孤 
立 的 ， 而 是 与 很 多 数学 分 支 密切 相关 的 .由 上 所 述 ， 我 们 认为 企图 
从 整数 与 素数 的 定义 出 发 ， 用 简单 的 算术 方法 来 处 理 这 一 类 问题 是 
不 易 收效 的 .不 少 事例 表明 这 样 做 往往 劳 而 无 功 ， 我 们 应 该 从 中 总 
结 经 验 教训 ， 总之， 我 们 认为 有 兴趣 于 这 类 经 典 问题 (例如 哥 德 巴 
赫 问 题 ) 的 人 ， 应 该 具备 相当 的 数学 知识 与 修养 ， 而 且 应 该 先 熟 悉 
素数 论 中 已 有 的 成 果 与 方法 ， 再 作 进 一 步 的 探讨 ， 才 可 能 会 是 有 益 
的 

这 本 小 册子 取材 于 华罗庚 老师 的 著作 《数论 导 引 》 (科学 出 版 
社 ，1957 年 )、《 指 数 和 的 估计 及 其 在 数论 中 的 应 用 》 (科学 出 版 
社 ，1963 年 ) 及 夕 尔 宾 斯 基 著 《关于 素数 一 一 我 们 已 知 和 未 知 的 》 
(波兰 ， 华 沙 ，1961 年 )， 笔 者 仅仅 作 了 一 些 整理 与 归纳 ， 使 读者 
更 便于 了 解 素数 论 的 概 狐 .另外 ， 由 于 上 面 几 本 著作 都 已 出 版 十 多 
年 了 ， 所 以 本 书 也 引证 了 一 些 新 的 文献 ， 供 作 参 考 

在 撰写 的 过 程 中 ， 承 蒙 陈景润 同志 的 热情 支持 与 帮助 ， 又 承蒙 
于 坤 瑞 、 徐 广 善 等 同志 帮助 准备 手稿 ， 他 们 提出 了 不 少 宝贵 的 意 
见 .我 遵 在 此 向 他 们 致 以 最 衷心 的 感谢 ， 限 于 笔者 的 水 平 ， 错 误 与 
不 妥 之 处 ， 还 希望 读者 不 音 指 教 
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一 ”素数 与 复合 数 


自然 数 是 指 
A 
中 的 数 .整数 是 指 
人 
中 的 数 .所 以 自然 数 就 是 正 整数 . 
任意 给 出 二 整数 a 与 5, 其 中 0 >0, 如 果 有 一 个 整数 c 使 
a=bc, 
就 称 5 可 以 整除 a, a 称 做 5 的 倍数 ,5 称 做 a 的 因数 , 记 为 61a. 假 
若 b 不 能 整除 a, 就 记 做 51a .注意 , 这 里 因数 都 是 正 的 . 记 
_ ea， 当 az0， 
站 当 a<0. 
我 们 称 |a | 为 a 的 绝对 值 .如 果 b1a, 而 且 1<6<1al, 我 们 就 称 45 


是 a 的 真 因 数 . 
显然 ,对 于 任何 正 整 数 a 都 有 
lla,al0,ala， 
这 说 明 a 至 少 有 因数 1 和 a . 
自然 数 可 以 分 成 三 类 : 
1)1, 只 有 自然 数 1 为 它 的 因数 . 
2) 思 ,正好 有 而 且 只 有 自然 数 1 及 p 为 它 的 因数 . 换 句 话说 , p 
是 大 于 1 而 又 没有 真 因数 的 自然 数 . 
3)n, 有 两 个 以 上 大 于 1 的 因数 . 换 句 话 说 , n 是 有 真 因数 的 自 
然 数 . 
第 2) 类 数 叫 素数 , 又 称 质数 .例如 
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,-… 
我 们 常常 用 p,q,r, pi1, pa,… 等 等 来 表示 素数 . 
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第 3) 类 数 叫 复合 数 .例如 
4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 
我 们 常常 用 n, 1, m, a,b,… 等 等 来 表示 复合 数 . 
2 能 整除 的 自然 数 叫做 偶数 , 如 2, 4, 6, 8, … 而 2 不 能 整除 的 自 
然 数 叫做 奇数 , 如 1, 3, 5,7,… 显 然 大 于 2 的 偶数 都 是 复合 数 . 所 以 
只 有 一 个 偶 素数 2, 其 余 的 素数 都 是 奇 素数 . 


二 ”唯一 分 解 定理 


引 理 1 大 于 1 的 自然 数 ”都 可 以 分 解 成 为 素数 的 乘积 . 
证 :如 果 n 本 身 就 是 一 个 素数 ,那么 定理 就 已 经 成 立 了 .现在 假 
定 ”是 复合 数 ,那么 ”总 有 一 个 最 小 的 真 因数 9i .我 们 先 证 明 g, 一 
定 是 素数 .如 果 gi 是 复合 数 , 那么 qi 还 有 真 因数 ri, 当然 mr < qi， 
而 且 ri 也 是 ”的 真 因数 .这 与 qi 是 ”的 最 小 真 因数 相 矛 盾 , 所 以 
qi 是 素数 . 记 
n=gqin, 1l<m<n. 
如 果 mi 已 经 是 素数 , 那么 定理 即 成 立 . 如果 mi 不 是 素数 , 假定 92 
是 ni 的 最 小 素 因数 , 即 得 
n= gig2n2, 1l1<n2<ni<n. 
我 们 继续 实行 上 面 这 种 手续 ,得 n> mi > mm>…>1， 这 种 手续 不 能 
超过 ”次 ,最 后 得 
天 二 9192…gk， 
其 中 gu qz, …，9k 都 是 素数 (注意 : gu 92，…, gt 不 一 定 是 互 不 相同 
的 ) .这 个 式 子 叫 做 ”的 素 因数 分 解 式 . 引 理 证 完 . 
例如 : 10 725=31.52.111.131. 
我 们 可 以 把 大 于 1 的 自然 数 ” 的 素 因 数 分 解 式 写成 
n= pip ph, 


其 中 p1< pa<…< ps 都 是 素数 ,而 al, a2,…, au 都 是 自然 数 . 这 个 
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式 子 叫做 ”的 标准 分 解 式 . 
引 理 2 如果 p 是 素数 而 且 p1ab, 那么 必定 pla 或 p16. 
证 :不 妨 假定 a, 5 都 是 自然 数 .假定 引 理 不 成 立 , 那么 一 定 有 一 
个 最 小 的 素数 p 使 引 理 不 成 立 .对 于 这 个 素数 p, 又 有 最 小 的 ab 使 
引 理 不 成 立 , 即 plab 而 pta, p16. 
我 们 先 来 证 明 a< p,5b<zp. 假 如 不 然 ,例如 假定 a>p, 由 于 p 
fa, 所 以 用 p 除 a, 所 得 的 余数 ai 必 在 0 与 p 之 间 , 即 
a=kpt+ai,0<ali<p. 
因此 
ab=(kp+a)b=kbpt+ab. 
由 plab 及 plkbp 得 pl(ab 一 kbp), 即 plaib. 然 而 ptai, p46, 从 
而 有 a15b< ab 使 引 理 不 成 立 .这 与 ab 是 使 引 理 不 成 立 的 最 小 数 的 
定义 相 矛 盾 .所 以 a<p, 同 理 可 知 5<p, 因 此 ab< p?. 
现在 来 证 明 plab 而 pta, p+6 将 引出 矛盾 . 因 p|ab, 所 以 ob 
= l. 若 1=1, 那 么 p 有 真 因数 a 与 5. 这 与 素数 的 定义 相 矛盾 .因此 
1>1. 另 一 方面 ,上 面 已 证 < p?, 所 以 1<p. 由 引 理 1 的 证 明 可 
知 ,假定 g 是 1 的 最 小 非 1 的 因数 ,那么 4 为 素数 .由 于 11ab, 所 以 
glab. 因 为 g<1<p, 所 以 由 p 是 最 小 的 使 引 理 不 成 立 的 素数 这 一 
假定 , 可知 gla 或 a15 .我们 不 妨 假定 gla. 记 a=ag. 由 于 前 设 g| 
4, 记 1=1q, 代 入 ab=1p 得 
a'gb = tgp. 
因而 ab= tp, 即 pla%b. 但 这 样 a6<ab, pta’, p15. 这 与 关于 与 
ab 的 假定 相 矛 盾 . 引 理 证 完 . 
定理 1 〈 唯 一 分 解 定 理 ) 大 于 1 的 自然 数 ”的 标准 分 解 式 是 
唯一 的 . 换 句 话说 ,如 果 不 计 次 序 ,那么 ” 只 有 唯一 的 方法 表示 成 素 
数 的 乘积 . 
证 :由 引 理 2 显然 可 知 ,如 果 p 是 素数 ， 


力 | a6…c， 
那么 p 一 定 能 整除 a, 5,…,c 中 的 一 个 .又 如 果 a, 5,…,c 都 是 素 
数 ,那么 p 一 定 是 a,5,…c 中 的 一 个 . 
假定 x 有 两 种 标准 分 解 式 
n= php ph = qh gg qh. 
那么 任何 p; 必定 为 Qu gs,,…, qi 中 的 一 个 , 任何 g; 也 必定 为 pi， 
P2，…s Pr 中 的 一 个 .所 以 上 = 7. 由 于 
pi<p2<**<prRhq<g<<g, 
所 以 
p;= qi 1<i<k. 
最 后 , 如果 有 ai > 6;, 这 里 1<i<k, 那 么 以 区 除 n 的 标准 分 解 式 得 
的 
上 式 的 左边 是 p; 的 倍数 , 但 右边 不 是 , 这 不 可 能 .同样 a;< 6b 也 是 
不 可 能 的 , 所 以 
ai=b;, l1<&i<k. 
定理 证 完 . 
顺便 说 一 句 ,我 们 不 把 1 看 成 素数 ,是 因为 如 果 把 1 看 成 素数 ， 
那么 在 ”的 标准 分 解 式 前 面 , 可 以 乘 上 1 的 任何 次 宕 , 这 就 破坏 了 
标准 分 解 式 的 唯一 性 了 . 
虽然 在 理论 上 ,任何 自然 数 ”都 是 可 以 写成 标准 分 解 式 的 .但 
当 n 很 大 时 ,具体 写 出 n 的 标准 分 解 式 来 却 是 很 不 容易 的 事 . 有 时 
甚至 连 ”的 一 个 素 因数 也 找 不 出 来 . 例如 入 们 已 经 证 明 Mi =2101 
-1( 共 31 位 ) 是 两 个 不 同 素数 的 乘积 , 其 中 较 小 的 一 个 至 少 有 11 
位 ,但 我 们 至 今 还 不 知道 这 两 个 素 因数 是 什么 ?. 又 例如 在 1958 年 ， 


D J.Brillhart and G. D. Johnson, On the factors of certain Mersenne numbers, Math. 
Comp. ;14(1960), 553~555. 


92 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


人 们 就 知道 Fi =22”+1 的 最 小 素 因数 户 = 5x 21947 + 1. 但 至 今 
我 们 并 不 知道 Floss 的 其 他 素 因 数 ?. 由 于 

2 =32xX2®%=32x(29)% >30x (10)™ 

=3xX 1053, 

所 以 

F194s >23x10” = (210)3*10% > 109*10™, 
即 Fisss 是 一 个 超过 105 位 的 自然 数 ,而 p 则 是 一 个 有 587 位 的 素 
数 . 

假定 a 与 是 两 个 整数 ,但 不 都 是 0. 如 果 cla, c12, 我 们 就 称 
c 是 a 与 5 的 公 因 数 .如 果 a 天 0, 那 么 由 cla 可 得 a = cd, 其 中 d 关 0 
是 整数 , 即 14d| 写 1. 所 以 , |al=|cd|=cld| 之 c, 即 a 与 5b 的 公 因数 
< 不 大 于 a 的 绝对 值 |a|. 因 此 ,a 与 5 的 公 因数 中 一 定 有 一 个 最 大 
的 , 称 为 a 与 6 的 最 大 公 因 数 , 记 为 (ae,5) .例如 

(5,3) = 1， (20,45) =5, 
(11, -242)=11， (0, -377) =377 
等 等 .如 果 (a,5) = 1, 就 称 o 与 5 互 素 . 

我 们 用 r=min(m,n) 表 示 r 等 于 m 与 n 中 较 小 的 一 个 .例如 
5=min(5,13). 我 们 又 用 ;= max( m,n) 表 示 s 等 于 m 与 中 较 大 
的 一 个 .例如 13= max(5, 13). 

定理 2 假定 a 与 6 是 二 正 整数 ,把 它们 写 做 

a= ph pe, al 之 0,…, a; 宇 0， 
b=phpr, bi>0,…, 6,>0, 
其 中 p1<…< p, 都 是 素数 ,那么 


DD R.M. Robinson, A report on primes and on factors of Fermat numbers, PAMS; 9 
(1958),673~681. 


(a,6)= ph pr:, 
其 中 c = min(ai, 5;)(1<i<;). 
证 :如 果 cla, c15, 那么 由 引 理 2 可知。 的 素 因数 只 能 是 p1， 
,pss 即 
c= pl pr. 
显然 由 和 ai di 委 b, 所 以 ,由 入 min(al, bi) = ci. 同 理 省 委 ci(2<; 
<). 因 此 


即 ,2 的 任何 公 因数 c 不 大 于 pih… 思 . 另 一 方面 , pv ay ph… 
p15, 即 ph… ps 是 a,b 的 公 因数 .所 以 ph… ps 是 a 与 5 的 最 大 公 
因数 .定理 证 完 . 


三 ”计数 有 无 穷 多 


现在 发 生 一 个 问题 ,素数 究竟 只 有 有 限 多 个 呢 ? 还 是 有 无 穷 多 ? 
这 件 事 早 在 欧 几 里 德 (Euclid) 就 已 经 知道 了 :素数 有 无 穷 多 . 
定理 1 素数 有 无 穷 多 . 
证 :如 果 素 数 的 个 数 有 限 , 那么 我 们 就 可 以 将 全 体 素数 列举 如 
下 : 
pi, p2,%*, Pk- 
命 
g= pip2" pet+1. 
q 总 是 有 素 因数 的 ,但 我 们 可 证 明 任何 一 个 p; (1 二 i<k) 都 除 不 尽 
q. 假 车 不 然 ,由 pi|g 及 pi;|p1p2… ps 就 得 到 pi;|(p1p2…pi -gg), 即 
Pi11, 这 是 不 可 能 的 . 故 任何 一 个 p; 都 除 不 尽 g, 这 说 明 g 有 不 同 于 
pi, p2,…, Pi 的 素 因数 .这 与 bl, pz, …, ps 是 全 体 素数 的 假定 相 矛 
盾 , 所 以 素数 有 无 穷 多 .定理 证 完 . 
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对 于 每 一 个 素数 p, 命 p* 为 所 有 适合 gp 的 素数 g 的 乘积 ， 
例如 5# 2x3x5.13 649* +1 是 已 知 最 大 的 形 如 p* +1 的 素数 ， 
当 p<11213 时 , 除 p=2,3,5,7,11,31,379,1019, 1021, 2657 外 ， 
所 有 p* +1 都 是 复合 数 ?. 

由 定理 1 的 证 明 立 刻 可 以 推出 : 

定理 2 假定 n>2, 那么 在 nn 与 a! (n! 表示 不 超过 的 自然 
数 的 连 乘积 , 即 n! =1.2.……n) 之 间 一 定 有 一 个 素数 . 

证 :假定 不 超过 n 的 素数 为 pi, p2,…, pr, 又 假定 9 = pip2… ps 
一 1. 由 于 n>2, 所 以 q >4. 由 定理 1 的 证 明 可 知 g 有 一 个 不 同 于 
Pi，p2，…，p: 的 素 因 数 p, 所 以 p >n. 另 一 方面 ， 
Pp 三 gq 夺 n! -1<z2! .定理 证 完 . 

定理 1 的 证 明 方法 还 可 以 用 来 证 明 更 广泛 的 结果 .例如 ; 

定理 3 形 如 4”+3 的 素数 有 无 穷 多 . 

证 :如 果 形 如 4n +3 的 素数 有 限 , 则 可 假定 它们 的 全 体 是 

轧 1， 力 2 加 
命 
g=4pip2 pr -1=4(pip2* pe —1)+3. 
从 而 4 是 形 如 4n+3 的 ,而 且 任 何 p;(1<<i<<k) 都 除 不 尽 g. 由 于 除 
掉 2 以 外 , 素数 都 是 奇数 , 因此 奇 素数 用 4 除 以 后 , 所 得 的 余数 必定 
是 1 或 3. 又 由 于 两 个 4 除 余 1 的 数 41+1 与 4m +1 相 乘 得 
(47+1)(4m+1)=4(4lm+L1+m)+1, 
仍然 是 一 个 4n +1 型 的 数 . 因 g 是 4n + 3 型 的 数 ,所 以 g 的 素 因数 
不 可 能 都 是 形 如 4n + 1 的 数 , 即 g 还 有 形 如 4n + 3 的 素 因 数 ,但 又 
不 能 是 p1, bz，…, pr 中 的 一 个 .这 与 对 于 PpP1, Pp2，…, pr 的 假定 相 矛 
盾 , 所 以 形 如 4n +3 的 素数 有 无 穷 多 .定理 证 完 . 
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读者 可 以 仿照 以 上 证 法 , 证 明 形 如 6n + 5 的 素数 有 无 穷 多 , 形 
如 4n+1 的 素数 也 有 无 穷 多 ,这 将 在 八 中 证 明 . 

虽然 素数 的 个 数 有 无 穷 多 , 但 我 们 并 不 能 写 出 任意 大 的 素数 来 . 
目前 所 知道 的 最 大 素数 都 是 通过 特殊 的 方法 , 而 且 借 助 于 电子 计算 
机 才 得 到 的 .现在 我 们 知道 的 最 大 素数 是 


Msss 433 = 2°"3 13 — 1 


共 258 415 位 . 
素数 表 


所 谓 素数 表 , 就 是 造 一 张 表 , 其 中 包括 不 超过 已 知 自然 数 N 的 
所 有 素数 . 先 讲 一 条 引 理 . 
引 理 1 每 一 个 复合 数 n 至 少 有 一 个 素 因数 <V7. 
证 :假定 p 是 的 最 小 真 因数 ,那么 由 引 理 2.1( 即 二 中 引 理 
1) 的 证 明 可 知 p 是 素数 .现在 来 说 明 pV7n. 由 于 n 是 复合 数 ,所 
以 可 以 将 = 写作” = pri. 因 p 是 的 最 小 因数 ,所 以 n1 宇 p. 如 果 思 
>Vn, 就 有 n= pn1>Vn*Vn=n. 蔬 盾 . 所 以 p<V7. 引 理 证 完 . 
我 们 先 找 出 不 超过 VN 的 全 部 素数 ,依次 排列 如 下 : 
2=p1<p2<*…< pSVN. 
然后 把 大 于 1, 而 又 不 超过 N 的 自然 数 , 按 大 小 次 序 排列 如 下 ， 
dN 
在 其 中 留 下 p, =2， 而 把 p, 的 倍数 全 部 划 掉 ， 再 留 下 pz2， 而 把 p2 
的 倍数 都 划 掉 ， 继 续 这 一 手续 ， 最 后 ， 留 下 p,， 而 把 p; 的 倍数 都 
划 掉 . 留 下 的 就 是 不 超过 N 的 全 体 素 数 了 . 这 是 因为 由 引 理 1 可 
知 ， 如 果 ns 而 又 是 复合 数 ， 那 么 n 必定 有 一 个 素 因数 VN， 
所 以 被 划 掉 了 . 如果 n 是 VN 的 素数 ， 那 么 规定 留 下 . 如果 
n 是 满足 YN < n<N 的 素数 ， 那 么 不 会 是 任何 p; (1<i<r) 
的 倍数 ， 所 以 ”也 留 下 来 了 .因此 留 下 来 的 是 不 超过 N 的 全 体 素 
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数 . 
例如 要 求 出 不 超过 50 的 全 体 素数 ， 因 为 不 超过 V50<8 的 素 
数 是 2，3，5，7， 所 以 在 2，3，…，50 中 ， 留 下 2，3，5，7， 依 
次 划 去 2，3，5，7 的 倍数 
2,，3,， 4, 5, 56, 7, 8, 9, 1Q, 
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,18, 19,，28, 
21, 22, 23，24,25,，26, 27, 28, 29，38, 
31，32,33，34，35，36，37，38，3Q，48, 
41,， M2,，43，44，45，46，47，%8，X4Q，5Q. 
留 下 的 数 
2， 3， 5， 7, 11, 13, 17, 19, 
23，29，31，37，41，43，47. 
就 是 不 超过 50 的 全 体 素数 . 
上 面 讲 的 就 是 著名 的 埃 拉 多 斯 染 尼 氏 (Eratosthenés) 第 法 . 
早 在 公元 前 三 百年 左右 ， 埃 氏 就 提出 这 一 方法 .素数 表 都 是 根据 这 
方法 略 加 变化 而 造 出 来 的 ， 埃 氏 筛 法 的 改进 与 发 展 ， 是 近代 解析 
数论 的 重要 工具 之 一 . 
1909 年 ， 莱 荣 9 发 表 了 不 超过 107 的 素数 表 . 在 表 中 凡 云 
10 170 600, 而 又 不 能 被 2，3，5，7 整除 的 自然 数 ， 它 的 最 小 素 因 
数 都 被 列 了 出 来 . 还 有 居 立 刻 (J]，F.， Kulik，1793 一 1863)， 他 曾 
造 出 不 超过 10 的 素数 表 ， 他 的 手稿 存放 于 维也纳 科学 院内 ，1951 
年 ， 居 立刻 (J. P. Kulik)、 波 来 梯 与 波 尔 特 2 曾 发 表 了 不 超过 
1.1x10" 的 素数 表 ， 即 在 莱 莱 氏 表 的 基础 上 增加 了 由 10 006 741 至 


D D. N. Lehmer, Factor table for the first ten millions, Washington， Carnegie Insti- 
tute, 1909. 

四 J. P. Kulik, L, Polettiand R. J. Porter, Liste des nombres Premiers du onziéme 
million (plus précisément de 10, 006, 741 a 10, 999,，997), Amsterdam, 1951. 
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10 999 997 之 间 的 所 有 素数 . 他 们 在 造 表 过 程 中 ， 用 了 居 立 刻 〈J. 
F，Kulik) 的 手稿 . 

自从 有 了 电子 计算 机 后 ， 更 大 得 多 的 素数 表 被 制作 出 来 了 . 
1959 年 ， 贝 克 尔 与 格 伦 贝 尔格 ? 制 成 含有 不 超过 p6oooo = 
104 395 301 的 全 体 素数 ( 共 6x 105 个 素数 ) 的 微型 卡片 ，60 年 代 
初 ， 美 国学 者 就 曾 宣称 ， 他 们 将 在 电子 计算 机 的 存储 系统 中 存放 前 
5 X108 个 素数 . 


五 费 马 数 


定理 1 如 果 2”+1 是 素数 ， 那 么 m =2”. 
证 ; 如 果 m 有 一 个 奇数 真 因数 g， 那 么 m= or， 且 
2" +1 =2"+1=(2") +1 
= (27+1)(2"(9 DD —... -2"+1). 

因为 1<27 +1<2”+1, 所 以 2”+1 有 真 因数 2 + 1, 即 不 是 素数 . 
矛盾 .因此 m 不 能 有 奇数 真 因数 , 即 m = 2" .定理 证 完 . 

形状 是 F, = 22" + 1 的 数 叫做 费 马 (P. Fermat) 数 . 当 n=0, 1,2， 
3,4 时 ， 

Fo=3, Fi1=5, Fy=17, Fs=257, F,=65 537, 
都 是 素数 .由 此 , 费 马 曾 猜测 , 所 有 的 费 马 数 都 是 素数 , 即 定 理 1 的 道 
也 是 成 立 的 .但 是 在 1732 年 , 欧 拉 (L.Euler) 证 明了 : 

Fs=22 +1=641X6700417. 

这 可 以 证 明 如 下 : 记 a=2,5=5, 那 么 a 一 63=3,1+ab--64=1+ 
(a -6)6=1+36=24, 所 以 Fs=27 +1=(24)4+1=24.44+1= 


DD C. LL. Backer and F. L. Gruenberger. The first six million prime numbers. The 
RAND Corp. Santa Monica, Pub. Microcard Foun; Madison, Wisconsin, 1959. 
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(1+ab- bi)at+1=(1tab)at+1-abt=(1+ab)(at+(1— 
ap)(1+a257)), 即 (1+ab)|Fs, 而 1+ ab=641. 从 而 费 马 猜想 被 否 
定 了 . 

目前 已 知 许多 费 马 数 为 复合 数 , 其 中 最 大 的 是 F473. 仅仅 只 有 
F5, F6, Fy, Fa, Fo, Fu 我们 知道 它们 的 标准 分 解 式 . Fi4 与 Fyo 是 最 
小 的 两 个 费 马 数 ,我 们 知道 它们 是 复合 数 , 却 不 知道 它们 的 任何 真 因 
数 . Fzz, Fs, Fzs 是 最 小 的 几 个 我 们 不 知 其 为 素数 或 是 复合 数 的 费 马 
数 .0,@ 

因此 在 费 马 数 中 , 是 否 有 无 穷 多 个 素数 ? 或 者 是 否 有 无 穷 多 个 
复合 数 ? 都 是 没有 解决 的 问题 . 

高 斯 (C.F.Gauss) 曾 经 证 明 过 ,如 果 F, 是 素数 ,那么 正 F, 边 形 
是 可 以 用 圆规 与 直 尺 来 作 图 的 .这 说 明 费 马 数 与 平面 几何 学 的 一 些 
问题 有 着 深刻 的 内 在 联系 . 

费 马 数 有 一 个 有 趣 的 性 质 , 即 当 >0 时 有 (FF,, F, ,4)=1. 
事实 上 , 设 自然 数 m|F, 及 m|F,,. 命 a=2*, 则 利用 首 项 为 -1， 
公 比 为 -a 的 几何 级 数 的 求 和 公式 得 


= 1 az -2+. 二 ea 二 1 
所 以 Fl1 (Ft 一 2). 因 m|F,, 因 此 m|(F, ,4 一 2). 再 由 m|F,,h， 
即 得 m12. 但 费 马 数 都 是 奇数 ,所 以 必定 有 m =1. 于 是 证 明了 (下,， 
Fn+k)=1. 由 此 推出 , 在 数列 
Fo, Fi FF2,… 
中 ,每 个 数 的 素 因数 都 两 两 不 同 . 这 就 再 次 得 出 素数 有 无 穷 多 ( 即 定 


@ 了 P.Ribenboim, The Book of Prime Number Records, Springer Verlag,1989 
©® H.Riesel, Prime Numbers and Computer Methods for Factorization, Birkhauser, 1985 
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理 3.1). 由 此 也 推出 了 第 xn +2 个 素数 p, ;2 适合 于 
prr2<F, =22 +1. 
设 已 的 最 大 素 因数 为 p(F,). 用 数论 中 深刻 的 丢 番 图 逼近 论 
方法 ,斯 梯 瓦 特 ? 证 明了 存在 常数 A >0 使 
Pp(F,)> An2", n=1,2,.…. 


六 ” 妻 什 涅 数 


定理 1 如 果 nw>1, 上 且 a" -1 是 素数 ,那么 <=2, 且 ”是 素数 . 

证 :如 果 a>2, 又 因 n>1, 所 以 1<a~1<a"-1, 且 a"-1= 
(a-l)(a" :+a +…+a+l), 所 以 ar -1 有 真 因数 (a 一 1), 即 
它 不 是 素数 了 .因此 a =2. 如 果 n 是 复合 数 , 即 n=&, 其 中 1<k< 
mn 那么 1<2-1<2"-1, 且 (24-1)1(2”-1). 从 而 2"-1 也 将 不 
是 素数 了 .所 以 如 果 a" -1 是 素数 , 则 必须 a = 2 及 ”是 素数 .定理 

形状 是 M, =2" - 1 的 数 叫 麦 什 涅 (M. Mersenne) 数 .由 定理 1 
可 知 ,如 果 M 是 素数 , 则 必须 n 是 素数 .但 反 过 来 并 不 对 , 当 nn 是 
素数 时 , M, 不 一 定 是 素数 .例如 

231Mit, 47| M2a,167| Ms3,263| Miai,359| Mi 等 等 

到 今天 为 止 ,我 们 只 知道 33 个 麦 什 涅 数 是 素数 .它们 是 M,, 其 
中 p=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107, 127, 521, 607, 1 279, 
2 203,2 281, 3 217, 4 253, 4 423, 9 689, 9 941, 11 213, 19 937, 21 701, 
23 209, 44 497, 86 243, 110 503, 132 049, 216 091, 756 839, 858 433. 
从 第 13 个 开始 , 即 从 Ms 开始 ,都 是 在 1952 年 以 后 ,借助 于 电子 计 
算 机 而 陆续 发 现 的 .三 中 已 经 提 到 过 的 目前 所 知道 的 最 大 素数 ,就 是 


四 C.L.Stewart, On divisors of Fermat, Fibonacci, Lucas and Lehmer numbers, PLMS( 将 
发 表 ). 
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麦 什 涅 素数 Masss 433. 

麦 什 涅 数 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 , 是 一 个 没有 解决 的 问题 . 

还 有 人 提出 过 这 样 的 猜想 , 即 如 果 My 是 素数 , 那么 Mw 也 是 
一 个 素数 . 

这 个 猜想 对 于 小 的 麦 什 泽 素 数 都 是 对 的 ,但 到 第 5 个 麦 什 涅 素 
数 M13 = 8191, 这 个 猜想 就 被 否定 了 .借助 于 电子 计算 机 , 可 以 证 明 
Mum, = 2 一 1 是 一 个 复合 数 .这 个 数 有 2 466 位 , 至 1976 年 , 才 找 
到 它 的 一 个 素 因数 

p =2X20 644 229x Mis+1 
=338 193 759 479. 

到 1957 年 , 有 人 证 明了 虽然 M1 与 Me 都 是 素数 , 但 Mm ,与 
Mm 都 是 复合 数 , 它们 可 以 分 别 被 1768 (27 - 1)+1 与 
120(2” - 1) + 1 整除 .已 知 最 大 的 麦 什 涅 复合 数 为 M,, 其 中 

gq=39051X2%% -1.0,@ 

与 麦 什 涅 数 密切 相关 的 是 寻找 偶 完全 数 的 问题 . 所 谓 完全 数 
n， 是 指 n 的 全 部 因数 之 和 等 于 2n 的 数 . 例如 6， 它 的 因数 之 和 
是 1+2+3+6=12. 又 如 28， 它 的 因数 之 和 是 1+2+4+7+14+ 
28=56. 所 以 6 与 28 都 是 偶 完全 数 . 

定理 2 ”如果 M， 是 素数 ， 那 么 


去 Mo(Me+D=22-1022-1) 
是 一 个 偶 完全 数 ， 而 且 除 了 这 些 以 外 ， 再 没有 其 他 的 偶 完全 数 ， 
证 : 我 们 用 o(n) 表 示 = 的 全 部 因数 之 和 . 如 果 M， 是 素数 ， 


四 R.M.Robinson, Mersenne and Fermat numbers.PAMS;5(1954), 842~ 846. 
@ R.M. Robinson, Some factorizations of numbers of the form 2° + 1. MTAC;11(1957), 
265 一 268. 
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那么 了 Mo(Mo+1) = 22- :Mb=2? 1(24 一 1 的 因数 显然 为 1 2, 2?， 
22 1 Mp,2M。，…,2? 1Mo, 所 以 
a(22?-1(22 一 1))=1+2+… 二 22 1 
+(22 一 1)(1+2+…+221) 
=(1+2+…+22-1)(1+22 一 1) 
=2?(2? —1)=2°2? 1(2? —1). 
即 二 Mp Ms +1)=22-1(22 - 1 是 一 个 偶 完全 数 -. 
现在 假定 a 是 一 个 偶 完全 数 , 假设 a 的 标准 分 解 式 中 含 2 的 最 
高 方 宕 的 次 数 为 -1. 因 a 为 偶数 ,所 以 一 1 之 1. 又 因 2" :显然 
不 是 偶 完全 数 , 所 以 
a=2" lu,u>1,2tu. 
因此 a 的 因数 为 所 有 形 如 2 六 的 数 ,其 中 0<i<n 一 1 及 viu. 从 而 
2"u=2a =o(a)=(1+2+.…+2"" 1)o(u) 
=a(u)(2"—1). 
即 得 (2" 一 1)12%w. 因 (2",2" 一 1)=1, 所 以 (2" -1)1u, 即 二 1 是 整 
数 . 另 一 方面 ,由 上 面 的 等 式 得 到 


ot 
但 «与 和 3 元 一 1 都 是 " 的 因数 ， 而 o(w) 又 是 x 的 所 有 因数 的 总 和 ,所 
以 “ 只 有 两 个 因数 和 二 ee I 因 “>1 及 w 至 少 有 两 个 因数 4 与 


1, 所 以 必 


说 , u 是 一 个 素数 , 且 
u=2"—1. 
由 定理 1，， 必须 是 素数 ， 这 就 证 明了 a = 2*-1(2* - 1) = 


证 M,(M, + D,n 是 素数 .定理 证 完 . 
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这 个 定理 说 明 , 是 否 有 无 穷 多 个 偶 完 全 数 的 问题 , 即 归 结 为 是 否 
有 无 穷 多 个 麦 什 涅 素数 的 问题 .由 于 目前 共 知 道 33 个 麦 什 涅 素数 ， 
所 以 目前 只 知道 33 个 偶 完全 数 , 其 中 最 大 的 是 

2858 433(2858 433 1). 

但 是 是 否 存在 奇 完 全 数 呢 ? 这 是 一 个 没有 解决 的 问题 .借助 于 电子 
计算 机 可 以 证 明 :(i) 若 ”为 奇 完全 数 , 则 n>10%;(i) 若 ”是 一 个 
奇 完 全 数 , 则 n 必 有 一 个 大 于 100 110 的 素 因数 ;(iii) 若 ” 为 奇 完全 
数 , 则 w(”) 二 8, 其 中 w(n) 表 示 n 的 互 异 素 因数 的 个 数 呈 . 

最 近 Joel Armengaud(1996) 发 现 了 第 34 及 第 35 个 Mersenne 素 
数 :21257787 -1 与 21398269_ 1. 


七 “特殊 数列 中 的 素数 
所 谓 斐 波 那 契 (L. Fibonacci) 数 列 就 是 由 递 推 公式 


1 二 MU2 二 1 ut = ntit un(n=1,2,.…) 
定义 的 正 整数 数列 .例如 :ui = 1, wa = 1l, us = 2, uv4= 3, us=5, w= 
8, u7=13, us=21,…. 
我 们 已 经 知道 , 当 = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47 时 ,wu 
是 素数 , 其 中 
u47 =2 971 215 073. 
除 这 11 个 素数 外 , 我 们 还 不 知道 别 的 un 是 素数 , 更 不 知道 在 数列 
un(n = 二 1,2,…) 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 . 
数列 v,(n =1,2,…) 的 定义 如 下 : 
Vi=1,v2=3, V+2= Vn+1+ va(n=1,2,.…). 
这 也 叫做 斐 波 那 契 数列 . w 与 ww 的 差别 仅 在 于 初始 值 取得 不 同 , 即 
2 =1,2 时 ,所 取 的 值 不 同 , 以 后 的 值 都 是 由 同样 的 递 推 公式 w+; = 
un+1+ xn 得 到 的 .例如 v= 1, v= 3,， v3=4, 04=7, vs=11, v= 
18, v7=29,…. 
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当 n=2,4,5,7,8,11,13,17,19,31,37,41,47,53,61,71 时 ,ww 
是 素数 , 其 中 
v71 = 688 846 502 588 399. 
除 这 16 个 素数 外 , 我 们 还 不 知道 别 的 w 是 素数 , 更 不 知道 在 数列 
w(m=1,2,…) 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 . 
对 于 w。 和 w 的 最 大 素 因数 p(wu,) 和 p(w). 斯 梯 瓦 特 证 明了 
存在 正常 数 A; 和 A, 使 


nlogn 
pn) A a(R) Wi » 


(ww)>42 吉 史 入 ， MN 


n =3,4, 和 
此 处 g(n) 表 示 n 的 无 平方 因数 的 因数 个 数 . 
又 如 在 数列 
1,11,111,1111, 
中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 呢 ? 这 个 问题 也 没有 解决 .我 们 只 知道 很 少 
几 个 这 样 形 状 的 数 是 素数 , 例如 11 与 


11111 111 111 111 111 111 11=10 -1.0 
八 ” 费 马 小 定理 
假定 m 为 正 整数 ,将 整数 a 表 为 


a=gm+r, 
此 处 0<r< m, 我 们 称 7 为 m 除 a 后 所 得 的 余数 (注意 :a 可 以 是 负 
的 ). 在 讲 费 马 小 定理 以 前 ,为 了 简便 起 见 , 我 们 先 引进 同 余 式 的 概 
念 .如 果 整 数 a 与 的 差 < -5 是 m 的 倍数 ,就 称 a 与 5 对 模 m 同 


® M.Kraitchik, Recherches sur la théorie des nombres, 2 vols, paris, 1924 ~ 1929. 
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余 . 记 为 
a 三 b(modm). 
实际 上 ,a 与 b 对 模 m 辐 余 的 意思 , 就 是 用 m 除 a,6 以 后 , 所 得 的 
余数 相同 .如 果 a 与 5 对 模 m 不 同 余 , 就 记 为 
a 闫 b (modm ) . 
例如 31 三 -9(mod10),29 关 7(mod8). 
定理 1( 费 马 ) 如 果 p 是 素数 ,那么 对 于 任何 整数 a 都 有 
a?=a(modp). 
证 :假定 pla, 那么 pia?, 所 以 pTta? - ay- 即 定 涯 筑 立 .今后 
我 们 假定 pa. 
显然 如 果 phn, 那么 x 一 定 模 p 同 余 于 
(1) 12,%5 p=1 
中 的 一 个 , 这 是 因为 用 p 除 后 的 余数 总 是 其 中 之 一 . 假定 在 这 p 
一 1 个 数 中 任 取 两 个 不 同 的 数 , 与 2, 现在 来 证 明 
(2) kia 闫 kza (modp). 
假若 (2) 不 成 立 , 即 p1(kia -koa)= (ki 一 2)a, 那 么 由 引 理 2.2 得 
P1(k1 一 2) 或 pla. 由 假定 pha, 所 以 p1(k1 一 2). 又 由 于 1<hi 壹 
-1,1<h2<p 一 1 及 上 关 k2, 所 以 p(k1 一 2) 蔬 盾 ,所 以 (2) 式 成 
立 . 另 一 方面 ,如 果 是 (1) 中 的 一 个 数 ,那么 四 如 ,因此 p 一 1 个 数 
(3) a,2a, …,(p—-1)a, 
模 p 分 别 同 余 于 (1) 中 的 一 个 数 ,而 且 (3) 中 的 数 又 彼此 对 模 妃 互 不 
同 余 . 又 因 从 ce 三 d (modp) 与 ‘三 d'(modp) 可 以 推出 cc 三 dd 
《modp), 所 以 (1) 中 各 数 相 乘 的 积 模 p 同 余 于 (3) 中 各 数 相 乘 的 积 ， 
因此 
a*(2a)%*(p-1)a=1:2.…*(p -1)(modp), 
(p-D! a l=(p-1)! (modp), 
即 p1(p 一 1)! (ax 一 1). 因 为 p 是 素数 及 引 理 2.2, 所 以 
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pt(p 一 1)1. 再 用 引 理 2.2 得 p1(a* ! 一 1), 即 得 
a?=a(modp). 
定理 证 完 . 

每 个 奇数 或 者 是 形状 4n + 1, 或 者 是 形状 4n +3. 我 们 已 经 知道 
形状 是 4n + 3 的 素数 有 无 穷 多 ( 见 定理 3.3). 现 在 我 们 来 证 明 形 状 
是 4n+1 的 素数 也 有 无 穷 多 . 

定理 2 形状 是 4n + 1 的 素数 有 无 穷 多 . 

证 :假定 m 是 一 个 大 于 1 的 整数 ,那么 m! 有 因数 2, 所 以 m! 
是 偶数 .因为 m!?+1 是 一 个 大 于 1 的 奇数 ,所 以 它 必定 有 一 个 奇 素 
因数 p. 现 在 证 明 p 必定 是 形状 4k +1 的 素数 .假定 p=4k+3, 因 
为 

ml?-1+1 =m!22+D+1 
=(m!l?2+1)(m!?2— ml (2-7) 
+ 人 一 mm!2+1)， 
所 以 
(ml!l2+1)1(ml2 -1+1). 
因此 由 p1(m!?+1) 可 得 


pl(m!l?+m!). 


由 定理 1 可 得 

pl(m!?—m!). 
从 而 

pl(ml?+m! —m!l?+m!). 
即 得 

pl2:m!. 


因 p 是 奇 素数 ， 所 以 pt2. 因此 由 引 理 2.2 可 知 p1m!， 从 而 
plm!l?. 因 为 p1(m!?+1), 所 以 p11, 芽 盾 . 因 此 对 于 每 个 自然 数 m 
>1，m!?+1 的 素 因 数 p 都 是 形 如 4k+1 的 . 现在 证 明 p>m. 
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不 然 的 话 ， 如 果 p 壹 m， 那 么 p1m!， 所 以 p1m!?， 因 而 p| 
(ml?+1-ml?)， 即 pl1. 矛盾 . 所 以 p>m.， 由 于 m 可 以 任意 
大 ， 所 以 形状 是 4& +1 的 素数 有 无 穷 多 . 定理 证 完 . 

由 定理 1 可 知 ， 如 果 p 是 奇 素数 ， 那 么 

22 -71=1 (modp). 

但 是 否 存在 素数 p 使 
(4) 22 1=1 (modp’) 
呢 ? 我 们 仅仅 知道 两 个 这 样 的 素数 ， 即 1093 与 3511， 而 且 当 p< 
100000 时 ， 不 再 有 素数 p 适合 于 (4) 式 . 至 于 使 (4) 式 成 立 的 
素数 是 仅 有 有 限 多 个 呢 ? 还 是 无 穷 多 个 ? 使 (4) 式 不 成 立 的 素数 
仅 有 有 限 多 个 呢 ? 还 是 无 穷 多 个 ? 我 们 都 不 知道 . 

由 定理 1 可 知 ， 如 果 p 是 素数 ， 那 么 
(5) P| (12 +22-1+…+ ( 力 -1)2-1+1). 
1950 年 ， 居 加 〈(G，Giuga) 猜测 ， 只 有 当 p 是 素数 时 ， (5) 式 才 
能 成 立 . 这 一 猜想 对 于 不 超过 10”” 的 整数 都 是 对 的 ， 但 我 们 还 不 
能 够 加 以 证 明 . 


九 拉 格 朗 日 定理 与 威尔逊 定理 
定理 1 ( 拉 格 朗 日 ) ”假定 p 是 素数 ， 那 么 同 余 方 程 


(1) f(T)=arr" tan-iz" I++ar+ao 
三 0(modp), 1<zr<p 
的 解数 过 , 重 解 也 计算 在 内 .这 里 an an-1,…, ao 都 是 整数 目 四 
证 :如 果 (1) 没 有 解 ,那么 定理 已 经 成 立 .如 果 Zz=a 是 (1) 的 一 
个 解 ,那么 (1) 式 可 以 写成 
f(z)=(z-a)fi(z)+r, 
以 z=a 代入 得 plri, 所 以 
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f(r)=(z -a)fi(z)(modp). 
如 果 z=a 又 是 f1(z) 夺 0(modp) 的 解 ,那么 同样 可 得 
fi(r)=(r ~ a)fs(r)(modp). 
这 时 我 们 称 a 做 f(x) 三 0(modp ) 的 重 解 .继续 下 去 , 如果 
f(r)=(x -a)’gi(z)(modp), 
其 中 gi(a) 关 0(modp), 就 称 a 是 f(z) 三 0(modp) 的 h 重 解 .由 证 
明 可 以 看 出 gi(z) 的 次 数 是 n 一 上 h. 
设 (1) 另 有 一 解 z= 65, 那么 
0=f(6)=(6 -a)’g(b)(modp), 
因 ph(5 一 a), 所 以 由 引 理 2.2 可 知 
g1(6)=0(modp). 
如 果 z=6b 是 g1(z) 三 0(modp) 的 重 解 ,那么 同样 有 
f(x)=(z -a)(r-b)g(r)(modp). 
这 样 继续 进行 下 去 可 得 
f(z)=(r -a)(r-6)*(r-c)'g(r)(modp). 
其 中 g(z) 的 次 数 是 nh 一 一 … 一 1, 且 g() 三 0(modp ) 不 再 有 
解 ,所 以 f(z) 二 0(modp) 的 解数 是 ht+k+…+ 1<n. 定 理 证 完 . 
由 拉 格 朗 日 (J.L. Lagrange) 定 理 立 即 推出 下 面 的 威尔逊 (J. 
Wilson) 定 理 . 
定理 2( 威 尔 逊 ) 如果 p 是 素数 ,那么 
(2) (p-1)! =-1(modp). 
证 :由 定理 8.1 可 知 同 余 方程 
zx? 1-1=0(modp),1<zr<p 
有 -1 个 解 1,2,…,p 一 1, 所 以 由 定理 1 的 证 明 可 知 
ze -1=(r-1)(r-2)…(z-(p-1))(modp). 
以 z=0 代 入 即 得 
-1=(-1)? (p-1)! (modp). 
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当 p =2 时 定理 显然 成 立 . 当 p>2 时 ，2| (pp 一 1)， 所 以 
(一 1)*-!=1, 由 上 式 即 得 (2) 式 . 定理 证 完 . 

定理 3 大 于 1 的 自然 数 n 为 素数 的 充 要 条 件 是 
(3) (n-1)! -1 (modn). 

证 : 由 定理 2 可 知 ， 如 果 n = p 是 素数 ， 那 么 (3) 式 成 立 . 
现在 来 说 明 ， 如 果 (3) 式 成 立 ， 那 么 n 必定 是 素数 . 实际 上 ， 假 
定 n 是 复合 数 ， 即 n= abp， 此 处 n>a>1， 那么 a| (n 一 1)!. 由 
(3) 式 可 知 al((n 一 1)! +1), 即 推出 a11. 这 是 不 可 能 的 ,所 以 > 
是 素数 .定理 证 完 . 

条 件 (3) 虽然 是 判别 一 个 自然 数 ” 是否 素数 的 充 要 条 件 ， 但 
这 一 判别 条 件 并 没有 什么 应 用 价值 . 例如 当 n 是 一 个 3 位 数 时 ， 
(nn 一 1)! +1 就 是 一 个 超过 100 位 的 数 ， 所 以 计算 量 是 非常 大 的 . 

由 定理 2 出 发 ， 也 可 以 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 有 素数 p 使 
(4) (p-1)! +1=0 (modp’) 

成 立 ? 当 p4x105 时 ， 只 有 5，13，563 这 三 个 素数 满足 (4) 
式 9. 但 我 们 还 不 知道 适合 于 (4) 式 的 素数 是 否 有 无 穷 多 . 

当 p 是 大 于 3 的 素数 时 ，( 户 -1)! +1>2 (p-1) >p, 而 
由 定理 2 又 可 知 p| ( (pp 一 1)! +1)， 因 此 (p -1)! +1 是 复合 
数 ， 即 有 无 穷 多 个 自然 数 n 使 n! +1 为 复合 数 . 但 我 们 并 不 知道 
是 否 有 无 穷 多 个 自然 数 n 使 n! +1 为 素数 . 类 似 地 ,我 们 也 不 知 
道 是 否 有 无 穷 多 个 自然 数 n 使 n ! -1 为 素数 . 

记 pi 为 第 i 个 素数 . 例如 pi=2，ps=3，p3=5，…. 那么 ， 
是 否 存在 无 穷 多 个 自然 数 n 使 g, = p1pa… p+ 1 为 素数 呢 ? 或 者 ， 
存在 无 穷 多 个 自然 数 ” 使 g, 为 复合 数 ? 这 些 问题 都 没有 解决 . 例 
如 pi+1=3, pipz+1=7, pipp3t+1=31, pippaps+1= 


® P. Ribenboim, The Book of Prime Number Records, Springer Verlag, 1989. 
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11，pip2p3paps + 1 = 2311 都 是 素数 ， 但 当 n = 6，7，8 时 ， 
Pip2… pn+1 可 以 分 别 被 59，19，347 整除 ， 所 以 都 是 复合 数 . 


十 ， 表 素数 为 两 个 自然 数 的 平方 和 
引 理 1 假定 p=4k+1 是 素数 ， 那 么 
(es 
证 : 因 p=4k+1, 所 以 2 了 +=2k 是 偶数 ,从 而 
(DC-2)(- 姑 =(-D212 2 
因此 
Cp-Dp-2…(p- 好 +]=(-D(-2…(- 姓 !) 
=1°2.…*£Ft(modp), 
即 
ee (p-D)=1°2.…2F 1(modp). 


(p-D! We 
由 定理 9.2 可 知 上 式 左 端 =0(modp), 所 以 
(好 )P+a=ocmodp)， 
引 理 证 完 . 
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引 理 2 假定 p 是 素数 ,a 是 整数 , 且 pa, 那么 存在 适合 于 = 

<Vp 与 y<Vp 的 自然 数 zx,y 使 
az + y 三 0(modp) 或 ar - y 二 0(modp). 

证 :用 m 表示 <Vp 的 最 大 自然 数 , 所 以 m +1>Vp, 即 得 (m 
+1)?>p. 当 工 与 y 分 别 经 过 0,1…,m 时 ,azr 一 y 共 取 (m+1)? 个 
值 .因为 (m +1)*>p, 所 以 用 p 来 除 这 (m +1)? 个 az -至 少 有 
两 个 的 余数 是 相同 的 .假定 这 两 个 是 az - yi 与 ars - > 其 中 zi 
之 xz2, 并 且 (z1, y1) 与 (x2, yz) 是 不 同 的 , 即 zi = zs 与 wm = y% 不 同 
时 成 立 .所 以 

ar1 ~ Yar2 — ya(modp), zl 之 z2， 
(1) a(z1- xz2) ~ (y1- y2)=0(modp). 
现在 来 证 明 zi 天 zz. 如 果 zi = xz, 那么 由 (1) 式 得 /Wa Dee 
0(modp). 但 因为 0<ym<p,0<ys<m<p, 所 以 必须 y= y. 
这 与 QZ1 一 yl1 及 QT2 一 y2 的 定义 相 矛 盾 . 同样 , 如 果 31 = y2, 那么 
a(zxi~ x2)=0(modp). 
因 pha, 所 以 由 引 理 2.2 得 如 | (zi - zz). 同 理 可 知 zi = z2. 这 也 与 
azrl 一 31 及 QZ2 一 y2 的 定义 相 矛 盾 .所 以 Z1>z2,y1 天 ya. 取 
Z1 一 ZI2 二 工 。 
那么 0<z<m<V8. 因 VF 不 是 整数 (不 然 , 率 数 /就 是 整数 的 平方 
了 ,这 不 可 能 ), 所 以 0<z<Vp. 又 取 
A 
E V2 1 yi < ys 
那么 0<y<Vzp. 因 此 用 上 述 x,y 代入 (1) 式 , 即 可 知 
ar -y 三 0(modp) 或 ar + y= 二 0(modp). 
引 理 证 完 . 
定理 1( 费 马 ) 每 一 个 形 如 p=4k+1 的 素数 都 可 以 表示 成 两 


个 自然 数 的 平方 和 . 
证 : 取 a= (3) .由 十。 的 素 因数 部 <2 了 ,所 以 pha, 因 


此 由 引 理 2 可 知 存在 自然 数 z<Vp 及 y<Vp 使 
ar + y 三 0(modp) 或 az - y 三 0(modp). 


总 之 

(2) a?r?— y=(ar + y)(ar - y)==0(modp). 
由 引 理 1 可知 

(3) a 二 -1(modp), 


所 以 由 (2), (3) 即 得 
0=alz?- y=- zr -y(modp), 
换 句 话说 
I + y=kp, 
其 中 是 一 个 自然 数 .因为 0<xz<YVp,0<y<YVp, 所 以 k=1. 定 理 
证 完 . 
定理 2 如 果 不 计 次 序 , 那么 将 素数 p 表 为 两 个 自然 数 的 平方 
和 的 方法 是 唯一 的 . 
证 :假定 p 有 两 种 表 为 自然 数 的 平方 和 的 方法 , 即 


Ee 2 = 
p=zxi+y = rt+y. 


那么 
pr =(z +y)(zrit+y) 
=(zzit yy1)? + (zy — z1y)?. 
(4) = (zz1- 91) + (zy1+ zr1y)?. 
另 一 方面 
(5) (zzit+ (ryt ry)= (T+y) ry t+ (zi+ yt) ry 


= p(xy+ x1y1). 


由 (5) 可 知 
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Pl(zzit yyi) 或 pl|(ryi+ zly). 
假定 p1(zzi+ yy1), 那 么 zz1+ yy1= kp, 其 中 是 自然 数 . 
代入 (4) 式 第 二 个 等 式 得 

Pr=kp +t (ry ziy), 
所 以 必须 上 =1, 即 


(6) P=rr1t yyi. 
且 
(7) zy1~ x1y=0. 


因此 由 (6), (7) 得 

Pr = rt ryy= Tr1+ yl 

=(z?+y) r= pri. 

即 得 

立 三 21。 
代入 (7) 式 得 

Ss 

现在 假定 p1(zy1 + z1y). 代 入 (4) 式 的 第 三 个 等 式 得 

(8) p= xy1+ zy. 


(9) zr1- yy1=0. 
因此 由 (8), (9) 得 
Pr =7y1+ ry = ry + yy 


=(z +y) y= pyi. 


即 得 
T= 
代入 (9) 式 得 
y= 1 


总 之 , p 的 两 种 表示 法 是 一 致 的 .定理 证 完 . 
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2 只 有 一 种 方法 表示 成 两 个 自然 数 的 平方 和 , 即 2=1?+17. 现 
在 要 问 ,形状 是 4k + 3 的 素数 能 否 也 表示 为 两 个 自然 数 的 平方 和 
呢 ? 答案 是 否定 的 .这 是 因为 
= 21z， 

1(mod4), 当 2 直 z， 


所 以 
0(mod4), 当 2|z,2|y， 
ie 当 21z,2+y 或 ?zz,21y， 
2(mod4), 当 2+z,2+y， 
但 是 
4k+3 三 3(mod4), 
因此 


z2+ ys4k + 3(mod4). 
所 以 不 仅 是 形 如 4k+3 的 素数 ,而 且 形 如 4& + 3 的 自然 数 都 不 能 表 
示 成 两 个 自然 数 的 平方 和 . 
由 定理 2 可 知 , 如 果 一 个 自然 数 n 有 两 种 方法 表示 为 两 个 自然 
数 的 平方 和 , 那么 ” 一定 是 复合 数 .例如 2501= 12 + 502 = 102 + 492， 
所 以 2501 是 复合 数 . 
将 素数 p 表示 为 自然 数 的 平方 差 的 问题 比较 容易 .假定 
p=x-y. 
那么 
p=(rt+y)(zr-y). 
因为 p 的 因数 只 有 1 与 p, 所 以 必须 
p=rt+y,1l=r-y. 
从 而 


因此 , 当 p 是 奇 素数 时 , 我们 得 仅 有 的 把 p 分 解 成 自然 数 的 平方 差 
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的 表示 法 


假定 m 是 一 个 自然 数 .如 果 (n, m)=1, 且 同 余 式 
Xx! 三 n(modm) 

有 解 ,我 们 就 称 n 做 模 m 的 二 次 剩余 .如 果 上 面 的 同 余 式 没有 解 , > 
就 叫做 模 m 的 二 次 非 剩 余 . 

我 们 可 以 将 与 m 互 素 , 且 不 超过 m 的 自然 数 分 成 二 类 .一 类 是 
模 m 的 二 次 剩余 ,一 类 是 模 m 的 二 次 非 剩余 . 

例如 1,2,4 是 模 7 的 二 次 剩余 ,而 3,5,6 是 模 7 的 二 次 非 剩余 . 
又 如 1,3,4,9,10, 12 是 模 13 的 二 次 剩余 ,而 2, 5, 6, 7, 8, 11 是 模 13 
的 二 次 非 剩余 . 

当 p=2 时 ,1 二 1(mod2), 所 以 每 一 个 奇数 都 是 模 2 的 二 次 剩 
余 . 今 后 假定 p >2 为 奇 素数 , 我 们 有 下 述 定理 . 

定理 1 在 1,2,…,p-1 中 ,共有 十 (p -1) 个 模 的 二 次 剩 
余 ,去 (p 一 册 ， 个 模 的 二 次 非 剩余 , 且 
(1) 12,22, (去 e-D) 
用 p 除 所 得 的 余数 ,就 是 模 p 的 全 体 二 次 剩余 . 

”证 :用 p 除 (1) 中 各 数 所 得 的 余数 , 显然 都 是 模 p 的 二 次 剩余 . 
现在 要 证 明 的 是 :1,2,…,p -1 中 , 模 p 的 二 次 剩余 也 就 是 这 些 . 假 
定 1 过 n<p. 如 果 同 余 式 
(2) z=n(modp),1<r<p-1 
有 解 ,那么 由 定理 9.1 可 知 它 至 多 有 二 个 解 .由 

(p-zr)=(-r)=zr=n(modp) 
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可 知 (2) 还 有 一 个 解 pz 如 果 二 (Pp 一 1)<z<p-1, 那 么 1<p- 
z 志 十 (p 一 .因此 如 果 (2) 有 解 , 它 总 会 有 一 个 解 适合 于 


(3) 1<z<4(p-1). 
换 句 话说 ,如 果 n 是 模 p 的 二 次 剩余 ,那么 必定 模 p 同 余 于 (1) 中 
的 一 个 数 . 因此 剩 下 来 要 证 明 的 就 是 n 中 是 模 p 的 二 次 剩余 恰 有 


二 (= D 个 ,这 只 要 证 (1) 中 的 任何 两 个 数 模 p 都 互 不 同 余 . 假定 


a?, 5b? 是 (1) 中 的 任何 二 数 , 且 a >6. 如 果 
a?=b*(modp), 
即 得 
pl(a+b)(a—-5b). 
由 引 理 2.2 可 知 pl(a+6b) 或 pl(a-65), 但 1<at+b<p,1l<a-b 
<p, 这 是 不 可 能 的 .因此 (1) 中 任何 二 数 都 模 p 互 不 同 余 . 定理 证 
完 . 
定理 2( 欧 拉 ) 有 关系 式 
a nn 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 
一 1(modp), 当 n 是 模 p 的 二 次 非 剩余 . 
证 :假定 x 是 模 p 的 二 次 剩余 ,那么 同 余 式 
三 n(modp) 
有 解 z, 即 p1(z? 一 n). 所 以 由 
zh ln = (zr) ne ) 
(x7) + (2) n+ 
2 + 


可 知 


pl(z?-1— ne3!). 
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由 定理 8.1 可 知 p1(z? 一 1), 因 此 
pl (22-1—1— x01+ nez), 
即 
(4) n=1(modp). 
由 定理 9.1 可 知 同 余 式 (4) 的 解数 不 超过 了 +. 再 由 定理 1 和 
上 面 证 明 的 事实 可 知 它 正 好 有 :+ 个 解 , 即 模 p 的 2 个 二 次 剩 


余 . 所 以 车 是 模 p 的 二 次 非 剩余 ， 必 然 不 适合 (4)， 即 四 (ze 
-1). 但 是 由 引 理 8.1 可 知 


pl(n? -1-1)=(n 
所 以 由 引 理 2.2 可 知 p1(n* 引 +1), 即 


n=-1(modp). 
定理 证 完 . 

对 于 复合 数 m, 定 理 1 是 不 对 的 .例如 m = 8, 模 8 的 二 次 剩余 
只 有 1, 其 余 3,5,7 都 是 模 8 的 二 次 非 剩余 .又 如 m=15, 模 15 的 二 
次 剩余 只 有 1, 4, 其 余 2, 7, 8, 11, 13, 14 都 是 模 15 的 二 次 非 剩余 . 

假定 上 >2. 我 们 还 可 以 类 似 地 来 定义 模 m 的 & 次 剩余 与 模 m 
的 次 非 剩余 如 下 :如 果 (n, m)=1, 且 同 余 式 

zt=n(modm ) 
有 和 解 , 我们 就 叫 = 做 模 m 的 & 次 剩余 .如 果 上 面 的 同 余 式 没有 解 , 我 
们 就 叫 = 做 模 wm 的 上 次 非 剩 余 . 


与! -1)(nS +1), 


十 二 ”素数 的 出 现 概率 为 堆 


在 前 面 几 节 中 ， 我 们 所 讲 的 一 些 素数 的 性 质 ， 都 是 初等 的 算术 
性 质 ， 但 与 素数 有 关 的 重要 而 深刻 的 结果 ， 却 都 是 通过 分 析 工 具 而 
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得 到 的 . 素数 论 中 真正 引 人 注 目的 问题 往往 也 是 用 分 析 语 言 提出 来 
的 .所 以 在 下 面 ， 我 们 将 假定 读者 已 经 熟悉 有 理 数 、 实 数 与 x 的 
自然 对 数 Inz 的 含义 ， 并 且 学 过 极限 与 普通 微 积 分 ， 也 熟悉 一 些 
分 析 的 常用 记号 ， 在 用 到 这 方面 的 普通 知识 时 ， 我 们 就 不 作 解释 
了 . 在 这 一 部 分 我 们 仅仅 把 问题 与 结果 作 一 个 大 概 的 介绍 ， 证 明 就 
不 写 了 .有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 的 专著 . 
命 [z] 表示 实数 zx 的 整数 部 分 ， 即 不 大 于 z 的 最 大 整数 . 
例如 [1.5]=1,[0.1]=0,[-3.2]= -4 等 .显然 有 
[z]<z<[z]+1. 
设 N 是 一 个 正 整 数 ,那么 不 超过 N 而 又 是 整数 4 的 倍数 的 正 整 数 
个 数 显 然 等 于 [ 立 ] .以 <(N) 表 示 不 超过 N 的 素数 的 个 数 . 例如 
(10)=4,x(20)=8,r(30)= 10 等 .又 假定 
2= 加 < 加 <…< 加 和 VN 
是 不 超过 VY 于 的 全 体 素数 . 
引 理 1 x(N) 有 如 下 的 表达 式 


r(N)=N+r-1- > [2]+ > ee 


. 2 Fra etrerall 
证 ; 当 1<1<k 时 ,我 们 用 (7 ) = 4 人 一 (一 全 了 
表示 个 东西 中 任意 选取 1 个 东西 的 选 法 数目 . 
由 引 理 4.1 可 知 ,如 果 自 然 数 ”< N, 而 又 是 复合 数 ,那么 必 
定 被 某 户 整除 , 此 处 1<i<r. 不 超过 N, 而 又 是 p; 的 倍数 的 整数 
个 数 是 [从], 这 些 整 数 除了 pi 本 身 是 素数 外 , 当然 都 是 复合 数 , 所 
以 在 计算 x(N) 时 , 需 先 从 N 中 减 去 这 些 复合 数 的 个 数 , 即 减 去 
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3 ([ 放 ] -要 -加 区 ]-~ 
但 车 一 个 整数 ,同时 是 p; 与 (i 去 j) 的 倍数 时 , 共 被 碱 去 了 二 次 , 所 
以 我 们 又 必须 添上 一 次 , 因此 需 加 上 
N 
2 Las] 
个 数 .又 如 果 一 个 数 是 p.pypr (i<j<k) 的 信 数 时 , 那么 它 被 划 去 
(1)=3 次 ,而 又 被 湛 上 了 (3) = 3 次 ,等 于 没 减 , 所 以 必须 再 行 碱 去 ， 


即 共 减 去 


N 


依次 类 推 . 如果 n 恰 有 k 个 过 VN 的 不 同 的 素 因 子 , 那么 共 减 去 
(人 + (3) + 一 次 , 共 加 上 (全 + (4)+… 次 .而 根据 二 项 式 定理 ， 


1 
的- 的: 人 -sc 人 
=(1-1)*-1= -1, 

所 以 只 被 减 去 1 次 .另外 由 于 1 不 是 素数 , 所 以 还 需 从 N 中 减 去 1. 
因此 引 理 成 立 . 

引 理 1 的 证 明 用 了 所 谓 “ 逐 步 淘汰 原则 ”, 这 是 一 个 很 有 用 的 方 
法 .读者 如 有 兴趣 , 可 参阅 华罗庚 著 ( 数 论 导 引 ) 第 一 章 . 

设 p(n) 表 示 不 超过 n, 而 又 与 互 素 的 自然 数 个 数 , p(n) 就 
是 所 谓 的 欧 拉 函 数 .例如 p(1) = 1， 9(2)=1, 9g(3) =2 等 . 一般 说 
来 ,我 们 有 


引 理 2 pg(n)=n (1 二)， 


其 中 IT (1- 消 ) 表 示 取 的 所 有 不 同 素 因数 时 , 相应 的 1 -地 的 


连 乘积 . 
证 : 设 "的 标准 分 解 式 是 
n= ph po 
那么 不 与 a 互 素 就 表示 与 4 至少 有 一 个 公 因数 户 ,此 处 1<isr, 而 


不 超过 n 又 能 被 p; 整除 的 自然 数 个 数 为 (1<i<<7). 在 计算 


p(n) 时 ， 需 从 n 中 减 去 ， 即 需 减 去 » 龙 " 但 车 n 同时 被 p; 与 
(i 关 j) 整 除 ,那么 这 种 数 被 碱 去 了 二 次 ， 所 以 壳 尖 上 一 次 , 即 需 添 


上 Sp .依次 类 推 ,得 
1<i<j<r 
(on 写 半 瑟 硬 - 
+t) 
下 
引 理 证 完 . 


由 定理 3.1 已 知 素数 的 个 数 有 无 穷 多 , 即 +(N) 一 中 ( 当 N-~ 
吕 ) .但 不 超过 N 的 素数 个 数 x(N) 与 N 的 比 下 信 2 的 分 布 情形 又 如 
何 呢 ? 如 果 jim GD 存在, 我们 就 称 它 做 素数 的 “出 现 概率 ” 我 们 
将 证 明 : 

定理 1 来 数 的 出 现 概率 为 0, 即 


r(N) 
N =0. 


lim 
由 于 不 超过 N 的 复合 数 个 数 是 N - x(N) -1, 所 以 由 定理 1 立 
即 推出 复合 数 的 出 现 概率 是 1, 即 
lm -1- 1. 


Na 
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用 数论 的 术语 来 说 就 是 “几乎 所 有 ”的 数 都 不 是 素数 ,而 是 复合 数 . 
在 证 明定 理 1 之 前 , 我 们 再 证 明 两 条 引 理 . 


引 理 3 级 数 二 发 散 . 


下 本 


2 2 


A 
=1+ 志 oo( 当 it 一 co). 
引 理 证 完 . 
引 理 4 无 穷 乘积 人 1- 文 }= 0, 此 处 博通 过 所 有 的 素数 ， 
证 :如 果 引 理 不 成 立 . 由 于 1>1- 去 >0, 所 以 


工 (1- 记 )=a>0. 


从 而 
人 
记 和 N=2 这 里 4=2( [二 ] + 1). 所 以 由 引 理 3 的 证 明 即 得 


N 
>1+ 
= 


a Nr 
人 


2 


i 
SS 
Vv 
:M4 
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[ete 
即 十 > 土 +1. 这 是 不 可 能 的 ,因此 引 理 成 立 . 
定理 1 的 证 明 :与 引 理 1 的 证 明 相仿 可 知 , 不 超过 N 的 自然 数 
中 不 能 被 前 s 个 素数 整除 的 整数 个 数 x(N, *) 等 于 


ro-N- 立 [+ 于 [ 态 ] 


1) [a] 
(注意 其 中 p, 不 一 定 表示 二 VN 的 最 大 素数 ). 由 于 大 于 p,, 而 又 不 
超过 NN 的 素数 不 能 被 前 s 个 素数 整除 , 所 以 
a(N)S<s+x(N, s). 
由 于 z-1<[z]<z+1, 所 以 


A(N)<s+tN(1- Br 去 + 
1 1<fies Pip; 
ts) Rt 
+ 0 
lSi wi, 1< 
由 于 
1 志 -人 
1 ,1 人 
Ey 
1 < ei 3 G2) 
所 以 


21+ 2 1++ 了 it1<1+ (;) 
i Zig 1 
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因此 


取 s+1= | 其], 代 入 上 式 即 得 


当 N 一 oo 时 ,由 引 理 4 即 得 
和 SN -0 
定理 证 完 . 
注意 :由 引 理 4 即 可 推 知 x(N)-=co ( 当 N 一 %). 事 实 上 ,如 果 
x(N) 有 限 ,那么 末 人 =- 却 } 只 有 有 限 项 相 乘 , 所 以 不 能 是 零 .但 这 
一 证 明 远 较 本 文 第 三 部 分 的 方法 得 到 的 东西 为 多 .由 它 可 以 得 到 
x(N) 的 一 个 粗略 估计 .这 里 介绍 的 方法 是 属于 欧 拉 的 . 
十 三 ”素数 定理 


在 作 进 一 步 讨论 之 前 , 我 们 先 引进 几 个 近代 素数 论 中 常用 的 记 


号 
,0,0s~. 

它们 的 含义 解释 如 下 : 设 x 是 一 个 连续 趋 于 无 穷 的 变量 , 又 设 

9(z) 是 z 的 正 值 函数 , f(z) 是 任意 函数 .如 果 有 一 个 与 x 无 关 的 正 


常数 A 使 
If(z)|<Ayp(z) 


成 立 ,我 们 就 记 为 
f(z)qg(z), 或 f(z)=O(9(z)). 
这 里 常数 A 称 为 与 “*<" 或 “O” 有 关 的 常数 .如 果 f(x) -g(rz)<< 
(zx), 我 们 常常 记 为 
f=g+O(9) 
更 为 方便 一 些 . i 


我 们 半分 史记 
f(z)=o(gp(z)) 或 f(z)~g(z). 


例如 sinz<l,z+ 工 <z<zt+ 二 ,+ 二 =o(z2),z+sinz 一 z 


或 x+sinz=z+O(1) 等 . 
由 于 


+ 
Te 


i ee 
所 以 a 
此 处 n 为 任意 正 整数 , 即 ez 趋 于 无 穷 较 z 之 任何 整数 次 方 赛 为 快 ， 
或 谓 e* 之 无 穷 大 阶 大 于 zx" 之 阶 .用 上 面 的 记号 可 以 记 为 

=o(ex). 
或 a 为 任何 正 数 , 则 仍 有 

=O(z[altl)= o(ez). 
以 Iny 代入 上 式 之 z, 则 

(lny)* = 0(y), 

即 得 lnz=o(z3)， 
此 处 5 为 任意 正 数 .换言之 ,Inz 之 无 穷 大 阶 较 z 之 任何 正 数 方 吞 为 
小 . 同 理 Inlnz 的 无 穷 大 阶 比 Inz 的 任何 正 数 方 蹇 为 小 .又 记 
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-名 (下, 凡 : 


那么 
Ey 
lim He lim (iz) lnz =1, 
zzm 工 rmf 工 Wk 
lnz ( 喜 ) lnz (lInz)? 
即 
1 工 
liz Bz 


当然 在 这 些 定义 中 , 我们 可 以 假定 zx 是 通过 某 一 数列 趋 于 无 穷 
的 ,例如 通过 自然 数列 趋 于 无 穷 等 . 我 们 还 可 以 将 “ 趋 于 无 穷 " 换 成 
“ 趋 于 限 1”, 这 里 ! 是 一 个 有 限 数 .例如 当 z 一 0 时 有 z + z2= 
0O(z),sinz~z,zx=o(1) 等 .但 在 以 后 , 我 们 只 用 到 趋 于 无 穷 的 情 
况 . 

素数 论 中 许多 著名 的 猜想 , 都 是 从 经 验 概括 出 来 的 , 然后 再 经 过 
严格 的 数学 推导 , 设法 加 以 证 明 .例如 关于 x(z), 我 们 有 下 面 的 表 : 


= x(z) 关 liz 下 2 | 
1 000 168 145| 178 0.94 0.1680 
10 000 1229| 1086| 1246| 0.98 | 0.1229 
50 000 5133 4621 5167 0.993 0.1026 
100 000 9592 8686 9630 0.996 0.0959 


500 000 41 538 38 103 41606| 0.9983 0.0830 

1 000 000 78 498 72 382 78628| 0.9983 0.0785 
2 .000 000 148 933 137 848 149055| 0.9991 0.0745 
5 000 000 348 513 324 149 348 638| 0.9996 0.0697 
10 000 000 664 579 620 417 664 918| 0.9994 0.0665 


(x) 


工 


20000000| 1270607| 1189676 


1270905| 0.9997 0.0635 
90000000| 5216954| 4913897| 5217810| 0.99983 0.0580 
5762209| 0.99986 | 0.0576 


100000000| 5761455| 5 428613 
1 000 000 000 | 50 847 478| 48 254 630| 50 849 235| 0.99996 0.0508 


从 r(z) 的 最 初 几 个 函数 值 看 来 , r(z) 似 乎 很 不 规则 , 但 是 随 
着 数据 的 增加 , 从 表 中 可 以 看 到 , 对 于 x(z) 可 能 有 @xr(z) 一 co( 当 


= 一 oo), 即 素数 有 无 穷 多 , @Cz) 一 0( 当 x 一 oo), 即 “几乎 所 有 "的 
自然 数 都 是 复合 数 .这 两 点 我 们 在 本 文 第 三 部 分 与 第 十 二 部 分 中 已 


经 证 明 过 了 .更 进一步 , rx(x) 还 可 能 有 一 个 渐 近 表达 式 . 勒 让 德 (A. 
M. Legendre) 在 1830 年 猜想 , 当 zx 一 co 时 ， 


并 
"(7) i -B 


其 中 B=1.08366. 高 斯 又 独立 地 建议 了 一 个 类 似 的 ,但 并 不 与 它 相 
等 的 公式 .以 一 千 个 相继 自然 数 为 单位 ,高 斯 的 方法 在 于 计算 每 个 单 


位 中 的 素数 个 数 , 他 建议 用 函数 让- 来 表示 在 充分 大 的 整数 附近 
的 素数 分 布 的 平均 密度 (“单位 区 间 中 素数 的 百分率 "). 因此 高 斯 儿 
想 

(zr)~liz. 
如 果 我 们 仅仅 只 考虑 主 阶 , 由 于 

tm 6 -， 及 lm] =1， 


Inz Inz 
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所 以 我 们 可 以 将 这 两 个 猜想 写 为 


r(z) 一 下 -， 
lnz 
这 就 是 通常 所 称 的 “素数 定理 ”. 这 是 素数 分 布 理 论 的 中 心 定理 .从 
此 ,决定 素数 定理 是 否 正确 的 问题 ,吸引 了 很 多 优秀 数学 家 的 注意 . 
首先 对 这 个 问题 作出 重要 贡献 的 是 车 比 雪夫 ( 工 . I. 
deGpuues) .他 在 1848 年 与 1850 年 证 明了 ， 
定理 1( 车 比 雪夫 ) 有 关系 式 
a<lim < -mS,, 
一 rm I 5 
nr 


inz 
这 里 a=0.92129. 
由 定理 1 显然 推出 亚 ( 世 一 0( 当 z 一 o%). 由 定理 1 可 以 看 出 ,如 


果 当 z 一 co 时, 式 王 的 极限 存在 ,那么 极限 必定 是 1, 而 且 对 于 一 切 
i 
>2, 下 一 定位 于 两 个 正常 数 之 间 . 尽 管 定理 1 中 的 常数 a 不断 


jnz 


地 被 以 后 的 数学 家 加 以 改进 , 但 并 不 能 导致 问题 的 最 终 解决 , 即 完全 
证 明 素数 定理 . 

关于 素数 定理 , 赛 尔 凡 斯 特 (J.J. Sylvester) 曾 用 下 面 的 话 表明 他 
对 这 个 问题 的 展望 ,但 是 要 确定 这 种 可 能 性 的 存在 , 我 们 或 许 要 等 
待 在 世界 上 产生 这 样 一 个 人 , 他 的 智 厢 与 洞察 力 像 车 比 雪 夫 一 样 ,证 
明 自 己 是 超人 一 等 的 .” 

但 就 在 赛 尔 凡 斯 特 说 这 些 话 时 出 生 的 阿达 玛 (J. Hadamard), 依 
赖 于 前 人 特别 是 黎 曼 (B. Riemann) 的 工作 , 用 复 变 函数 论 的 方法 , 在 
1896 年 证 明了 素数 定理 .几乎 同时 而 又 独立 地 证 明了 这 个 定理 的 还 
有 达 拉 瓦 勒 布 又 (C.J. de la Vallée Poussin). 
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定理 2 (素数 定理 ) (RT 

由 定理 2 立刻 可 以 推出 

定理 3 设 p, 表示 第 ”个 素数 ,那么 
P, ~ nlnn. 

证 :在 定理 2 中 取 z= 加 得 


nx(p) 一 过-， 
即 

pn ~ nlnp,. 
由 于 Ininp, = o(lnp,), 所 以 

lnp, ~lnn + lninp, ~ Inn, 
代入 上 式 即 得 定理 3. 

寻求 一 个 “素数 定理 "的 初等 证 明 , 即 不 用 复 变 函 数论 或 类 似 工 

具 的 证 明 , 是 素数 论 中 历时 很 久 的 难题 之 一 , 这 一 初等 证 明 直 到 
1949 年 , 才 由 赛 尔 贝 尔格 (A.Seberg) 与 爱 多 士 (P. Erd6s) 独 立 得 到 . 
有 兴趣 阅读 车 比 雪夫 定理 与 素数 定理 证 明 的 读者 , 请 看 华罗庚 著 ( 数 
论 导 引 ) 第 五 章 与 第 九 章 . 


十 四 素数 定理 的 误差 项 


达 拉 瓦 勤 布 桑 在 1899 年 证 明了 
定理 1 ( 达 拉 瓦 勒 布 桑 ) 
(1) r(x) -liz=O(ze Vm:), 
这 里 e >0 是 一 个 常数 . 
由 分 部 积分 可 得 
(2) ler tempzt+(n -1)! 二 


o 人 二) 
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另 一 方面 
于 BE 2 
3) Inz-B nr’ (nz * (nz)” 


vw 
o( 二 和 
由 于 ev 本 =o of 有 此 处 A >0 为 任意 常数 ,而 与 “o" 有 
关 的 常数 仅 依赖 于 a 与 4, 所 以 比较 (1), (2), (3) 即 得 


本 (二 汪 5 当 Bz1, 
ff(z) 一 B= 


lInz—~ 


om) 2- 
这 说 明 在 勒 让 德 关 于 x (xz) 的 猜测 ( 见 本 文 第 十 三 部 分 ) 中 ， 取 


B=1 最 好 ， r (zx) 最 好 . 但 不 管 怎样 ， 用 高 
斯 提出 的 用 liz Re (z) 更 为 精密 得 多 . 

不 少数 学 家 改进 了 公式 (1) 的 误差 项 ， 目 前 最 好 的 结果 是 依 ， 
维 诺 格拉 条 夫 (H. M. BnnorpanoB) 与 卡 罗 波 夫 (H，M. 
Kopo6oB) 于 1958 年 独立 证 明 的 . 即 

定理 2 ( 依 : 维 诺 格拉 朱 夫 一 一 卡 罗 波 夫 ) 
(4) x(z) -liz=O(ze me) ), 
其 中 。 是 任意 正常 数 ， 而 与 “O” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 。. 

(4) 式 虽 然 比 (1) 式 精密 ， 但 距离 理想 的 猜想 结果 还 相差 很 
远 .理想 的 猜想 结果 是 
(5) A(r)-liz=O(Vzrlnz). 
冯 : 柯 赫 (H. von Koch) 在 1901 年 曾 在 所 谓 黎 曼 猜测 成 立 的 情况 
下 ， 证 明了 (5) 式 . 由 于 黎 曼 猜 测 是 用 复 变 函 数论 的 语言 叙述 的 ， 
在 这 里 我 们 就 不 讲 了 .有 兴趣 的 读者 ， 请 看 华罗庚 著 《指数 和 的 估 
计 及 其 在 数论 中 的 应 用 》 第 三 章 . 不 过 ， 由 (5) 的 成 立 ， 也 可 以 
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推出 黎 曼 猜测 的 成 立 . 所 以 (5) 式 与 黎 曼 猜测 是 等 价 的 ， 因 此 
(5) 式 也 可 以 看 成 是 黎 曼 猜测 的 另 一 种 形式 .特别 应 该 指出 ， 素 数 
论 中 许多 著名 问题 的 解决 ， 往 往 可 以 归结 为 黎 曼 猜测 的 证 明 . 所 以 
断定 这 一 猜测 的 成 立 与 否 ， 在 数论 中 实在 是 最 为 重要 的 了 . 

我 们 现在 甚至 还 远 远 不 能 证 明 比 (5) 弱 得 多 的 结果 ， 即 
(6) x (zr)-liz=O(zr!™*), 
这 里 e 是 某 一 正 数 (例如 e = 10-10%0， 而 与 “O” 有 关 的 常数 仅 
依赖 于 e. 

关于 r(z) 与 第 ”个 素数 名， 罗素 (]，B，Rosser) 与 能 飞 尔 
德 (L.， Schoenfeld)? 证 明了 下 面 的 不 等 式 : 


定理 3 一 <x(z)< 一 ,其 中 x 之 67， 
Inz -这 Inr -元 


Q@nlnnm<z 加 <nm(inn +lnnn), 其 中 二 6. 


十 五 ”素数 定理 误差 项 的 不 规则 性 


我 们 先 引进 记号 ”0”. 设 p(z) 是 z 的 正 值 函 数 .如 果 存 在 与 x 

无 关 的 正常 数 c, 使 有 任意 大 的 z 满足 

IF(z)1>cp(z)， 
我 们 就 用 记号 

f(r)=N(9(z)) 
来 表示 .所 以 “9" 是 “0" 的 逆 记 号 .如 果 f(z) 是 工 的 实 函 数 , 即 
f(z) 仅 取 实 值 , 且 有 任意 大 的 z 使 F(z)> cp(z), 就 记 作 

f(r)=0N.,(9(z)). 
又 如 果 有 任意 大 的 z 使 f(z)< - cp(z), 就 记 作 


@ J. B. Rosser andL. Schoenfeld, Approximate formulas for some functions of prime 
numbers, Illinois J Math; 6 (1962), 64~94. 
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f(z)=0. (g(r)). 
所 以 对 于 实 函 数 , “0Q”" 等 价 于 “或 者 2, ,或 者 09". 我 们 还 用 记号 
“0Q "表示 “0 ,与 0 -都 成 立 ”. 
由 本 文 第 十 三 部 分 的 表 中 可 见 , 似乎 应 该 有 
(1) r(z)<lizr. 
例如 r(10?)<1il0?. 但 是 李 特 伍德 ([J.E. Littlewood) 在 1914 年 证 明 
Ey 
定理 1( 李 特 伍 德 ) 当 z 一 co 时 ， 
1 
"(xz) -liz=0. (Em ln Inz). 
从 这 个 定理 看 出 , 可 以 找到 任意 大 的 z 使 (1) 式 成 立 , 也 可 以 找 
到 任意 大 的 z 使 (1) 式 不 成 立 , 即使 
(2) (rz)>lir 
成 立 .但 定理 1 纯粹 是 一 个 “存在 定理 ”". 到底 在 多 大 的 范围 内 , 就 能 
找到 使 (2) 成 立 的 z 呢 ? 定理 1 并 不 能 回答 . 直到 1933 年 , 斯 克 斯 
(S. Skewes) 才 首先 证 明了 有 自然 数 x 适合 于 


zx< 100", 
并 使 (2) 成 立 . 莱 莱 将 斯 克 斯 的 结果 改进 为 :在 1.53 x 10165 与 1.65 
X10mS 之 间 至 少 有 10" 个 整数 使 (2) 式 成 立 .他 并 证 明了 , 在 不 超 
过 10” 的 整数 中 , 找 不 到 使 (2) 成 立 的 整数 0. 


十 六 ” 相 邻 两 素数 之 差 


设 请 表示 第 n 个 素数 , 现在 我 们 来 研究 相 邻 两 素数 p, ,1 与 加 
的 差 


® D.H.Lehmer, On the difference x(x) — lix, Acta Arith ;1966, 397~410. 


过 
的 分 布 问题 . 
有 所 谓 贝 特 朗 (J. Bertrand) 假设 , 即 对 于 任何 自然 数 m >3, 在 
区 与 2m -2 之 间 一 定 有 一 个 素数 .这 一 著名 假设 是 车 比 雪夫 在 
1850 年 解决 的 . 取 m = p(n 之 3), 则 由 贝 特 朗 假 设 可 知 p, ,1<2m 
一 2, 所 以 
d,<2m-2-m=m-2=p,-2. 
因此 这 一 结果 远 较 定理 3.2 精密 .但 另 一 方面 , 此 定理 的 精确 性 并 不 
算 好 ,还 有 更 精密 的 结果 . 
关于 d, 的 重要 问题 与 结果 ,有 下 面 这 些 . 
1. 最 重要 的 是 设法 找 函 数 f1(n) 与 户 (”) 使 
d,<f1(n) 


d, 之 f2(n) 
对 于 所 有 充分 大 的 n 成 立 ,其 中 要 求 户 (”) 是 最 大 的 函数 . 
由 目前 具有 最 精密 误差 项 的 素数 定理 (定理 14.2) 只 能 推 
出 
(1) fi(n)= pre pa)3S-e. 
需 假定 黎 曼 猜测 成 立 , 即 由 公式 (15.5) (本 文 第 十 五 部 分 公式 (15)) 
才能 得 到 


(2) fi(n)= cp ?Inp,. 
首先 是 霍 海 赛 尔 (G. Hoheisel) 证 明了 : 
(3) fi1(n) = cp, 3 


当然 (3) 比 (1) 强 多 了 . 不 少数 学 家 改进 了 元 海 赛 尔 的 结果 ， 目 
前 最 好 的 结果 是 莫 绍 切 (C. J，Mozzochi) 证 明 的 .他 得 到 了 ， 
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定理 1 ( 蓝 绍 切 )O 4 忆 久 鄙 - 志 ,这 里 e 是 任意 正常 数 ,而 
与 “<" 有 关 的 常数 仅 依赖 于 。. 
由 定理 1 立刻 推 知 ,对 于 任何 。 >0, 皆 存 在 仅 依赖 于 的 常数 


no(e), 当 n>no 时 ,在 nn 与 n+n 革 -高 ': 之 间 伍 存在 一 个 素数 .这 
一 结论 远 比 贝 特 朗 假设 为 优 . 
关于 户 (”) ,我们 还 一 无 所 知 , 如 果 所 谓 挛 生 素数 猜想 正确 , 就 
能 得 到 
fa(n)=2 
( 见 本 文 第 十 九 部 分 ). 
关于 fi(n) 的 理想 猜想 结果 , 从 现 有 的 素数 表 中 看 , 似乎 应 该 是 
(2) .但 数理 统计 学 家 克拉 梅 尔 (H. Cramer) 借 助 一 个 以 概率 论 为 基 
础 的 富有 启发 性 的 方法 推测 , 甚至 可 能 是 
fi(n)=c(Inp, )?. 
2. 另 一 类 问题 是 设法 寻找 函数 户 (”) 与 f,(n), 使 对 于 无 穷 多 
个 x 有 
d,<f3(n), 
又 对 于 无 穷 多 个 xn 有 
d, 之 fa(n). 
我 们 有 下 面 的 结果 : 
定理 2( 梅 耶 )@ 
f3(n)=0.248Inp, . 
定理 3( 兰 肯 A.E. Rankin) 


D C.J].Mozzochi, On The difference befween consecutive primes, ]. Number theory, 24 
(1986), 181~187. 


©® H.Maier, Primes in short interval, Michigan Math.J.32(1985),221 一 225. 
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we 二 ln ln ln ln 思 。 
fa(n)= (3- e)Inp,ln Inp, (nh In Inp.)?’ 


其 中 。 是 任意 正常 数 . 
3. 还 有 一 类 问题 是 寻找 函数 fs(n), 使 对 于 几乎 所 有 的 n 都 有 
d,<fs(n), 
即 适合 于 n 过 xz 的 自然 数 n 使 上 式 成 立 的 个 数 一 z. 还 要 寻找 
fe(n), 使 对 于 几乎 所 有 的 n 都 有 
ds, 之 fe(n). 
我 们 有 下 面 的 结果 : 
定理 4( 克 拉 梅 尔 ) ”在 黎 曼 猜测 真确 的 假定 下 有 
Cn)= (Inp)3. 
定理 5( 帕 拉 哈 K.Prachar) 


Inp, 
g(pn)’ 


其 中 5(z) 是 任何 递增 且 适 合 于 5(z) 一 oo 与 ze 一 oo( 当 一 oo) 
的 函数 . 


feln)= 


十 七 。、 奈 数 在 算术 级 数 中 的 分 布 


任何 奇数 一 定 4 除 余 1 或 4 除 余 3, 因此 可 以 将 奇数 按 4 除 余 1 
或 4 除 余 3 分 为 二 类 : 
(1) 1, 5,9,13,17,21, … 
(2) 3,7, 11, 15, 19,23,… 
我 们 在 第 三 部 分 与 第 八 部 分 已 经 证 明了 在 数列 (1) 与 (2) 中 都 含有 无 
穷 多 个 素数 ( 见 定理 3.3 与 定理 8.2). 现 在 要 问 对 于 一 般 的 以 自然 
数 :为首 项 , 以 自然 数 4( 之 !) 为 公差 的 算术 级 数 (或 叫做 等 差 级 数 ) 
(3) l,l+k,l+2k, LT3R… 
中 , 是 不 是 都 含有 无 穷 多 个 素数 呢 ? 
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如 果 (7,&)=d>1, 那 么 d1(L+ ng)(n=0,1,2,…), 所 以 除 / 
可 能 是 素数 外 , 算术 级 数 (3) 中 的 其 他 数 都 是 复合 数 , 因此 如 果 在 数 
列 (3) 中 有 无 穷 多 个 素数 , 就 必需 (1,) =1. 但 是 对 于 任何 适合 于 
(2,A)=1 的 正 整数 /, ,算术 级 数 (3) 中 是 不 是 一 定 有 无 穷 多 个 素 
数 呢 ?这 一 十 分 重要 而 又 困难 的 问题 是 狄 里 赫 勒 (P. G. Lejeune 
Dirichlet) 在 1837 年 解决 的 ,答案 是 肯定 的 . 

设 x (zx,k, 4) 表示 算术 级 数 (3) 中 入 z 的 素数 个 数 . 

定理 1 ( 狄 里 赫 勒 ) 如 果 (L,&) = 1, 那么 x(z,&,Z) 一 co( 当 
一 oo). 

定理 1 原来 的 证 明 需 要 一 些 高 深 的 数学 知识 , 它 的 “初等 证 明 ” 
也 是 赛 尔 贝尔 格 在 1949 年 得 到 的 .有 兴趣 阅读 定理 1 的 初等 证 明 的 
读者 ,请 看 华罗庚 著 (数论 导 引 》 第 九 章 . 

设 4，… Louw 是 全 体 不 超过 ,而 与 & 互 素 的 自然 数 , 这 里 
9(&) 是 欧 拉 函 数 ( 见 本 文 第 十 二 部 分 ) .现在 提 一 个 问题 . 问 

(zx, kl), rz, k, lock)) 
是 不 是 都 两 两 渐 近 地 相等 ? 即 对 于 任何 i 关 j, 关系 式 
r(x,k,li)~r(r,k, 1,) 

是 不 是 都 成 立 ? 答案 也 是 肯定 的 .这 说 明 不 超过 z 的 素数 在 p(k) 个 
算术 级 数 Li + nk (1<i<p(k), n=0,1,2, …) 中 是 “平均 "分配 
的 .不 仅 如 此 , 用 与 第 十 四 部 分 相 类 似 的 方法 还 可 以 进一步 证 
明 ; 


定理 2 x(zx,k, ,= FH + O(ze m0- “), (71,k)=1, 
这 里 。 是 任意 正常 数 ,而 与 “ O”" 有 关 的 常数 依赖 于 让 与。. 


与 (x) 一 样 ,关于 x(z,&, 1) 的 理想 的 猜想 结果 应 该 是 ， 
(4) (zh) = lz + Olinz), (14)=1, 
其 中 与 “0” 有 关 的 常数 与 &, / 无 关 .因为 当 大 = 1 时, x(z， 1,1)= 
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x( 工 ), 所 以 要 证 明 公式 (4) 比 证 明 (14.5) 更 加 困难 .与 第 十 六 部 分 相 
类 似 , 我们 还 可 以 证 明 : 

定理 3 命 p,(&,1) 表 示 当 (1,k)=1 时 ,数列 (3) 中 的 第 个 
素数 ,那么 

pari(k,l)— p(k,1)= O(Cpn(E,7) 站 -可 +)， 
其 中 e 是 任何 正常 数 , 而 与 “O" 有 关 的 常数 仅 依赖 于 人 与 s. 

定理 2 是 对 于 固定 的 而 得 到 的 .是 不 是 有 一 个 x(z,k, 2) 的 
与 无关 的 渐 近 表示 公式 呢 ? 这 是 很 重要 的 问题 ,关于 这 个 问题 ， 
济 格 尔 (C.L.Siegel) 证 明了 : 

定理 4 ( 济 格 尔 ) 设 1,k 是 适合 于 (1,k)=1 及 3<<k 壹 
(lnz)x 的 自然 数 ,其 中 天 是 任意 正常 数 ,那么 


rz 如 Diz + O(ze™* /mz), 
这 里 a >0, 而 与 “0" 有 关 的 常数 仅 依赖 于 . 
另 一 个 有 趣 而 重要 的 问题 是 如 何 估计 算术 级 数 (3) 中 的 最 小 素 
数 pi(8, 1) 的 上 界 . 印 拉 (S.Chowla) 猜 测 , 当 (1,&)=1 时 ,对 于 任何 
e >0, 都 有 
pi(k,1)= O(k'**), 
其 中 与 “0” 有关 的 常数 仅 依赖 于 . 
假定 公式 (4) 成 立 ,那么 用 xz =k?** 代 入 ,容易 推出 
pi(k,1)= OR"), (1,k)=1, 
其 中 与 “0 "有 关 的 常数 仅 依 赖 于 e. 但 公式 (4) 是 未 经 证 明 的 . 林 尼 
克 (IO.B. mnaank) 首 先 迈 出 了 重要 的 一 步 ,他 证 明了 ; 
定理 5 ( 林 尼 克 ) 当 (1,&)=1 时, pi(1,k)<<k, 这 里 c 是 一 
个 正常 数 . 
我 国 数学 家 潘 承 洞 首先 证 明了 < 是 可 以 具体 定 出 来 的 . 他 证 明 
了 c<5 448. 我国 数 学 家 陈景润 证 明 过 c 生 168. 目前 已 发 表 的 最 佳 
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结果 是 希 斯 一 仆 朗 证 明 的 c<5.5?. 
1965 年 , 朋 比 尼 (E. Bombieri) 证 明了 下 面 关 于 x (x,k, 7) 重要 


的 中 值 公式 

定理 6 ( 朋 比 尼 )2 对 于 任意 常数 A >0, 都 存在 常数 B>0 使 
1 . 

Dsl -| (m) 
kr2/(Inr) 

这 里 pmgx | (zh 人) 一半 | 表示 适合 于 (1,6) 1 的 p(k) 个 
CAL p(k) 

|Gzh)- 洛 ]| 中 最 大 的 一 个 . 


p(k) 
定理 6 稍 弱 的 形式 是 阿 . 维 诺 格拉 打 夫 (A.N. Bunorpaxo8) 独 立 
证 明 的 9 .我 们 容易 证 明 , 如 果 (4) 式 成 立 , 那么 定理 6 是 显然 成 立 
的 .因为 取 B=A+1, 将 (4) 代 入 (5) 的 左 端 即 得 


了 (< 0 
之 Or la) O(a oa) 
kr /(Inr) 


公式 (4) 与 所 谓 的 广义 黎 曼 猜测 是 等 价 的 .但 在 不 少 情况 下 , 当 需 要 
用 到 公式 (4) 时 ,我们 可 以 用 (5) 来 代替 .这 正 是 定理 6 的 重要 之 处 . 


十 八哥 德 巴赫 问题 


哥 德 巴赫 (C. Goldbach) 问 题 是 1742 年 他 写 信 给 欧 拉 时 提出 来 
的 .在 信 中 ,他 提出 了 将 整数 表示 为 素数 之 和 的 猜想 .这 个 猜想 可 以 
用 上 略为 修改 了 的 语言 叙述 为 : 

(A) 每 一 个 之 6 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 


® D.R.Heath-Brown, Zero free regions for DirichletL functions and the least prime in an 
arithmetic progression, PLMS 64(1992), 265~ 338. 

四 E.Bombieri, On the Large Sieve, Mathematika ;112,2(1965), 201~225. 

图 A.H.Bnanorpanos, Onmoraocrog ranorese nn 工 -pnos anpaxne, HAH CCCP, cep. 
Mat;29(1965), 903~934. 
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(B) 每 一 个 之 9 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 
例如 20=3+17,22=11+11,29=3+7+19,31=5+7+19 等 . 

显然 ,命题 (B) 是 命题 (A) 的 推论 .事实 上 , 如 果 命题 (A) 成 立 , 那 
么 对 N 是 任何 奇数 过 9( 即 N - 3 是 偶数 且 宇 6), 由 命题 (A) 的 成 立 
可 知 有 奇 素数 qi 与 92 使 

N-3=gi+g;, 
所 以 
N=3+ gi+ gq;. 
此 命题 (B) 也 成 立 ， 这 说 明 命题 (A) 是 最 本 质 的 . 

从 哥 德 巴赫 写 信 起 到 今天 ， 已 经 积累 了 不 少 关于 该 问题 的 宝贵 
资料 ， 例 如 皮 平 (N，Pipping) 核对 过 ， 当 偶数 n 壹 10 时 ， 命 题 
(A) 是 正确 的 .以 后 ， 申 氏 @ 与 尹 定 2 又 分 别 进一步 核对 了 ， 当 偶 
数 <3.3x107 及 ”入 3x108 时 ， 命 题 (A) 都 是 对 的 . 但 是 至 今 
我 们 还 不 能 确定 这 两 个 命题 的 真 假 . 

1900 年 ， 希 尔 伯 特 (D.， Hilbert) 在 第 二 届 国 际 数学 会 的 著名 
演讲 中 ， 把 黎 曼 猜测 、 哥 德 巴赫 猜测 (A) 与 李 生 素数 猜测 ， 作 为 
19 世纪 最 重要 的 未 解决 问题 之 一 ， 介 绍 给 20 世纪 的 数学 家 来 解 
决 ， 即 所 谓 希 尔 伯 特 第 八 问题 . 

在 1912 年 召开 的 第 五 届 国际 数学 会 上 ， 朗 道 (E，Landau) 
曾经 说 过 ， 即 使 要 证 明 下 面 较 弱 的 命题 (C)， 也 是 现代 数学 家 所 
力 不 能 及 的 . 

(C) 存在 一 个 正 整数 ce， 使 每 一 个 之 2 的 整数 都 可 以 表示 为 不 
超过 c 个 素数 之 和 . 


D Shen Mok Kong, On Checking the Goldbach Conjecture, Novdisk, Tidskr, In- 
for; -Behand; 4 (1964). 
名 尹 定 ,小 于 3 亿 的 全 部 偶数 均 为 哥 德 巴赫 数 , 科学 通报 ,18(1984), 1150. 
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注意 : 如 果 命题 (A) 成 立 ， 那 么 命题 (C) 显然 也 成 立 ， 而 
且 c=3. 

1921 年 ， 哈 代 (G. H. Hardy) 在 哥本哈根 召开 的 数学 会 上 
说 过 ， 命 题 (A) 的 困难 程度 是 可 以 和 任何 没有 解决 的 数学 问题 相 
比 的 . 

设 r，(NN) 为 将 偶数 N 表 为 两 个 素数 之 和 的 表示 法 个 数 ， 又 
设 r， CN) 为 将 奇数 N 表 成 三 个 素数 之 和 的 表示 法 个 数 . 例如 

10=3+7=7+3=5+5, 12=5+7=7+5, 
11=3+3+5=3+5+3=5+3+3, 
所 以 x。 (10) =3，r2 (12) =2，r; (11) =3 等 . 
哈代 与 李 特 伍德 在 1922 es 


村 
(Prt)S :及 3 2 1 (1- pi) 
(+61), 2IN. 
_1 1 
(E) ms(N) = 也 I (1- CO 2) IT (+ i) 


PN 


fm + oD)), 当 2tN. 

命题 (A)，(B) 是 哥 德 巴赫 问题 原始 的 算术 语言 提 法 ， 而 合 
题 (D)，(E) 则 是 哥 德 巴赫 问题 的 分 析 语 言 的 提 法 ， 命 题 (D), 
(E) 比 命题 (A)，(B) 更 加 深刻 ， 由 它们 不 仅 能 推出 对 于 充分 大 
的 整数 ， 命 题 (A)， (B) 都 成 立 ， 而 且 给 出 了 充分 大 的 整数 表 为 
素数 和 的 表示 法 个 数 的 渐 近 公式 . 

近 70 年 来 ， 哥 德 巴赫 问题 吸引 了 世界 上 很 多 著名 数学 家 来 研 
究 它 .取得 了 很 好 的 成 绩 . 研究 哥 德 巴赫 问题 产生 的 研究 方法 不 仅 
对 数论 有 广泛 应 用 ， 而 且 也 可 以 用 到 不 少 其 他 数学 分 支 中 去 . 

我 国 著名 数学 家 华罗庚 早 在 30 年 代 就 开始 研究 这 一 问题 ， 并 
得 到 了 重要 成 果 . 解放 后 ， 在 他 的 倡议 与 领导 下 ， 我 国 青年 数学 工 
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作者 ， 从 50 年 代 初 ， 就 开始 研究 这 一 问题 ， 他 的 学 生 们 不 断 得 到 
重要 成 果 ， 获 得 国内 外 的 高 度 评 价 ， 特 别 是 陈景润 的 结果 尤为 突 
出 . 

我 们 将 在 下 面 介绍 这 个 问题 的 一 些 重要 结果 . 

首先 是 史 尼 尔 曼 (可 . T，IUnnpenbpnan) 在 1930 年 ( 哥 德 巴 
赫 提 出 猜想 后 的 188 年 ) 证 明了 命题 (C)， 即 : 

定理 1 ( 史 尼 尔 曼 ) ”任何 宇 2 的 整数 都 可 以 表示 为 不 超过 c 
个 素数 之 和 ， 这 里 c 是 一 个 常数 . 

史 尼 尔 曼 不 仅 证 明了 命题 (C)， 而 且 在 他 的 论文 中 ， 引 入 了 
关于 自然 数 集合 很 重要 的 概念 一 一 “ 密 率 ”". 这 一 概念 后 来 有 了 广 
泛 发 展 与 应 用 . 

命 * 表示 最 小 的 正 整数 ， 使 每 一 充分 大 的 整数 都 可 以 表示 成 为 
不 超过 * 个 素数 之 和 ， 我 们 称 * 做 史 尼 尔 曼 常数 ， 史 尼 尔 曼 的 方法 
不 仅 能 够 得 到 * 的 存在 性 ， 而 且 可 以 得 到 * 的 明确 上 界 . 由 他 的 方 
法 给 出 ;S800 000， 不 少数 学 家 改进 了 * 的 上 界 估计 .例如 我 国 数 
学 家 尹 文 二 就 在 1956 年 证 明 过 * 和 18. 目前 关于 * 的 最 佳 估计 是 
沃 恩 (R. C.，Vaugham) 得 到 的 ， 他 证 明了 : 


定理 2( 沃 恩 )0' (1) 每 一 充分 大 的 奇数 是 不 超过 5 个 素 
数 之 和 ，(2) 每 一 个 之 2 的 整数 都 是 不 超过 27 个 素数 之 和 . 

哈代 与 李 特 伍德 在 这 一 世纪 的 20 年 代 ， 系 统 地 开创 与 发 展 了 
堆 人 又 数论 中 的 一 个 轨 新 的 分 析 方法 ， 这 个 方法 就 是 著名 的 “ 圆 法 ". 
他 们 在 未 经 证 明 的 广义 黎 曼 猜测 成 立 的 假定 下 〈 即 假定 公式 (17. 


D R. C. Vangham, A note on Schired'man's approach to Goldbach's Problem, 
BLMS; 8, 3, 24 (1976), 245~250. 

四 R. C. Vaugham, On the estimation of Schirel'man’s Constant, J fiir reine and 
ang. Math; 290 (1977), 94~108. 
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4) 成 立 )， 证 明了 命题 (E). 为 了 取消 他 们 证 明 中 用 到 的 未 经 证 
明 的 猜测 ， 就 需要 估计 某 种 类 型 的 “指数 和 ”. 在 30 年 代 ， 依 : 维 
诺 格拉 条 夫 创造 了 一 系列 估计 指数 和 的 重要 方法 ， 从 而 使 他 在 
1937 年 证 明了 命题 (E). 当然 由 此 推出 命题 (B) 对 于 充分 大 的 奇 
数 都 成 立 ， 即 

定理 3 ( 依 * 维 诺 格拉 打 夫 ) 设 N 是 奇数 ,那么 


m(N) = 了 于 (os) 由 (rs) 


N? 
OnN! +o(1)). 
由 此 推出 ， 每 一 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 


巴 雷 德 金 (K， TIT，Boposnxni) 算 过 ， 当 奇数 n 宇 eae ” (这 
个 数 共 4 008 600 位 ) 时 ， 就 能 表示 成 为 三 个 奇 素数 之 和 ， 换 句 话 


16.038 


说 ， 除 掉 适合 于 ne ”的 有 限 多 个 奇数 外 ， 命 题 (B) 都 成 立 
但 eo 这 个 数 实在 太 大 了 ， 无 法 逐一 验证 对 小 于 它 的 奇数 来 说 合 
题 (B) 是 否 成 立 ， 所 以 说 命题 (B) 是 基本 上 被 证 明了 . 
假定 N 是 充分 大 的 偶数 ， 那 么 N - 3 是 充分 大 的 奇数 ， 由 定 
理 3 可 知 
N-3= gi+g2+ g3, 
这 里 gl，q2，93 是 奇 素数 ， 所 以 
N=3+gi+g2+ g3. 
即 充分 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 不 超过 4 个 素数 之 和 ， 所 以 由 定理 3 
可 以 推出 史 尼 尔 曼 常数 ;<<4， 这 是 史 尼 尔 曼 方 法 所 达 不 到 的 ( 史 
尼 尔 曼 方法 目前 只 能 证 明 s<6， 请 比较 定理 2). 
1938 年 ， 我 国 著名 数学 家 华罗庚 及 一 些 外 国 数学 家 独立 地 证 
明了 命题 (A) 对 于 几乎 所 有 的 偶数 都 成 立 ， 即 假设 M(z) 表 示 不 
超过 z， 而 又 不 能 表示 成 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 个 数 ， 那 么 


lim M(z) 


=0. 
了 3 

换 句 话说 ， 使 命题 (A) 成 立 的 偶数 的 “出 现 概率 ”等 于 1. 华 罗 

庚 证 明 的 结果 比 其 他 人 的 更 强 一 些 ， 他 证 明了 : 

定理 4 (华罗庚 ) ” 设 上 是 任何 一 个 固定 的 自然 数 ， 则 几乎 所 
有 的 偶数 都 可 以 表 成 pi + pa*， 此 处 加，z 都 是 素数 . 

另 一 个 研究 哥 德 巴赫 问题 的 方法 是 筛 法 ， 最 原始 的 筛 法 就 是 埃 
拉 多 斯 染 尼 氏 筛 法 .布朗 (V， Brun) 与 赛 尔 贝 尔格 曾 先后 对 这 个 
方法 作出 过 重要 贡献 . 用 筛 法 来 处 理 命 题 (A) 时 ， 需 将 命题 (A) 
中 的 素数 换 成 “ 殉 素 数 "， 所 谓 殉 素数 就 是 素 因 数 (包括 相同 的 与 
相 异 的 ) 的 个 数 不 超 过 某 一 固定 常数 的 自然 数 . 例如 6=2x3，8 
=2x2x2，10=2x5，12=2x2x3，21=3Xx7， 所 以 6，10，21 
是 素 因数 个 数 不 超过 2 的 列 素 数 . 6，8，10，12，21 都 是 素 因数 
个 数 不 超 过 3 的 殖 素数 . 凡是 素数 显然 都 是 殖 素 数 . 

为 叙述 简单 起 见 ， 引 入 下 面 两 个 命题 : 

(F) 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 是 素 因 数 个 数 分 别 不 超过 a 与 5 
的 两 个 殉 素 数 之 和 . 记 为 (a，5). 

(G) 每 一 个 充分 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 一 个 素数 与 一 个 素 因 
数 个 数 不 超 过 c 的 殉 素 数 之 和 . 记 为 (1，c). 

在 命题 (F) 中 取 a = 1， 即 得 命题 (G). 但 是 因为 处 理 这 两 
个 命题 所 用 的 方法 有 些 差异 ， 所 以 我 们 还 是 分 开 写 .处 理 命题 
(F) 用 的 是 初等 方法 ， 但 处 理 命题 (G) 时 ， 还 需要 高 深 分析 的 工 
有 具 ， 即 用 到 复 变 函 数论 。 哥 德 巴赫 猜想 ， 即 命题 (A)， 本 质 上 就 
是 要 证 明 (1，1) 成 立 . 

首先 是 布朗 在 1920 年 证 明了 (9，9)， 即 : 

定理 5 (布朗 ) ”每 一 充分 大 的 偶数 都 可 以 表示 为 素 因数 个 数 
都 不 超过 9 的 两 个 殉 素 数 之 和 . 
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关于 命题 (G)， 首 先是 瑞 尼 (A. Renyi) 在 1948 年 证 明了 
(1，c)， 即 : 

定理 6 ( 瑞 尼 ) ”存在 一 个 正常 数 <， 使 每 一 充分 大 的 偶数 都 
可 以 表示 为 一 个 素数 与 一 个 素 因数 个 数 不 超 过 c 的 殉 素 数 之 和 、. 

不 少数 学 家 改进 了 布朗 与 瑞 尼 的 结果 . 拉 代 马 哈 (H. 
Rademacher) 在 1924 年 证 明了 (7，7)， 埃 斯 特 曼 (TT. Ester- 
mann) 于 1932 年 证 明 (6，6). 布 赫 夕 塔 布 (A. A. Byxmra6) 
又 于 1938 年 及 1940 年 分 别 证 明了 (5，5) 与 (4，4). 笔者 于 
1956 年 证 明了 (3，4). 同年 阿 ' 维 诺 格拉 采 夫 证 明了 (3，3). 
1957 年， 笔者 又 证 明了 (2，3). 关于 命题 (G)，1962 年 ， 潘 承 
洞 独立 证 明了 (1，5). 1963 年 ， 潘 承 洞 与 巴尔 巴 恩 (M. 6. 
BapGan) 又 独立 证 明了 (1，4). 1965 年 ， 阿 . 维 诺 格拉 采 夫 ， 布 
赫 夕 塔 布 与 朋 比 尼 都 证 明了 (1，3). 1966 年 ， 我 国 著名 数学 家 陈 
景 润 在 对 第 法 作 了 新 的 重要 改进 之 后 ， 终 于 证 明了 (1，2)， 即 ， 

定理 7 (陈景润 )? ”每 一 个 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 
个 素 因 数 个 数 不 超 过 2 的 列 素 数 之 和 . 

换 名 话说， 命题 (F) 与 (G) 的 研究 已 告 结束 ， 因 此 关于 哥 
德 巴赫 问题 ， 现 在 剩 下 需要 研究 的 就 只 有 命题 (A) 与 (D) 了 . 

埃 氏 得 法 在 近 60 年 来 被 改进 后 ， 首 先是 用 来 处 理 哥 德 巴赫 问 
题 的 .但 这 种 改进 后 的 筛 法 是 有 广泛 应 用 的 ， 最 直接 的 应 用 就 是 用 
于 素数 论 ， 只 要 将 困难 问题 中 的 素数 换 成 列 素 数 ， 例 如 将 命题 
(A) 换 成 命题 (FE)，(G)， 就 有 可 能 用 得 法 来 进行 处 理 了 . 

由 于 最 近 关心 哥 德 巴赫 问题 的 人 比较 多 ， 所 以 我 们 这 里 介绍 得 


中 陈景润 ， 大 偶数 表 为 一 个 素数 及 一 个 不 超过 二 个 豪 数 的 乘积 之 和 ， 科 学 通报 ， 
17 (1966)，385 一 386; 中 国 科学 ，2 (1973)，111~128， 参 看 潘 承 洞 ， 丁 夏娃 


与 王 元 ， 表 大 偶 为 一 个 素数 及 一 个 殖 素数 之 和 ， 科 学 通报 ，8 (1975)，358 一 
360. 
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稍 详细 些 ， 有 兴趣 更 进一步 了 解 史 尼 尔 曼 密 率 方法 ， 圆 法 与 得 法 处 
理 哥 德 巴赫 问题 的 读者 ， 请 看 华罗庚 著 《 指 数 和 的 估计 及 其 在 数论 
中 的 应 用 》 第 一 章 与 第 五 章 . 


十 九 ” 李 生 素 数 问题 


3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31; …; 101, 103; …3; 
10 016 957，10 016 959; …; 10?+ 7，10?+ 9; … 这 些 素数 对 中 二 
者 相差 都 是 2. 假定 p 是 素数 ， 而 p + 2 也 是 素数 ， 我 们 就 称 
(p，p+2) 是 一 对 挛 生 素数 . 

很 久 以 前 ， 人 们 就 问 挛 生 素数 对 是 否 有 无 穷 多 ? 但 是 至 今 还 不 
能 回答 这 个 问题 . 

人 们 积累 了 很 多 宝贵 的 资料 说 明 ， 似 乎 应 该 有 无 穷 多 对 挛 生 素 
数 . 这 就 叫做 挛 生 素数 猜想 . 例如 已 知 小 于 105 的 自然 数 中 ， 有 
1 224 对 挛 生 素 数 ， 小 于 10 时 ， 有 8 164 对 挛 生 素数 ， 而 小 于 3.3 
x107 时 ， 共 有 152 892 对 挛 生 素数 . 现在 已 知 小 于 100， 共 有 
224 376 048 对 挛 生 素数 ， 而 且 目 前 所 知道 的 最 大 的 挛 生 素数 对 
是 : 

107 570 463x102259 +1， 共 2 259 位 @. 

假如 挛 生 素数 对 真有 无 穷 多 ， 那 么 在 本 文 第 十 六 部 分 提出 的 一 

个 问题 ， 即 寻找 函数 f{，。(n)， 使 当 n 充分 大 时 有 
d= pn+1- pn>f2 (n), 

就 得 到 了 彻底 的 解决 ， 即 
fa (n) =2. 

设 Z(z) 表示 不 超过 z 的 自然 数 中 杰 生 素数 的 对 数 .例如 
2Z(20)=4,Z(105)=1 224,Z(3.3x107) = 152 892 等 .所谓 挛 生 素 


四 P. Ribenboim, The Book of Prime Number Records, Springer Verlag, 1989. 
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数 猜想 即 要 证 明 : 
(1) Z(z) 一 co( 当 rz 一 oo). 
哈代 与 李 特 伍德 在 1922 年 ， 进 一 步 猜想 关系 式 


国 1 工 
(2) zz)=2 本 (1 oso)) 
应 该 成 立 ， 哈 代 与 李 特 伍德 猜想 相当 于 李 生 素数 定理 .公式 (2) 


中 的 常数 取 值 


工 (1- ty)=0.6601- 

不 少 宝贵 的 数据 似乎 支持 公式 (2) 是 对 的 . 

李 生 素数 猜想 也 是 素数 论 的 中 心间 题 之 一 设 a，5，c 为 整 
数 ， 我 们 还 可 以 研究 方程 
(3) art+by=c 
存在 素数 解 x>，y 或 存在 无 穷 多 组 素数 解 的 问题 . 取 a =1，6b = 1， 
‘之 6 为 偶数 即 得 哥 德 巴赫 问题 ( 见 本 文 第 十 八 部 分 ， 命 题 (A)). 
又 取 a=1，6= -1，c=2 即 得 术 生 素数 问题 . 

目前 ， 从 得 法 的 角度 看 ， 哥 德 巴赫 问题 与 亨 生 素数 问题 是 “ 姊 
妹 问题 "， 往 往 用 同一 方法 可 以 得 到 两 个 问题 相 类 似 的 结果 . 用 筛 
法 也 得 到 了 关于 李 生 素数 猜想 一 些 很 好 的 结果 ， 例 如 : 


定理 1 (布朗 ) 级 数 如 站 收 人 ， 此 处 p "经 过 所 有 的 李 生 
素数 . ， 
如 果 级 数 六 二 发散 那么 李 生 素数 对 数 有 无 穷 多 的 猜想 就 


得 到 证 明了 . 但 是 很 遗憾 ， 由 2 二 的 收 倒 ， 并 不 能 得 出 挛 生 素 


数 对 数 有 限 或 无 穷 的 结论 . 
定理 2 (陈景润) ”存在 无 穷 多 个 素数 p， 使 + 2 为 素 因数 


个 数 不 超 过 2 的 殖 素 数 ， 

5, 7, 11; 11, 13, 17; 17, 19, 23; …; 101，103，107; 
… ;10 014 491，10 014 493，10 014 497; … 都 是 一 些 相差 各 等 于 
2 与 4 的 素数 组 .假定 p 是 素数 ， 而 p +2 与 p+6 也 都 是 素数 ， 
我 们 就 叫 (p，p + 2，p + 6) 是 一 个 三 生 素数 组 . 由 这 些 数据 ， 
似乎 建议 三 生 素数 组 应 该 有 无 穷 多 ， 这 就 是 三 生 素数 猜想 .这 上 比 挛 
生 素 数 猜想 更 难 .我 们 也 可 以 有 类 似 哈代 与 李 特 伍德 猜想 (2) 的 
三 生 素 数 定理 的 猜想 . 

更 一 般 些 ， 假 定 >1 及 2 <…< 避 ;是 盖 -1 个 自然 数 ， 假 
定 p 是 素数 ， 且 p+ 11，…，p + 4, -1 都 是 素数 ， 我 们 就 称 
(4) (p, P+tl, *, p+l,-1) 

是 一 个 n 生 素数 组 . 

我 们 有 下 面 的 狂想， 如果 对 于 任意 素数 g， 个 整数 0，4， 
…，1-1 模 gq 互 不 同 余 的 个 数 都 小 于 g， 那 么 n 生 素 数组 (4) 就 
有 无 穷 多 .这 一 猜想 叫 n 生 素 数 猜想 .我 们 也 可 以 有 n 生 素 数 定 
理 的 猜测 . 取 n =2，/1 =2 即 得 挛 生 素数 猜想 ， 又 取 n= 3，2 = 
2，l2=6 即 得 三 生 素数 猜想 ， 所 以 n 生 素 数 猜想 是 包 有 术 生 素数 
猜想 与 三 生 素数 猜想 作为 特例 的 . 

在 平面 几何 中 ， 我 们 都 知道 ， 一 个 三 角形 的 任意 两 边 之 和 必 大 
于 第 三 边 ， 这 就 是 三 角 不 等 式 ， 在 数学 中 有 不 少 这 类 不 等 式 ， 关于 
x (zx)， 也 有 这 样 的 猜想 ， 即 对 于 自然 数 z >1，y >1 总 有 
(5) A(Z)+r(y)Fr(r+y). 

朗 道 曾经 证 明 过 当 z = y 充分 大 时 ， 猜 想 (5) 是 对 的 . 近年 来 ， 
汉 斯 勤 与 黎 加 尔 斯 借助 于 电子 计算 机 证 明 ， 猜 想 (5) 与 生 素 


©® D.Hensley and 1，Richards。 On the incompartibility of two conjectures concerning 
Primes, Proc. Symp. Pure Math.; 24 (1973)，123 一 127. 
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数 猜想 是 互相 矛盾 的 ， 即 这 两 个 猜想 至 少 有 一 个 不 成 立 ， 也 许 猜想 
(5) 不 成 立 的 可 能 性 更 大 一 些 . 


二 十 华 林 一 哥 德 巴赫 问题 


比 哥 德 巴赫 问题 更 广 ， 有 所 谓 华 林 (E.Waring) 一 哥 德 巴赫 
问题 . 设 4 是 一 个 自然 数 . 给 出 自然 数 N， 问 以 素数 为 变量 的 方 
程 
(1) 前 +……+ 基 = 及 
在 什么 条 件 下 有 解 ? 又 在 什么 条 件 下 有 解数 的 渐 近 公式 ? 这 个 问题 
就 叫做 华 林 一 哥 德 巴赫 问题 . 

当 k=1，s =2，N 之 6 为 偶数 及 当 &= 1，s = 3，N 之 9 为 奇 
数 ， 我 们 就 分 别 得 到 关于 偶数 与 奇数 的 哥 德 巴赫 猜测 ( 见 本 文 第 十 
八 部 分 ， 命 题 (A)，(B)，(D)，(E)). 

我 国 著名 数学 家 华罗庚 系统 地 研究 了 这 个 问题 ， 获 得 了 很 突出 
的 成 就 .他 的 结果 汇集 在 他 的 专著 〈 堆 又 素数 论 ) (科学 出 版 社 ， 
1963) 之 中 ， 我 们 现在 仅 举 其 中 的 几 个 结果 . 

1. 假定 
| 当 1<k<10，, 
(2) 之 
2k?(2Ink + lnlnk +2.5), 当 k>10. 
设 Pk( 即 p91k, 而 P+1k) 及 
K= 


p=Da 


其 中 p 表示 表 素 数 及 
dda lid 


【e+1, 其 他 情形 . 
在 上 述 假定 下 ， 我 们 有 : 


定理 1 (华罗庚 ) ”每 一 充分 大 的 适合 于 同 余 式 
N=s (modK) 
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的 正 整数 N 都 可 以 表示 为 * 个 素数 的 & 次 方 舌 之 和 ， 即 方程 (1) 
有 解 ， 而 且 方程 (1) 的 解数 有 一 个 渐 近 公式 . (在 此 就 不 具体 写 
了) 

例 1 取 k=1，s=3， 那么 (2-1) |1, (p-1) HH (p>2), 
所 以 & 中 只 有 一 个 素 因数 2. 而 且 96=0， 所 以 K =2. 从 而 由 定理 
1 可 知 ， 每 一 充分 大 的 奇数 N 都 是 三 个 素数 之 和 ， 而 且 N = qi + 
92+ 93 的 素数 解 (gj，9g2，93) 的 个 数 有 一 个 渐 近 表达 式 ， 这 就 
是 关于 哥 德 巴赫 问题 的 依 : 维 诺 格 拉 打 夫 定 理 ( 见 定理 18.3). 

例 2 取 k=2，s=5， 那 么 K 中 只 有 素 因数 2 和 3， 所 以 &= 
23x3=24， 从 而 每 一 充分 大 的 模 24 同 余 于 5 的 正 整数 都 是 5 个 素 
数 的 平方 和 ， 而 且 有 解数 的 渐 近 公式 . 

例 3 取 &=3，s=9， 那么 K 中 只 有 素 因 数 2， 所 以 K = 2. 
从 而 每 一 充分 大 的 奇数 都 是 9 个 素数 的 立方 和 ， 而 且 有 解数 的 渐 近 
公式 . 

2. 如果 仅仅 只 要 求 方程 (1) 有 解 ， 而 不 要 求 有 解数 的 渐 近 公 
式 ， 那 么 对 * 的 要 求 还 可 以 大 大 降低 . 命 五 (&) 表示 具有 下 述 性 
质 的 最 小 整数 ;s， 它 使 每 个 充分 大 的 三 ，(mod K) 的 整数 都 能 表 
成 s 个 素数 的 次 方 短 之 和 . 关于 有 H(&) 的 具体 表达 式 ， 在 这 里 
就 不 写 了 . 但 HH (k) 适合 于 H (k) ~4klnk (k 一 %). 

定理 2 (华罗庚 ) ”假定 * 之 互 (&)， 那 么 每 一 适合 于 N 三 
s(mod 天 ) 的 充分 大 的 整数 N 都 可 以 表示 成 * 个 素数 的 & 次 方 赛 之 
和 . 

定理 3( 华 罗 庚 ) 当 4<k<8 时 有 H(4)<15, H(5)<<25, 
H(6)<37, H(7)<55 及 H(8)<75. 

给 予 正 整数 组 Ni ，…，N; 之 后 ， 我 们 还 可 以 进一步 研究 以 素 
数 p1，…，zp; 为 变量 的 方程 组 
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首 二 + 外 = Ni, 
Ne 
03) 4 -1 
WN 
在 什么 条 件 下 (3) 有 解 ? 在 什么 条 件 下 有 解数 的 渐 近 公式 呢 ? 这 
个 问题 也 获得 了 与 前 面 一 个 方程 相 类 似 的 圆满 结果 . 
还 可 以 考虑 更 广泛 的 问题 . 有 兴趣 的 读者 请 看 华罗庚 著 〈 堆 杀 
素数 论 》. 


二 十 一 “多项式 与 素数 


由 上 面 讲 的 一 些 材料 ， 多 少 可 以 看 出 ， 自 然 数列 中 素数 出 现 的 
规律 是 很 复杂 的 .各 种 形状 的 数 ， 往 往 既 可 能 是 素数 ， 又 可 能 是 复 
合 数 ， 现 在 提出 这 样 一 个 问题 ， 是 答 存在 整 系数 多 项 式 ， 使 对 于 每 
一 个 整数 x>，/ (z) 都 是 素数 ? 答案 是 否定 的 . 

定理 1 如 果 

f (z) =anz"+an_1zn 
是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 其 中 a, > 0， 那 么 有 无 穷 多 个 整数 z， 使 
f(z) 为 复合 数 . 
证 :因为 


1+…+ar+ao 


Gn— a 
i 1 
工 


7(z)=z( w+ + 四),z>0， 
I 
所 以 
f(z)=arr"(1+0(1))( 当 zr>%). 
同 理 可 知 
f(z)=narr" (1+0(1))( 当 zr>%). 
因此 存在 自然 数 zo 充分 大 , 当 zx > zo 时 有 
(1) l=f(z0o)>1 


及 
(2) f(z)>f(z0). 
我 们 将 证 明 ,对 于 任何 自然 数 k, f(zo + &!) 都 是 复合 数 .由 二 项 式 展 
开 可 知 
m 
1 


m 
zx" 1h+ ZI™" 2h2+ 


+ 


m 
NE 


PE 


Feeble 


| j= ar], 
72 一 1 


因此 
hl((xz+h)™— zr"), m=1,2,.…. 
由 于 
f(z+h)- f(r)=a,((r+h)"— zx") 
t+"+tal((zt+h)- 2), 
所 以 
hl(f(z+h)-f(zr)). 
即 得 


kll(f(zo+ kl)- f(z0)). 
于 是 由 (1) 可 得 
f(zot+ 以) 一 1= zkL(t 是 整数 )， 
f(zot kl)=(tk+1)1. 
由 (1), (2) 可 知 f(zo+ 刀 )>f(zo)=4>1, 所 以 f(zo+ 妈 ) 有 真 因 
数 1, 因 此 它 是 一 个 复合 数 .定理 证 完 . 
既然 不 存在 一 个 整 系数 多 项 式 f(z) ,使 当 工 = 1,2,… 时 , A(z) 
都 取 素数 .那么 是 否 存在 整 系数 多 项 式 F(z), 使 当 zx = 1,2,… 时 ， 
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F(z) 取 无 穷 多 个 素数 呢 ? 

例 1 假定 F(z) =z， 答案 是 肯定 的 ， 即 素数 有 无 穷 多 
(定理 3.1). 

例 2 假定 F (xz) =kz+1， 其 中 (4，!) =1. 答案 也 是 肯 
定 的 . 这 就 是 狄 里 赫 勒 定理 (定理 17.1). 

但 是 我 们 还 不 知道 任何 一 个 次 数 大 于 1 的 多 项 式 F (z)， 使 
当 z=1，2，… 时 ，F (z) 取 无 穷 多 个 素数 . 

最 简单 的 多 项 式 是 FF (z) =zx?+1, 当 z=1, 2, 4, 6, 10 
时 ，xz?+1 分别 等 于 2，5，17，37，101 都 是 素数 .更 多 的 数据 表 
明 ， 当 z 委 104 时 ， 有 842 个 使 zz+1l 取 素数 . 当 z 生 105 时 ， 
有 6656 个 使 zz+1 取 素数 .而 当 z 和 1.8x10; 时 ， 有 11 223 
个 使 宇 +1l 取 素数 .看 来 应 该 有 无 穷 多 个 自然 数 z 使 z:+1 取 
素数 .但 是 我 们 还 不 能 给 以 证 明 . 

其 次 ， 有 没有 无 穷 多 个 自然 数 zx 使 z? + 2 取 素 数 呢 ? 我 们 也 
不 能 回答 . 但 已 知 3=1 +2，29=33+2，127= 53+2，24 391= 
293 + 2 都 是 素数 . 

依 万 尼 希 (H.Iwaniec)Q@ 与 王 元 分 别 对 xz?+1 与 x+ 2 得 到 
下 面 结果 : 

定理 2 1) 存 在 无 穷 多 个 自然 数 z， 使 zz + 1 为 素 因数 个 数 不 
超过 2 的 列 素 数 . 2) 存在 无 穷 多 个 正 整 数 z， 使 z? + 2 为 素 因数 
个 数 不 超 过 4 的 殉 素 数 . 

更 一 般 些 ， 还 有 


®D H.Iwaniec, Almost-Primes represented by quadratic Polynomials, Invent. Math. 
47 (1978), 171~188. 
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定理 3 ( 布 赫 夕 塔 布 , 黎 切 尔 特 )9,2 假定 F(z) 是 一 个 首 项 
系数 是 正 的 既 约 整 系数 多 项 式 (所 谓 既 约 , 即 下 (z) 不 能 分 解 成 两 个 
次 数 >1 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ). 记 同 余 式 

F(zr)=0(mod p),1<zx<p 
的 解数 是 p(p). 假 定 对 于 任何 素数 p 都 有 p(p)<p. 如 果 F(z) 的 
次 数 是 ,那么 存在 无 穷 多 个 自然 数 z, 使 F(z) 为 素 因数 个 数 不 超 
过 +1 的 殖 素数 . 

有 进一步 的 猜想 , 即 对 于 任何 适合 于 定理 3 条 件 的 多 项 式 
F(z), 都 存在 无 穷 多 个 自然 数 x, 使 F(z) 取 素数 . 

更 一 般 些 , 还 有 辛 哲 尔 (A.Schinzel) 猜 测 :假定 有 n 个 整 系数 多 
项 式 F1(z),…, Fu(z), 它 们 的 首 项 系数 都 是 正 的 , 而 且 都 是 既 约 
的 , 假定 同 余 式 

Fi(x)**F,(zr)=0(mod p),1<zr<p 
的 解数 为 p(p) .如果 对 于 任意 素数 p 都 有 p(p)<p, 那么 存在 无 穷 
多 个 自然 数 z 使 F1(z),…, F,(z) 同 时 都 取 素 数 , 并且 有 类 似 的 “ 素 
数 定理 "的 猜测 . 

例 1 取 Fi(z)=z,Fz(z)=z+2, 就 得 到 挛 生 素数 猜测 . 

例 2 取 Fi(z)=z,Fz(z)=z+2,F3(z)=x+6, 就 得 到 三 
生 素数 猜测 . 

例 3 取 Fi(z)=z, F(z)=r+tl,, F(zr)=zr+il, 1 此 
处 也 <…< 14, -1 为 自然 数 . 假定 对 于 任何 素数 p， 诸 整数 0，11， 
…，4-! 模 p 互 不 同 余 的 个 数 皆 小 于 p， 即 得 a 生 素数 猜测 ( 见 本 
文 第 十 九 部 分 ). 


D A.A.Byxumra6, KowGupuaropaoe Ycunesme Merona Sparocbeaosa Pemera, VMH 
CCCP, 22(1967), 199~226. 
©® H.E.Richert, Selberg's sieve with weights, Mathematika ;16(1969), 1~22. 
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已 知 多 项 式 
”zz+l7， 
当 z=1，…，16 时 ， 都 取 素数 . 又 已 知 多 项 式 
z?-zx+41, 


当 =1,，…，40 时 ， 都 取 素数 . 现在 提 一 个 问题 : 任意 给 予 一 个 

自然 数 N， 能 不 能 找到 素数 p， 使 当 x=1，…，N 时 ， 多 项 式 
2 一 工 十 力 

都 取 素数 ? 

这 个 问题 比 挛 生 素数 猜测 与 三 生 素数 猜测 更 难 ， 假 定 上 面 的 问 
题 得 到 了 正面 的 答案 ， 取 gq1 之 3 为 素数 ， 那 么 存在 素数 g, 使 当 = 
=1，…，gi 时 ， 

2 十 92 
都 取 素数 ， 显 然 > g (否则 若 9 和 qi， 则 当 zx = g 时 ， 即 得 复 
合 数 q2). 又 对 于 素数 g,， 存 在 素数 g; 使 当 z = 1， …，92 时 ， 
zl-rtgs 
都 取 素 数 . 依次 类 推 .存在 素数 数列 qi< q2<…， 使 当 zx = 1， 
， gi-1 时 ， 
2 


立 一 工 十 gi 
都 取 素数 .特别 取 z =1，2， 即 得 无 穷 多 对 李 生 素数 (g;，g; + 2) 
(i=2，3，…). 又 取 z=1，2，3， 即 得 无 穷 多 组 三 生 素数 (gi 


qi+2，gi+6) (i=2，3，…)， 从 而 挛 生 素数 猜测 与 三 生 素数 狂 
测 将 都 有 了 肯定 的 答复 . 

从 这 里 也 可 以 看 出 ， 数 论 中 能 够 建议 的 猜想 ， 常 常 比 能 解决 的 
要 多 得 多 . 


二 十 二 ” 表 整 数 为 素数 与 整数 平方 之 和 的 问题 
哈代 与 李 特 伍德 在 1922 年 曾 猜测 ， 每 一 个 充分 大 的 不 是 完全 
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平方 的 自然 数 都 可 以 表示 为 一 个 素数 与 一 个 自然 数 的 平方 之 和 . 这 
一 猜测 至 今 仍 没有 解决 . 


假定 p 是 奇 素数 ， 那 么 2 了 + 与 2 于: 都 是 自然 数 ， 所 以 
六 
和 (生生 
另 一 方面 ,如 果 n =3k + 2, 其 中 上 是 自然 数 , 现在 来 证 明 不 存在 自 
然 数 z 与 素数 g 使 
n=zx?2+g. 
假如 上 式 成 立 , 那么 
q=n2-z2=(n+z)(n-z). 
因为 g 是 素数 ,所 以 n+zx=g,n 一 =1, 从 而 
qg=2n -1=6k+4-1=3(2k+1). 
这 是 不 可 能 的 . 
因此 我 们 证 明了 存在 无 穷 多 个 自然 数 的 完全 平方 ， 它 们 都 可 以 
表示 成 为 一 个 素数 与 一 个 自然 数 的 平方 之 和 ， 另 一 方面 ， 也 存在 无 
穷 多 个 自然 数 的 完全 平方 ， 它 们 都 不 能 表示 成 一 个 素数 与 一 个 自然 
数 的 平方 之 和 . 
哈代 与 李 特 伍德 在 1922 年 还 猜测 ， 每 一 充分 大 的 整数 都 可 以 
表示 为 一 个 素数 与 两 个 整数 的 平方 之 和 ， 这 个 猜测 是 林 尼 克 在 
1960 年 解决 的 . 
定理 1 ( 林 尼 克 )9 ”每 一 充分 大 的 整数 ” 都 可 以 表示 成 一 个 
素数 与 两 个 整数 的 平方 之 和 
在 定理 1 中 ， 我 们 也 可 以 得 到 将 整数 ”表示 成 一 个 素数 与 两 
个 整数 的 平方 之 和 的 表示 个 数 的 渐 近 公式 .用 类 似 的 方法 还 可 以 证 


Q@ IO.B. Tu, Jacnepcaoaanail merox a Gumapaaox amnaaritaaatx Senadax, 
Ha .JIHR.yH-Ta; 1961. 
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明 : 
定理 2 对 于 任意 整数 a4， 皆 存 在 无 穷 多 个 素数 p 表示 成 为 
户 =z2+y2+a， 
其 中 工 与 y 都 是 整数 . 
注意 : 多 项 式 r?+ y? + a 是 两 个 变数 zx，y 的 多 项 式 . 


二 十 三 模 p 的 剩余 类 分 布 问题 


假定 >1 为 整数 及 p 表示 素数 .在 本 文 第 十 二 部 分 中 ， 我 们 
已 经 定义 了 模 p 的 k 次 剩余 与 & 次 非 剩余 . 

我 们 用 mn。(p) 表示 模 p 的 最 小 正 & 次 非 剩余 ， 例 如 x2(7) = 
3, n2(11)=2 等 . 最 有 名 的 问题 是 估计 na(p ) 的 上 界 . 目前 关于 
xz2( 力 ) 的 最 佳 估计 是 布尔 吉 斯 于 1957 年 证 明 的 . 


定理 1 《布尔 吉 斯 )9 。 ma(2) = O{。 声 + e), 其 中 是 任意 
给 定 的 正 数 ， 而 与 “O” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 。. 

关于 必 ( 思 )， 王 元 以 后 也 证 明了 类 似 的 结果 ， 

定理 3 假定 为 任意 正 数 ， 则 当 p 充分 大 时 有 


1 
D) mp)Spr (422), 


2) m(p)<p 羡 (>21), 
3) m(p)Tp EE (40). 
但 这 些 结果 与 理想 的 猜想 结果 还 相距 很 远 . 一些 数据 表明 似乎 


(1) na(p)= O((Inp)?), 


® D.A.Burgess. The distribution of guadratic residues and non-residues, Mathemati- 
ka; 4 (1957), 106~112. 


或 者 甚至 可 能 有 : 
(2) n2(P)= O((Inp)'*'), 
此 处 与 “0O” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 e. 但 是 可 以 证 明 
(3) n2(p)= 0(Inp). 
在 广义 黎 曼 猜 测 真实 的 假定 下 ( 即 假定 (17.4) 成 立 ), 可 以 证 明 
(1) 式 成 立 . 
关于 na(p)(k>2) 的 猜测 结果 也 是 与 n,(p) 完 全 一 样 的 . 
另 一 个 有 名 的 问题 是 关于 模 p 的 最 小 原 根 问题 .假定 g 是 一 个 
自然 数 , 且 pg, 那么 由 定理 8.1 可 知 : 
g? !=1(mod p). 
如 果 当 1 委 2< 户 -工时 都 有 
gf 天 1(mod p), 
我 们 就 称 9 是 模 p 的 原 根 .可 以 证 明 模 p 的 原 根 是 存在 的 ( 见 华 罗 
庚 著 《数论 导 引 》 第 三 章 )、 我 们 用 g(p) 来 表示 模 p 的 最 小 正 原 
根 . 例如 g(11) =2, g(41) = 6, g(409) = 21, g(467) =2 等 ， 关于 原 
根 最 著名 的 问题 之 一 是 估计 g(p) 的 上 界 . 目前 最 好 的 结果 是 用 布 
尔 吉 斯 方法 ， 由 布尔 吉 斯 与 王 元 独立 地 证 明 的 , 即 : 


定理 3 g(p)=O(p4+'), 其 中 。 为 任意 正 数 ,而 与 “0” 有 关 
的 常数 仅 与 有 关 . 

同样 ,这 个 结果 与 关于 g(p) 的 猜测 结果 
(4) g(p)=O((Inp)?) 或 g(p)=O((Inp)1*') 
相 比 ,是 差 得 很 远 的 . 

在 广义 黎 曼 猜测 真实 的 假定 下 , 王 元 证 明了 ; 
(5) g(p)=O(ms(Inp)?), 
此 处 m 表示 户 - 1 的 互 异 的 素 因 数 个 数 . 

关于 原 根 另 一 个 重要 问题 是 阿 丁 (E.Artin) 在 1927 年 提出 的 猜 
测 , 即 对 于 任意 不 等 于 1, p -1 及 完全 平方 的 正 整数 a, 必定 存在 无 
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穷 多 个 素数 p, 以 a 为 原 根 ,特别 是 存在 无 穷 多 个 素数 p, 以 2 为 原 
根 . 

关于 这 个 问题 ,还 没有 解决 .1967 年 , 霍 勒 ?在 某 种 黎 曼 猜测 成 
立 的 假定 之 下 , 证 明了 阿 丁 猜测 , 并 得 到 了 以 a 为 原 根 的 适合 于 pp 过 
工 的 素数 个 数 的 渐 近 表达 式 . 


二 十 四 ” 模 p 的 二 次 型 同 余 式 的 最 小 解 


假定 gy(1<i,j 二 n) 为 整数 及 gj = qj, 记 王 = (zi …, zy) 为 有 
s 个 整数 分 量 的 矢量 .定义 二 次 型 


Q(E)=Q(r1, ,7,)= > GiTiTj 
又 全 | 

正当 = max |zi|. 
数论 中 有 下 面 的 猜想 , 假定 m 为 整数 宇 2 及 ;之 4, 则 同 余 式 
(1) Q(E)=0(mod m) 
的 最 小 解 满足 

0<1 天 |<Vm. 
所 谓 最 小 解 即 方程 (1) 的 使 | 至 | 达到 最 小 的 解 工 ,但 工头 0 = (0， 
… 0). 

我 们 首先 说 明 只 要 当 s = 4 时 证 明 这 一 猜想 即 可 , 事实 上 , 若 当 

s=4 时 猜想 成 立 , 即 

Q(zi, zi, T3, XT4)=0(mod m) 
有 解 适合 

0< max |zi| Vm, 
则 取 


® C.Hooley, On Artin's Conjecture, J. reine angew. Math. 13225(1967), 209~220. 


率 数 157 
EE=(r1 za, za, T4,0, ,0), 
即 得 
Q(E)=0(mod m) 
有 解 适合 
0<|z| = max |zi| KV m. 
明 所 欲 证 . 


其 次 ， 我 们 来 说 明 猜想 中 的 Vm 是 至 于 至 善 的 . 事实 上 ， 取 
Q(E)=rI+zrd+ r+ zd, 
则 对 于 任何 半天 和 及 Q( 王 ) 二 0(mod m), 必定 有 
ZI+ x3+ xz + 之 mm 
所 以 
正当 | = max |zi|>V m/2. 
明 所 和 欲 证 . 
最 后 我 们 来 说 明 *= 4 已 不 能 再 减少 了 , 即 只 要 举例 说 明 三 个 变 
数 的 二 次 型 , 猜想 不 成 立 .事实 上 , 取 m = 为 一 个 奇 素数 , 假定 a 
为 一 个 模 p 的 二 次 非 剩余 ,b=[p' ?3] 及 
Q(E)= Q(z T2173)= (x2 bri) — a(x3- br2)’, 


(2) Q(E)=0(mod p) 


位 -br2=0(mod p), 

Xx2— br1=0(mod p). 

若 zz 关 bzb 则 1za - bz1| 之 ,于 是 max(|z21, 15z1|) 之 如, 从 而 
1 三 | 汪 pp !>p” .车 zx3 关 bzz, 亦 得 同样 结论 ,最 后 z; = bzxi, za = 
bz2, 于 天 0 ,于 是 
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[zal=6 zl>6 Sp. 
因此 同 余 式 (2) 的 任何 非 零 解 篆 满 足 
1z >p”3. 
首先 是 希 斯 - 仆 朗 对 于 m = p 基本 上 证 明了 这 一 猜想 , 他 证 明了 
当 m=p 及 ;之 4 时 , 同 余 式 (1) 有 解 适合 
0<|¥ I<Vpinp. 
柯 克 朗 ( 人 .Cochrane) 对 于 m = pp, 完全 解决 了 这 一 猜想 , 他 证 明 
了 
定理 1 ( 柯 克朗 )? 当 m =p 及 ;之 4, 同 余 式 (1) 有 解 王 适合 
0<|z¥1<Vp. 
以 后 , 希 斯 - 仆 朗 与 柯 克朗 又 分 别 将 他 们 自己 的 结果 推广 至 mm 
= pg 的 情况 ,此 处 p,g 为 互相 不 同 的 素数 . 


后 记 


《 谈 谈 素数 》 这 本 小 册子 是 十 年 浩 动 结束 时 ， 应 上 海 教育 出 版 
社 赵斌 编 辑 之 邀 ， 立 即 动手 写 的 . 大概 是 十 年 来 少 有 科技 图 书 出 
版 ， 所 以 初版 5 万 册 很 快 销售 一 空 . 

这 么 多 年 来 ， 不 断 有 读者 给 我 来 信 . 我 很 高 兴 他 们 从 本 书 中 了 
解 到 “素数 论 ” 的 知识 ， 但 也 产生 了 一 些 副 作用 ， 尽 管 我 们 一 再 声 
明 研究 经 典 数论 问题 ， 必 须 首先 有 坚实 的 数学 基础 ， 否 则 会 劳 而 无 
功 ， 但 少数 人 不 听 劝 说 ， 确 实 浪费 了 宝贵 时 间 ， 使 我 很 不 安 ， 所 以 
我 在 此 再 次 强调 这 一 观点 . 

几 年 前 ，“ 九 章 出 版 社 ”总 经 理 孙 文 先 先生 邀 我 再 版 这 本 小 册 


加 T.Cochrane, Small zeros of quadratic forms modulo Pp, WW, JNumber Theory, 37 
(1991),92~99. 
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子 ， 苦 无 时 间 ， 直 到 最 近 潘 承 彪 教授 将 华罗庚 教授 的 《数论 导 引 》 
的 “附录 ” 作 了 重新 修订 ， 使 我 可 以 将 有 关 部 分 搜 入 本 书 之 中 ， 省 
了 不 少时 间 ， 在 此 特 表 感谢 .这 次 修订 ， 除 将 原 书 有 关 问 题 的 最 新 
结果 补 入 本 书 外 ， 还 增加 了 第 24 节 ， 讲 述 了 模 p 的 二 次 型 同 余 式 
的 最 小 解 问题 ， 这 次 修订 之 后 ， 书 名 为 《素数 )， 交 由 广东 科技 出 
版 社 出 版 . 


解析 数论 在 中 国 - 


解析 数论 在 中 国 的 研究 开始 于 本 世纪 30 年 代 , 创始 者 是 我 国 著 
名 数学 家 华罗庚 教授 .他 对 许多 著名 问题 都 作 过 重要 贡献 , 例如 完整 


三 角 和 的 估计 、 华 林 问 题 \ 塔 利 问题 \ 华 林 一 哥 德 巴赫 问题 及 高 斯 圆 
内 格 点 问题 等 .他 在 解析 数论 方面 的 大 部 分 工作 搜集 在 他 的 专著 ( 堆 
全 素数 论 )( 指 数 和 的 估计 及 其 在 数论 中 的 应 用 》 与 (数论 导 引 》 中 ， 
所 以 本 文 不 再 叙述 这 些 工作 . 华 教授 在 1953 一 1957 年 间 , 曾 在 中 国 
科学 院 数学 研究 所 领导 了 一 个 解析 数论 讨论 班 . 在 讨论 班 中 认真 学 
习 了 解析 数论 的 基本 思想 与 方法 , 例如 史 尼 尔 曼 (Schnirelman) 密 率 
论 , 仆 朗 (Brun) 与 塞 尔 伯 格 (Selberg) 筛 法 , 哈代 (Hardy) 与 李 特 伍德 
(Littlewood) 圆 法 , 依 . 维 诺 格拉 朱 夫 (I.M. Vinogradov)、 华 罗 庚 与 
冯 ' 德 . 科 坡 德 (Van der Corput) 关于 三 角 和 的 估计 方法 , 及 列 尼克 
(Linnik) 的 分 析 方法 等 . 除 此 而 外 , 对 于 数论 其 他 分 支 的 重要 进展 也 
给 予 密切 的 注意 .讨论 班 中 也 可 以 报告 参加 者 们 的 工作 . 华 教授 领导 
讨论 班 的 特点 是 治学 严谨 ,要求 严格 .所 以 , 虽然 只 有 短 短 几 年 , 却 出 
了 很 好 的 人 才 与 成 果 . 头 病 箱 、 越 民 义 、 陈 景 润 、 许 孔 时 、 严 士 健 、 吴 
方 、 魏 道 政 \ 潘 承 洞 、 尹 文 霖 与 王 元 等 都 是 讨论 班 的 参加 者 .在 经 历 了 


* 1979 年 5 一 6 月 ,笔者 曾 应 递 在 巴黎 " 德 让 、 毕 索 、 包 托 研究 班 " 与 波 思 第 20 属 数学 工 
作 会 议 上 , 以 《得法 与 哥 德 巴 替 猿 想 》 为 题 ,报告 了 本 文 的 有 关 部 分 . 
原 载 (自然 杂志 ,3 : 8, 1980. 
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林彪 “四 人 帮 ” 的 严重 破坏 后 , 回顾 往昔 , 感到 恢复 和 发 扬 优良 的 学 
风 , 在 数学 界 已 是 迫在眉睫 的 事 .对 青年 数学 家 来 说 , 更 是 如 此 . 现 将 
解放 后 解析 数论 在 我 国 的 发 展 概述 如 下 . 


一 第 法 及 其 有 关 的 问题 


筛 法 秘 源 于 “ 厄 拉 多 塞 得法 ". 厄 氏 注意 到 nl/2 与 ”之 间 的 素 

数 , 可 通过 从 2,3, …, n 中 去 掉 那 些 含有 不 超过 nV? 的 素数 因子 的 诸 

数 而 得 到 . 命 x(z) 为 不 超过 zx 的 素数 个 数 , T[ = I 思 , 此 处 p 表 
pn? 


示 素数 , 则 
1+r(na) -rn) = 3 5) pla) 


“Saadl(a, IT) 
= 0[2] 


此 处 y(n) 表示 麦 比 乌 斯 甸 数 , [z] 表示 x 的 整数 部 分 .如 果 用 子 + 


9 来 代替 [她 ], 则 上 式 将 导致 误差 项 O(2*(/5)). 所 以 厄 氏 第 法 几乎 
是 无 用 的 . 

仆 朗 在 1919 年 对 得法 作 了 巨大 改进 ,并 成 功 地 用 于 许多 困难 而 
重要 的 数论 问题 .1947 年 , 塞 尔 伯 格 对 厄 氏 得 法 作 了 另 一 重要 改进 ， 
比 仆 朗 得 法 简单, 而 结果 却 更 精致 .这 些 方法 已 成 为 数论 中 强 有 力 的 
工具 . 

第 法 联系 着 数论 中 两 个 重要 猜想， 

(a) 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ， 

(b) 有 无 穷 多 对 亨 生 素数 p, pp + 2. 

其 中 (a) 称 为 吾 德 巴赫 猜想 ,(b) 称 为 李 生 素数 猜想 . 

命 A = 1a,i(v = 1,…,n) 为 一 个 整数 集合 ， P 为 r 个 素数 pi < 

… < pr 的 集合 . 命 S(A,P) 为 A 中 不 能 被 任何 p(1 < i < r) 整除 
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的 整数 个 数 .例如 取 ae。 = v(n - v)(u = 1,…, nn). 又 假定 P 为 适合 
于 Pp 三 nM 的 全 体 素数 ,此 处 4 为 一 个 正 整 数 .假定 当 ”充分 大 
时 , 可 以 证 明 S(A,P) 有 一 个 正 的 下 界 估计 , 则 下 面 的 命题 成 
也: 
(a ) 每 一 大 偶数 ”都 是 两 个 素 因子 个 数 各 不 超过 ! 的 整数 之 
和 . 
我 们 将 这 一 命题 记 为 (2, 1). 类似 地 , 可 以 定义 (1, m)(l 关 m). 
仆 朗 首 先 证 明了 (9,9) .一些 数 学 家 改进 了 仆 朗 的 方法 与 结果 : 
(7,7) 一 一 拉 德 马 海尔 (Rademacher, 1924); (6,6) 一 一 埃 斯 特 曼 
(Estermann, 1932);(5,7), (4, 9), (3,15), (2,366) 一 一 黎 奇 (Ricci， 
1937);(5,5), (4,4) 一 一 布 赫 夕 塔 布 (Buchstab, 1938 ~ 1940);(a， 
5), 此 处 a + 8 入 6 一 一 孔 恩 (Kuhn, 1953 ~ 1954) 
仆 朗 与 塞 尔 伯 格 方法 的 要 点 在 于 用 不 等 式 来 代替 


1, 当 ”= 1, 
PD = ee 


例如 给 予 任 意 一 组 实数 441, 其 中 4， = 1, 则 
S(A,P)= 2 2 pd SD (D1). 
vendl(a,,P) 


Sm die 让 


选择 适当 的 As 使 上 式 右 端 达到 极 小 , 即 导致 塞 尔 伯 格 上 界 方法 . 特 
别 在 综合 仆 朗 、 塞 尔 伯 格 、\ 布 赫 儿 塔 布 与 孔 恩 的 方法 的 基础 上 , 王 元 
证 明了 (3,4), (3,3), (a,5), 此 处 a + 6b 过 5,(2,3)(1956 ~ 1957)， 
其 中 (3,3) 也 被 阿 . 维 诺 格拉 朱 夫 (A.I. Vinogradov) 独立 地 加 以 证 
明 . 

如 果 我 们 取 ap = n ~ p, 此 处 p 过 为 素数 , 则 当 ”充分 大 时 ， 
S(A,P) 有 一 个 正 的 下 界 估计 , 即 意味 着 下 面 的 命题 成 立 ; 

(Ca ) 每 一 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 /个 素数 的 乘积 
之 和 . 
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1932 年 , 首先 是 埃 斯 特 曼 在 假定 GRH( 广 义 黎 曼 猜想 ) 的 情况 
下 ,证 明了 (1,6). 不 用 未 经 证 明 的 上 述 猜 想 , 瑞 尼 (Renyi) 于 1948 年 
证 明了 (1,c), 此 处 c 是 一 个 正常 数 . 在 瑞 尼 的 证 明 中 , 一 个 关于 
x(z,A,Z) 的 中 值 公式 被 证 明了 用 来 代替 所 谓 的 列 GRH, 即 


ls | _ 工 
rz 和 1) 一 FA 三 of 二 了)， (1) 


> Max 
4k)=1 
zsz 


此 处 r(z,tD = 于 lliz= | 咎 ,(1, 和 ) 表 示 1, 的 最 大 公 
i 人 

约 , gp() 表示 欧 拉 函 数 , A 为 任意 正常 数 , 8 为 某 一 正 数 . 式 (1) 的 证 

明基 于 列 尼 克 的 大 第 法 .还 需 注 意 在 瑞 尼 原 来 的 论文 中 , x(z,k, 1) 


需 换 成 一 个 加 权 数 和 .如 果 (1) 对 于 6 = 二 一 成立, 此 处 表示 任 
意 正 数 , 则 (1) 可 用 来 代替 埃 斯 特 曼 (1,6) 证 明 中 的 GRH. 

王 元 在 GRH 之 下 将 6 改进 为 3, 即 证 明了 (1, 3). 

1961 年 ,巴尔 巴 恩 (Barban) 证 明 (1) 对 于 6 = 1/6 成 立 . 潘 承 洞 
于 1962 年 独立 地 证 明 (1) 对 于 6 = 1/3 成 立 , 并 结合 王 元 证 明 (1， 
3) (假定 GRH) 的 方法 ,导出 了 (1, 5). 潘 承 洞 与 巴尔 巴 恩 还 独立 证 明 
(1) 对 于 6 = 3/8 成 立 ,并 导出 (1,4)( 王 元 同时 指出 由 潘 承 洞 的 6 = 
1/3 也 可 导出 (1,4)). 最 后 , 朋 比 利 (Bombieri) 与 阿 . 维 诺 格拉 采 夫 


于 1965 年 独立 证 明 (1) 对 于 3 = 二 - e 成 立 ,从 而 证 明了 (1,3). 准 
确 地 说 , 朋 比 利 公式 为 


Max 


C=L 


| 0) 
此 处 A 为 任意 正常 数 , B = B(A). 尽 管 朋 比 利 公式 比 阿 . 维 诺 格拉 
朱 夫 公式 只 是 稍 强 一 点 , 但 在 数论 中 却 有 很 大 应 用 .使 他 获得 1974 
年 国际 数学 大 会 费 效 (Fields) 奖 , 主要 也 是 这 一 工作 . 
1966 年 , 陈景润 对 (1, 3) 的 证 明 作 了 重要 改进 , 从 而 出 色 地 证 明 
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了 (1,2), 在 国际 上 被 称 为 陈 氏 定理 .这 个 定理 有 许多 简化 证 明 , 其 中 
之 一 是 潘 承 洞 、 丁 夏 畦 与 王 元 获得 的 .国外 有 学 者 将 陈 氏 定理 看 作 筛 
法 发 展 的 顶峰 , 因为 一 般 推 测 ,用 得 法 是 极 难 证 明 (1,1) 的 . 

关于 李 生 素数 猜想 , 用 陈景润 的 方法 可 以 证 明 存在 无 穷 多 个 素 
数 p, 使 p + 2 为 不 超过 2 个 素数 的 乘积 . 

筛 法 还 可 以 用 来 处 理 有 关 殖 素数 的 一 些 其 他 问题 , 所 谓 列 素 数 
者 即 素 因子 个 数 不 超 过 某 一 常数 的 整数 . 例如 在 1957 年 , 王 元 证 明 
了 下 述 结果 :(i) 命 F(z) 为 次 整 值 多 项 式 且 没有 固定 素 因子 , 则 存 
在 无 穷 多 个 整数 n 使 F(n) 为 不 超过 s+ clogs 个 素数 的 乘积 , 其 中 
< 是 一 个 常数 . (ii) 当 z 充分 大 时 ,区 间 zx < n 过 z+ zloD 中 恒 有 
一 个 数 , 其 素 因 子 个 数 不 超过 2. 

这 两 个 结果 分 别 是 前 人 结果 的 改进 , 也 被 以 后 的 数学 家 加 以 改 
进 .例如 布 赫 夕 塔 布 与 黎 彻 特 (Richert) 独立 证 明了 (i) 中 的 s+ clogs 
可 以 改进 为 + 1. 关于 (ii), 最 佳 的 结果 是 陈景润 证 明 的 ， 他 证 明 


zz10117 可 以 用 z 二 -0.023 来 代替 . 
二 ”指数 和 的 估计 及 其 有 关 的 问题 


假定 9 是 * 维 欧 氏 空间 中 的 一 个 有 限 集 , f(z1,…, z,) 是 一 个 
实 函 数 , 则 估计 形 如 


DD es) 


(zr EDN 


的 指数 和 , 在 解析 数论 中 是 十 分 重要 的 . 除 这 个 问题 本 身 饶 有 兴趣 
外 ,解析 数论 中 许多 重要 问题 的 处 理 都 与 指数 和 的 估计 有 关 , 例如 华 
林 问 题 哥 德 巴赫 问题 高 斯 贺 内 格 点 问题 等 . 

1. 完整 三 角 和 .假定 g 是 一 个 整数 , f(z) = atzt+ …+ az 是 
一 个 整 系数 多 项 式 , 是 (at, …, a1, 9) = 1. 完 整 三 角 和 S(g, f(z)) 


= Dew 的 估计 在 解析 数论 中 是 非常 重要 的 . 当 。= 2 时 ， 
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S(g,z?) 称 为 高 斯 和 ,并 由 高 斯 证 明了 | S(g, xz?) 1= O(gq'?). 这 
一 历史 难题 是 华罗庚 在 1940 年 出 色 地 解决 的 , 他 证 明了 


|s(q, f(z) |< ek) gh, (2) 
此 处 9 的 阶 是 至 于 至 善 的 .不 少数 学 家 致力 于 <(&) 的 改进 , 最 佳 结 
果 c(&) 三 e* 是 陈景润 在 1977 年 证 明 的 . 
2. 高 斯 圆 内 格 点 问题 . 命 A(z) 表示 圆 w?+ v? 过 x 内 格 点 (u， 
v) 的 个 数 .高 斯 在 1863 年 证 明了 
A(zr) = xr + O(zV2)， (3) 
此 处 O(zl2) 称 为 误差 项 .寻找 更 佳 的 误差 项 使 (3) 成 立 ,通常 即 称 


作 高 斯 圆 内 格 点 问题 . 1916 年 ,哈代 证 明 误差 项 不 能 比 O(z4-*) 更 
好 (粗略 地 说 ). 夕 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 与 汉 . 德 . 科 坡 德 分 别 于 
1906 年 与 1923 年 证 明 误差 项 可 以 取 作 O(z 纺 *) 与 O(z 况 +) . 冯 ， 
德 . 科 坡 德 的 证 明基 于 某 种 三 角 和 的 估计 ,通常 称 为 汉 . 德 . 科 坡 德 
方法 . 他 的 结果 被 不 少数 学 家 改进 了 . 至 1942 年 ,最 佳 估计 
O(z 看 *) 是 华罗庚 得 到 的 . 进一步 的 改进 O(z 如 +) 是 陈景润 在 
1963 年 证 明 的 .以 后 则 只 有 幅度 很 小 的 改进 了 . 
3， 狄 利克 雷 除 数 问题 . 命 4(n) 表示 n 的 因子 个 数 , 则 和 数 
D(z) = 之 d(n) 即 等 于 区 域 
uv ru>1,v>1 
中 的 整 点 (u,v) 的 个 数 . 狄 利克 雷 于 1849 年 证 明了 
D(z) = z(logz +27 -1) + O(Vz), (4) 
此 处 7 为 欧 拉 常 数 .寻找 更 佳 的 误差 项 使 (4) 成 立 , 通常 即 称 作 狄 利 
克 雷 除数 问题 .这 个 问题 与 圆 内 格 点 问题 颇 类 似 . 迟 宗 陶 与 歼 彻 特 分 


别 在 1950 年 与 1953 年 证 明了 误差 项 可 取 作 O(z 幕 +) .进一步 的 结 
果 是 尹 文 条 在 1963 年 证 明 的 O(z 势 "?). 以 后 还 有 些小 改进 . 
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4. 球 问题 .作为 圆 问题 的 推广 ,还 可 以 研究 这 样 的 问题 :寻求 使 
公式 
1= $x + O(z9) (5) 


rcs 
成 立 的 最 佳 误差 项 , 即 最 小 的 8. 这 个 问题 叫做 球 问 题 . 目前 最 好 的 
结果 仍 是 依 ， 维 诺 格拉 采 夫 与 陈景润 在 1963 年 独立 证 明 的 , 即 
O(z 对 3) .类 似 于 球 问题 ,还 可 以 研究 三 维 空间 的 除数 问题 , 即 估 计 
区 域 

uvw < ru>1,v>1,w>>1 
中 的 格 点 (u,v, w) 的 个 数 . 越 民 义 、 吴 方 , 尹 文 霖 与 陈景润 曾 先后 获 
得 了 较 精 致 的 结果 . 

5. 华 林 问 题 .所 谓 华 林 问 题 , 即 研究 不 定 方程 

n= 工作 十 十 工人 (6) 
对 于 给 定 整数 k > 0 的 可 解 性 问题 .1909 年 , 希 尔 伯 特 首先 证 明了 对 
于 任意 正 整 数 和 皆 存 在 常数 ; = s(k), 使 方程 (6) 对 于 任意 正 整数 
皆 有 非 负 整数 解 ri(1 < is *) .研究 华 林 问题 的 新 方法 一 一 哈代 与 


李 特 伍德 加 法 可 描述 如 下 : 命 X(a) = 六 oznes(P = [nt]), 则 显 
然 方程 (6) 的 解数 等 于 
Py zaeeeda. 


积分 区 域 可 分 为 两 部 分 : 优 弧 与 劣 弧 . 粗略 地 说 , 优 弧 含有 [0, 1] 中 
包 有 分 母 较 小 的 分 数 h/g 的 那些 小 区 间 mw.。 而 [0, 1] 中 的 其 余部 
分 则 称 为 劣 弧 .r,(n) 的 主 项 由 优 弧 部 分 的 积分 得 出 , 但 主要 的 困难 
却 在 于 对 劣 弧 的 估计 , 它 往往 归结 为 被 称 做 韦 尔 (Weyl) 和 的 指数 和 
的 估计 .哈代 与 李 特 伍德 证 明了 , 当 * << 2& + 1 时 ， 
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2 ji FT (a)e "mda ~ S(n) i 
me hs r(i 


1957 年 , 华罗庚 将 2&k + 1 改进 为 上 +1. 这 一 结果 是 至 于 至 善 的 .假定 
g(k) 是 使 所 有 正 整 数 皆 可 表示 成 :个 非 负 整数 的 k 次 矫 和 的 :的确 
下 界 .陈景润 在 1965 年 证 明了 g(5) = 37. 

6. 塔 利 问题 . 命 r,(P) 为 不 定 方程 组 


ZI+ "+= +t + 


ZH t+ yt 
的 整数 解数 ,此 处 1< z;, y; 三 .华罗庚 于 1952 ~ 1953 年 证 明了 当 
k 之 11 与 + > [k?*(3logk + log logk + 4)] 时 ， 

limPr4*D/2n,(P) = ©, 
此 处 名 是 一 个 常数 .这 一 结果 的 证 明 是 以 关于 韦 尔 和 估计 的 依 . 维 
诺 格拉 采 夫 方法 及 华罗庚 关于 完整 三 角 和 的 估计 方法 为 基础 的 . 当 
较 小 时 , 华罗庚 与 陈景润 都 曾 获得 较 精致 的 估计 . 

7. 模 p 的 最 小 原 根 .利用 韦 依 (Weil) 关于 有 限 域 上 代数 数 域 的 
类 似 RH( 黎 曼 猜想) 的 重要 贡献 , 伯 吉 斯 (Burgess) 在 1957 年 改进 了 
包 利雅 (Polya) 关于 特征 和 的 估计 定理 及 模 p 最 小 正二 次 非 剩余 
r( 思 ) 的 估计 .利用 他 的 方法 , 王 元 (1959) 与 伯 吉 斯 (1962) 独立 地 证 


明了 g(p) = O(p34"), 此 处 g(p) 表示 模 户 的 最 小 正 原 根 .这 个 结 
果 改 进 了 依 : 维 诺 格拉 朵 夫 (1930)、 华 罗 庚 (1942) 与 爱 多 士 (Erdas， 
1945) 等 的 结果 . 王 元 还 证 明 在 GRH 的 假定 下 有 g(p) = 
O(mslo@p), 此 处 m 表示 请- 1 的 素 因子 个 数 . 这 个 结果 是 安 基尼 
(Ankeny) 结果 的 改进 . 
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三 ”解析 数论 的 其 他 结果 


1. 命 (&,1) = 1, P(k, 17) 为 算术 级 数 kn+ 1(n = 1,2,…) 中 的 
最 小 素数 . 列 尼克 首先 证 明了 P(k,4) = O(k'), 此 处 c 是 一 个 常数 . 
潘 承 洞 首先 证 明 < = 5448 即 足 . 陈景润 、 尤 梯 拉 (Jutila) 与 革 拉 姆 
(Graham) 曾 分 别 改进 了 潘 承 洞 的 结果 . 目前 最 佳 的 估计 c = 16 是 陈 
景 润 得 到 的 . 


2. 命 4(T,y) 为 黎 曼 函数 5(s) 在 矩形 才 + v<<o < 1 


14 1 过 了 中 的 零点 个 数 ,此 处 0 之 v 过 十,T > 0. 在 DH( 密 度 猜 
想 ) 即 W(T,v) = OCTI-?log( 工 +2)) 的 假定 下 , 王 元 于 1977 年 证 


明了 对 于 任意 ”> 3, 皆 存在 素数 p,p” 使 R(n)OC(logn) 宾 %), 此 
处 R(n) =1n 一 pp 1. 一 个 类 似 的 定理 R(n) = O(log 'n) 首先 
是 列 尼克 证 明 的 ,但 在 他 的 证 明 中 有 些 错误 , 其 结论 需 修正 为 R(n) 
= O(exp(c(logn)'/11log logn)). 潘 承 洞 用 塞 尔 伯 格 方法 也 证 明了 
类 似 的 结果 R(n) = O(logc ) . 

3. 命 M(z) 为 不 超过 z 的 偶数 中 ,不 能 表 为 两 个 素数 之 和 的 偶 
数 个 数 .华罗庚 等 首先 证 明 M(z) = O(z/log^z), 此 处 A 为 任意 常 
数 .蒙哥马利 (Montgomery) 与 沃 恩 (Vaughan) 进一步 证 明了 存在 
> 0 使 M(z) = O(zl-*). 最 近 , 陈景润 与 潘 承 洞 合作 证 明了 8 > 
0.01. 

4. 命 r(n) 为 将 偶数 表 为 两 个 素数 之 和 n = p + 力 的 表示 个 
数 .陈景润 于 1978 年 证 明了 

"(<7.81 2 IT 人 1- 二 1 未) 起 54 + 0(1)). 


pin P22 
p>2 


这 一 结果 改进 了 过 去 用 朋 比 利 中 值 公式 与 塞 尔 伯 格 方法 相 结合 而 得 
到 的 估计 , 即 用 8 来 代替 上 式 中 的 7.8. 将 8 换 成 8 - e 一 般 被 看 成 是 
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相当 困难 的 问题 . 潘 承 彪 对 陈景润 结果 的 证 明 作 了 简化 , 当然 7.8 需 
换 成 大 一 些 的 数 . 

5. 关于 史 尼 尔 曼 常数 、 三 个 素数 定理 的 简化 与 推广 无 平方 因 
子 数 的 估计 、 华 林 问 题 的 推广 ,指数 和 的 估计 、 黎 曼 & 函数 、 列 素数 、 
数论 函数 的 研究 等 方面 , 越 民 义 、 陈 景 润 、 丁 夏 畦 \ 吴 方 潘 承 洞 \ 尹 文 
条 、 邵 品 琼 \ 任 建华 \ 潘 承 彤 \ 谢 盛 刚 、 楼 世 拓 、 姚 琦 、 于 秀 沅 、 陆 洪 文 、 
陆 鸣 振 、 汉 克勤 于 坤 端 及 王 元 等 都 作 了 一 些 值得 介绍 的 工作 , 在 此 
就 不 详 谈 了 . 
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数论 (theory of numbers) ”在 数学 中 ,研究 数 的 规律 ,特别 是 研 
究 整 数 性 质 的 数学 分 支 . 它 与 几何 学 一 样 , 既是 最 古老 的 数学 分 支 ， 
又 是 始终 活跃 着 的 数学 研究 领域 . 从 方法 上 讲 , 它 可 以 分 成 初等 数 
论 \ 解 析 数 论 和 代数 数论 . 

自然 数 分 成 1、 素数 和 复合 数 , 刻画 自然 数 的 基本 规律 早 在 公元 
前 4 世纪 就 为 欧 几 里 得 (Euclid) 所 证 明 , 即 每 个 复合 数 都 可 以 唯一 地 
表 成 素数 的 乘积 .这 个 定理 又 称 为 算术 基本 定理 . 素数 分 布 是 数论 最 
时 研究 的 课题 之 一 , 欧 几 里 得 证 明 过 素数 有 无 穷 多 .他 还 给 出 了 求 两 
个 自然 数 的 最 大 公约 数 的 算法 , 即 所 谓 欧 几 里 得 算法 . 在 公元 前 250 
年 , 厄 拉 多 塞 发 明了 一 种 得 法, 由 此 可 以 求 出 不 超过 某 个 自然 数 N 
的 全 部 素数 .现在 的 素数 表 都 是 根据 这 一 方法 略 加 改变 而 得 出 来 的 . 

数论 研究 不 定 方程 ( 即 要 求解 为 整数 的 方程 ) 的 求解 问题 .由 于 
公元 250 年 丢 番 图 研究 过 这 种 方程 , 故 又 称 丢 番 图 方程 .最 简单 的 不 
定 方程 是 一 次 方程 cz + by = 1, 此 处 cb 为 整数 , 且 互 素 , 即 (a,5) 
= 1. 借 助 于 欧 几 里 得 算法 , 可 以 求 出 它 的 解 .如 果 整 数 a、b 用 正 整 
数 m 除 , 有 相同 的 余数 , 就 称 a 与 b 关于 模 m 同 余 , 记 为 a = 
6b(modm). 以 z 为 变数 的 同 余 方程 az 二 c(modm)(z = 1,…,m) 


* 这 是 (中 国 大 百科 全 书 》 数 学 卷 中 的 一 个 条 目 , 作为 试 写 条 目 , 首先 发 表 于 《百科 知 
识 ),8,1984,52 ~ 55. 
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等 价 于 求解 一 次 不 定 方程 cz + my = c, 此 处 0< zx < m. 同 余 方 程 
即 某 些 不 定 方程 .中 国 关于 不 定 方程 的 研究 有 悠久 的 历史 ,如 5 世纪 
的 《 张 邱 建 算 经 》 中 的 “ 百 鸡 问题 ”及 《孙子 算 经 》 中 的 “ 物 不 知 其 数 ” 
都 属于 一 次 不 定 方程 问题 .关于 二 次 不 定 方程 , 公元 前 1100 年 商 高 
就 给 出 方程 z? + y = z? 的 一 组 解 z = 3,y = 4,z = 5. 不 定 方程 
式 论 虽然 已 有 长 久 的 发 展 , 但 完满 解决 的 问题 并 不 多 .如 著名 的 费 马 
猜想 , 即 当 整 数 n 之 3 时 ,方程 z" + y* = z" 没有 正 整 数 解 ,就 是 至 
今 仍 未 解决 的 难题 .最 近 , 利用 代数 几何 学 的 成 就 , 法 尔 廷 斯 证 明了 
当 n 固定 时 ,这 一 方程 只 有 有 限 多 个 正 整 数 解 zx, y, z@. 

类 似 地 , 可 以 研究 将 整数 表 为 某 种 整数 之 和 的 问题 , 这 一 数论 分 
支 称 为 堆 参 数论 .例如 ,研究 将 整数 表 为 正 整数 的 次 方 舌 之 和 的 种 
种 问题 ,都 属于 华 林 问题 范畴 . 又 如 , 每 一 不 小 于 4 的 偶数 恒 可 以 表 
为 两 个 素数 之 和 , 这 就 是 尚未 解决 的 哥 德 巴赫 猜想 . 

定义 于 自然 数 集 上 的 函数 称 为 数论 函数 .例如 , 欧 拉 函 数 p(n) 
表示 不 超过 ”上 且 与 ” 互 素 的 整数 个 数 , oc,(n) 为 n 的 因数 的 X 次 方 短 
之 和 ,特别 zo(n) = d(n) 表示 n 的 因数 个 数 及 x(n) 表示 不 定 方程 
za = x? + 的 解 、y 的 个 数 等 等 .研究 数论 函数 的 性 质 也 是 数论 的 
一 个 重要 课题 .例如 , 易 知 

Zr(n) 与 dln) 

可 以 分 别 用 圆 名 + 天 过 zz 与 区 域 j < z,& 之 1,n 之 1 的 面积 来 作 
浙 近 计算 , 这 种 浙 近 计算 的 误差 估计 就 是 有 名 的 高 斯 贺 问 题 与 狄 利 
克 雷 除数 问题 .它们 的 误差 皆 不 超过 O( zl4+*) 的 猜想 , 也 是 一 个 未 
解决 的 难题 .此 处 。 为 任意 正 数 . 

对 于 任何 实数 <, 如何 构造 有 理 数 h/k(k > 0) 来 逼近 'a? 狂 利 


@ 1996 年 , 瓦 依 斯 (A. Wiles) 证 明了 费 马 猜想 . 


172 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


克 雷 曾 证 明 过 , 对 于 任意 实数 a 及 K > 1, 皆 存 在 整数 h,k 使 0<k 
三 KK 及 1a 一 h/k 1 之 1/kK. 可 以 用 连 分 数 方法 来 构造 h/k. 将 a 展 
开 成 连 分 数 a = (ao, a1,…], 取 h/k 为 a 的 渐 近 分 数 , 即 h/k = 
[ao a1,…, an] 即 可 .在 5 世纪 时 ,中 国 的 何 承 天 与 祖冲之 就 曾 分 别 
建议 用 22/7( 约 率 ) 与 355/113( 密 率 ) 来 近似 计算 .这 两 个 数 都 是 
x 的 渐 近 分 数 . 有理 允 近 的 研究 与 丢 番 图 方程 的 研究 是 密切 相关 的 ， 
故 又 称 丢 矢 图 逼近 .研究 实数 的 种 种 有 理 逼 近 问 题 是 数论 研究 的 一 
个 重要 课题 . 

数 的 几何 学 是 用 几何 方法 研究 某 些 数论 问题 的 一 个 数论 分 支 . 
特别 是 种 种 丢 番 图 扯 近 问题 .例如 , 可 以 证 明 平面 上 以 原点 为 对 称 中 
心 的 凸 域 , 若 其 面积 大 于 4, 则 必 含 有 一 个 非 原点 的 整 点 (闵可夫 斯 
基 定 理 ). 由 此 可 以 立即 推出 上 述 狄 利克 雷 关于 实数 的 有 理 通 近 定 
理 . 

特殊 类 型 的 数 是 数论 最 早 研 究 的 对 象 之 一 . 例如 , 形 如 F， = 


22" + 1 的 数 称 为 费 尔 马 数 . 当 n = 0,1,2,3,4 时 , F, 都 表示 素数 . 费 
尔 马 猜测 F, 都 表示 素数 , 但 欧 拉 证 明了 641 | F;, 所 以 费 尔 马 的 猜想 
被 否定 了 . 形 如 M， = 2? - 1(p 为 素数 ) 的 素数 称 为 麦 尔 森 素数 , 是 
和 否 有 无 穷 多 个 麦 尔 森 素 数 , 这 是 没有 解决 的 问题 .迄今 只 知道 28 个 
麦 尔 森 素数 ,最 大 者 为 Mszss, 也 是 迄今 所 知道 的 最 大 素数 .适合 于 
ai(n) = 2n 的 整数 称 为 完全 数 .可 以 证 明 , 偶 完全 数 与 麦 尔 森 素 数 
是 一 一 对 应 的 , 故 迄今 共 知道 28 个 偶 完全 数 . 然而 ,是 否 有 奇 完全 数 
万 是 未 解决 之 难题 . 

整数 系数 的 方程 的 根 称 为 代数 数 ,其 他 的 复数 则 称 为 超越 数 . 超 
越 数 也 是 数论 较 早 研究 的 课题 . 例如 , 用 初等 方法 可 以 证 明 e 与 x 是 
超越 数 ,运用 复 变 函数 论 还 可 以 证 明 25 .i 等 都 是 超越 数 ,但 欧 拉 常 
数 7 与 e + x 是 否 为 超越 数 ,都 是 至 今 尚未 解决 的 难题. 
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在 数论 研究 中 , 往往 先 根据 一 些 感性 知识 , 小 心地 提出 “猜想 ”， 
再 通过 严格 的 数学 推导 来 论证 它 , 被 证 明了 的 “猜想 ”, 就 变 成 了 “ 定 
理 ", 也 有 不 少 猜想 被 否定 了 . 数论 中 的 狂想 都 是 整数 性 质 的 描写 ,其 
含义 十 分 浅显 明白 ,但 不 能 误解 为 数论 是 数学 中 的 一 个 孤立 分 支 , 数 
论 问 题 是 一 个 个 孤立 问题 ,只 要 从 整数 的 定义 出 发 就 可 以 “研究 " 数 
论 了 .相反 ,数论 从 一 开始 就 以 其 问题 .方法 和 概念 来 影响 数学 其 他 
部 分 的 发 展 . 例如 “理想 " 这 一 重要 概念, 就 是 研究 费 马 猜想 的 产 
物 .这 一 概念 已 经 渗透 到 代数 、 几 何 和 泛 函 分 析 等 领域 , 可 以 说 是 近 
代 一 切 数学 领域 所 不 可 少 的 . 由 实际 中 来 的 问题 与 方法 促进 了 数学 
发 展 的 事实 是 屡见不鲜 的 , 如 力学 与 物理 学 的 发 展 引起 微 积分 学 的 
产生 与 发 展 等 .但 从 纯粹 数学 来 说 , 它 研究 的 最 基本 的 对 象 是 “ 数 " 
与 “ 形 ". 因 此 , 由 “几何 图 形 ” 引出 的 几何 直觉 与 由 “ 数 ” 引出 的 数量 
关系 与 概念 ,是 由 数学 发 展 本 身 的 矛盾 产生 的 , 它 是 数学 发 展 的 极为 
丰富 的 源泉 与 背景 之 一 . 因此, 在 数论 中 , 未 解决 的 问题 比 已 经 解决 
的 问题 要 多 得 多 , 而 且 永远 如 此 

一 般 说 来 , 用 算术 推导 方法 来 论证 数论 命题 的 分 支 称 为 初等 数 
论 . 而 解析 数论 则 是 把 一 个 算术 问题 化 为 一 个 分 析 问题 ,然后 用 分 析 
的 成 果 与 方法 来 处 理 , 从 而 导出 算术 的 结果 .如 果 在 推导 过 程 中 , 不 
用 到 单 复 变 函 数论 中 的 柯 西 定理 或 同样 深度 的 分 析 工具 , 仅仅 只 用 
到 普通 的 数列 求 极限 等 等 , 则 称 为 解析 数论 的 初等 方法 . 

解析 数论 开始 于 欧 拉 的 一 些 研究 , 其 中 之 一 为 关于 素数 有 无 穷 
多 的 证 明 , 假定 素数 个 数 有 限 , 则 了 [ (1 - 1/)-! 为 有 限 数 ,此 处 p 
过 所 有 素数 ,但 

Ia-Va = > 

发 散 , 故 得 矛盾 . 命 =(z) 表示 不 超过 z 的 素数 个 数 , 则 素数 有 无 穷 
多 可 以 表示 为 x(z) 一 ec. 关于 x(z) 的 研究 是 素数 论 的 中 心 问题 . 
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首先 是 切 比 谢 夫 (n.n. se6etmes) 用 初等 方法 证 明了 


li Ex) 
1 < 


Inz nz 
此 处 a = 0.92129. 尽 管 a 的 数值 不 断 地 被 以 后 的 数学 家 所 改进 ,但 
并 不 能 够 证 明 素数 定理 , 即 x(z)/ 这- 的 极限 为 1 
首先 是 黎 曼 确定 了 x(z) 与 他 所 引进 的 复 变 函数 & 函 数 5(s)(s 
= og + 让) 之 间 的 联系 . 当 o > 工时 ,5(s) 由 级 数 


儿 广 


n=1l 7 
来 定义 , 当 o。 过 1 时 , 可 以 由 解析 开拓 来 定义 , 除 ;= 1 为 5(s) 的 一 
次 极 外 ,5(s) 在 * 平面 上 是 正则 的 .黎明 猜想 是 说 , 在 带 状 区 域 0 去 
o 过 1 中 ,5(s) 的 零点 都 位 于 直线 v" = 1/2 上 面 .这 一 著名 猜想 是 一 
个 纯 分 析 问 题 , 但 它 与 x(z) 有 密切 的 关系 , 可 以 证 明 它 等 价 于 
x(z) 的 极为 精密 的 表达 公式 : 

r(z) = liz + O(VzlInz), 
此 处 ”lz = 斑 峙 
黎 曼 猜想 离 解 决 还 相差 很 远 .到 目前 为 止 ,关于 x(z) 最 精密 的 估计 
是 维 诺 格拉 道 夫 与 科 罗 波 夫 证 明 得 到 的 :r(z) = liz + 
O(zeteo “), 此 处 e 为 任意 正 数 .这 是 从 f(s) 的 零点 分 布 的 结果 
中 推导 出 来 的 . 

有 一 系列 重要 的 数论 问题 , 特别 是 与 素数 有 关 的 问题 的 完满 解 
决 都 关联 着 黎 曼 猜想 及 其 类 似 猜想 的 解决 . 例如 , 相 邻 素数 之 差 
Prr1 ps 的 估计 问题 ,此 处 p, 表示 第 个 素数 .又 如 算术 级 数 pn + 
ln = 1,2,…) 中 最 小 素数 P(k,4) 的 估计 向 题 ,此 处 (&,1) = 1. 

命 21n 及 r,(n) 表示 方程 n = P+p' 的 解 p、p” 的 个 数 ,此 处 


|= 
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pP、P" 为 素数 . 命 S(a) = Dye2™e?. 
1 a=0, 
0, 当 a 关 0， 
所 以 。 ma(n) = fs(a)errerda. 
类 似 , 命 =,* (nn) 表示 方程 x = 冯 ;… + zt 的 解 的 个 数 ,此 处 


由 于 ed = | 


zi(1 < i < 5) 均 取 正 整 数 , 又 命 T(a) = > cms, 此 处 户 = 


Cn, 则 rn Cn) = TCa)e rmmda. 

将 (0, 1] 分 成 优 弧 M 与 劣 弧 六 .粗略 地 说 , M 为 包含 较 小 分 母 
的 分 数 的 小 区 间 所 组 成 , (0,1) 的 其 余部 分 为 劣 弧 六. 由 于 xr2(n) 与 
mk (nn) 的 积分 表达 式 中 在 优 弧 部 分 的 积分 可 以 估计 出 来 , 所 以 它 
们 的 研究 均 归 结 为 劣 弧 上 的 积分 研究 . 这 就 是 哈代 与 李 特 伍德 的 加 
法 . 

劣 弧 上 积分 的 估计 归结 为 在 劣 弧 上 指数 和 S(a) 与 T(a ) 的 估 
计 . 于 是 , 很 多 著名 数论 问题 (如 上 述 的 哥 德 巴赫 问题 与 华 林 问 题 ) 
都 化 为 纯 分 析 问 题 , 即 指数 和 的 估计 问题 . 

这 种 和 的 研究 起 源 颇 早 ,最 初 是 高 斯 研究 了 形 如 

S(n,g)= S$ omnes 


的 指数 和 ,此 处 (n,g) = 1, 并 证 明了 | S(n, gq) 1 三 2g. 将 zx? 推广 到 
一 般 的 整 系 数 多 项 式 /(z) = akzt+… + ai 其 中 (au yao) = 
1, 这 一 历史 难题 是 华罗庚 解决 的 
-1 
命 S(q, f(z)) = 》 cnrtoye, 华罗庚 证 明了 1S(z, f(z)| - 
工 =0 


O(qrY ,其 中 1- 二 是 最 佳 可 能 的 .特别 当 4 = 为 素数 时 , 由 韦 
尔 (A.Weil) 证 明 的 有 限 域 上 类 似 的 黎 曼 猜想 可 以 推出 
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1 S(p, f(z) | 三 kVp. 韦 尔 证 明 类 似 的 黎 曼 猜想 是 基于 他 对 代数 
几何 学 的 深刻 研究 .这 一 结果 最 近 已 由 斯 捷 潘 诺 夫 \ 施 密 特 和 波 姆 比 
里 用 分 析 方法 加 以 证 明 . 用 代数 几何 学 的 积 刍 , 狄 利 热 更 证 明了 高 维 
代数 函数 体 上 的 类 似 黎 曼 猜想 , 由 此 可 得 到 p 的 多 重 完整 三 角 和 的 
精确 估计 . 当 f(z) 的 系数 为 实数 ,这 种 更 广泛 的 指数 和 的 研究 是 韦 
尔 开始 的 ,所 以 又 称 这 种 和 为 韦 尔 和 . 维 诺 格拉 道夫 创立 了 新 的 估计 
韦 尔 和 的 精密 方法 .他 还 创立 了 估计 以 素数 为 变数 的 指数 和 的 方法 ， 
从 而 他 用 圆 法 关于 哥 德 巴赫 猜想 证 明了 每 个 充分 大 的 奇数 都 是 三 个 
素数 之 和 ,关于 华 林 问题 ,他 证 明了 , 当 s 之 so 一 2klnk 时 ,每 个 充分 
大 的 整数 都 是 ;个 正 整 数 的 次 方 宕 之 和 .将 华 林 问题 与 哥 德 巴赫 问 
题 结合 起 来 , 可 以 研究 将 整数 ” 表 为 n = f(p1) + … + f(zp,) 的 问 
题 ,此 处 f(z) 为 给 定 的 次 整 值 多 项 式 , p,(1 入 i 之 ;) 为 素数 . 华 
罗 庚 对 这 一 问题 进行 了 系统 的 研究 . 除 个 别 结果 外 ,关于 华 林 问 题 的 
结果 ,都 可 以 推广 到 这 个 问题 . 

另 一 个 研究 哥 德 巴赫 猜想 的 方法 是 厄 拉 多 塞 得法 的 改进 , 这 一 
方法 的 研究 是 布 鲁 恩 开始 的 ,用 这 一 方法 , 目前 所 得 到 的 最 佳 结果 是 
陈景润 证 明 的 , 即 每 个 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 2 
个 素数 的 乘积 之 和 . 

由 x(z) 的 研究 可 以 看 出 , 不 同 深度 的 方法 得 出 不 同 深度 的 结 
果 . 还 可 以 举 整数 分 析 问 题 为 例 . 命 p(n) 表示 将 n 分 拆 为 整数 和 的 
方法 数 . 用 简单 的 算术 方法 可 以 得 出 p(n) 最 粗略 的 估计 ,2M 之 
p(n) < x?WW(n > 1). 再 用 初等 的 分 析 方 法 可 以 证 明 ,Inp(n) 一 
x V273n'2. 更 深入 用 所 谓 陶 伯 型 定理 就 可 以 得 出 p(n) 的 渐 近 表 
达 式 . 最 后 , 用 高 深 的 模 函 数论 结果 及 解析 数论 方法 还 可 以 求 出 
p(n) 之 展开 式 , 在 这 逐步 求 精 的 方法 中 , 容易 看 出 各 种 不 同方 法 之 
精度 . 

另 一 方面 ,虽然 有 的 问题 已 经 由 分 析 方 法 加 以 解决 ,但 寻求 一 个 


数 论 177 


算术 的 解决 方法 或 较 初等 的 分 析 解 决 方法 仍 为 很 重要 的 事 .例如 , 寻 
求 素数 定理 的 初等 分 析 证 明 , 即 不 依赖 于 8(s) 零点 分 布 成 果 的 证 
明 , 是 素数 论 中 历时 很 久 的 问题 之 一 .这 一 证 明 是 由 塞 耳 伯 格 与 欧 道 
什 得 到 的 . 

又 如 蒂 德 曼 用 盖 尔 丰 德 一 巴克 尔 方法 基本 上 解决 了 卡 塔 兰 猜 
想 , 即 方程 z” + y"” = 1 的 整数 解 适合 于 1 zm 1< C, 此 处 C 是 一 个 
绝对 常数 .但 在 这 之 前 , 柯 召 曾 用 初等 方法 证 明 , 方 程 zz = y*+1 只 
有 整数 解 x =+3,y = 2,n = 3. 

正 因为 数论 问题 很 具体 与 特殊 , 所 以 在 数论 中 发 展 起 来 的 各 种 
方法 常常 是 很 强 有 力 的 .例如 , 指数 和 的 估计 方法 与 筛 法 在 理论 物理 
学 ,概率 统 计 和 组 合 论 中 都 有 重要 的 应 用 . 

首 项 系数 为 1 的 整 系数 方程 的 根 称 为 代数 整数 , 例如 普通 整数 ， 


2, 56 等 都 是 代数 整数 . 代数 数论 研究 比 普通 整数 更 广泛 的 
集合 即 代 数 整数 集合 . 

在 研究 代数 数论 时 , 首先 要 引入 代数 数 域 的 概念 , 所 谓 数 域 , 是 
一 个 在 其 中 加 、 减 、 乘 \ 除 自封 的 复数 的 集合 , 例如 有 理 数 的 全 体 Q 
构成 一 个 域 . Q 添加 一 个 代数 数 a, 即 得 代数 数 域 Q(a). Q(a) 中 的 
代数 整数 的 全 体 尺 , 关 于 加 、\ 减 \ 乘 (除法 除外 ) 自封 ,构成 一 个 环 . 算 
术 基 本 定理 对 于 一 般 代数 整数 是 不 成 立 的 , 例如 对 于 任何 正 整 数 n 
皆 有 2 = 27224…22/2 .即使 限制 于 某 一 代数 数 域 ,算术 基本 定理 仍 
可 能 不 成 立 . 例如 对 于 域 Q(Y5) 有 6 = 2 .3 = (1+V-5)(1- 
VY 一 5). 在 引入 “理想 数 ” 这 一 概念 之 后 ,就 可 得 唯一 因子 分 解 定理 . 
所 谓 理想 数 是 R 的 子 集合 , 它 关 于 加 、 减 法 自封 , 且 R 的 元 素 乘 以 
的 元 素 仍 属于 二 .例如 尺 的 一 个 元 素 X 生成 的 集合 XR 即 为 一 个 理想 
数 ,这 种 理想 数 称 为 主 理想 数 .可 以 定义 理想 数 之 间 的 乘法 及 素 理想 
数 ,并 且 可 以 证 明 算术 基本 定理 对 于 理想 数 是 成 立 的 . 
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在 代数 数 域 Q(a) 中 存在 一 组 代数 整数 Qi, …, Q, 使 R 中 任何 
元 素 U 皆 可 以 唯一 表 成 U = CiQ+ …+ CQ,, 此 处 Ci(1 过 i 过 
nn) 为 普通 整数 . Q1,…, Q, 称 为 Q(a) 的 整 底 . 

如 果 U 与 1/U 都 属于 R, 则 称 U 为 Q(a) 的 单位 , 除 1 的 单位 
根 外 , R 中 常常 还 有 其 他 单位 . 命 a 的 定义 方程 有 ri 个 实 根 , r, 对 复 
根 ,又 置 + = ri + rz - 1, 狄 利克 雷 证 明了 在 R 中 存在 r 个 单位 7， 
…, 7 使 R 中 任何 单位 e 都 可 以 唯一 地 表 成 e = 《太太 ,此 处 为 
单位 根 ,而 a,(1 之 j 过 7) 均 为 普通 整数 .1， … 称 为 Q(a) 的 基本 
单位 组 . 

还 可 以 定义 分 数理 想 , 即 理想 中 含有 非 代数 整数 之 元 素 .这 些 理 
想 构成 一 个 群 . 它 关 于 主 理想 构成 的 子 群 的 商 群 叫做 类 群 .闵可夫 斯 
基 证 明了 类 群 是 有 限 群 .类群 的 元 素 个 数 称 为 代数 数 域 的 类 数 .类 数 
为 1 的 代数 数 域 中 , 代数 整数 有 唯一 因子 分 解 定理 . 一般 代数 数 域 的 
类 数 是 很 难 具体 算出 来 的 . 对 于 虚 二 次 域 Q(V 款 ), 斯 塔 克 与 巴克 
尔 证 明了 ,只 有 当 m = 1,2,3,7,11,19,43,67 与 163 时 , Q(Vm) 的 
类 数 为 1. 高 斯 曾 猜测 有 无 穷 多 个 实 二 次 域 有 类 数 1, 这 是 尚未 解决 
的 难题 . 

研究 两 个 代数 数 域 下 与 ,此 处 工 为 FF 的 代数 扩张 ， 有 一 种 代数 
数 域 L 特别 重要 , 即 工 关于 下 的 维 数 等 于 下 的 类 数 ,而 且 下 的 任何 
理想 在 工 中 都 是 主 理想 , 则 工 称 为 F 的 类 域 .类 域 理 论 的 研究 是 代数 
数论 的 一 个 重要 课题 . 

代数 数论 的 重要 不 仅 在 于 它 是 弄 清 普通 整数 的 某 些 规律 所 不 可 
少 的 , 而 且 在 于 它 的 成 就 几乎 可 以 用 到 每 一 个 数学 领域 中 去 

近 30 年 来 ,电子 计算 机 的 产生 与 发 展 给 科学 技术 带 来 了 无 比 巨 
大 而 深刻 的 变革 ， 这 使 数论 有 了 非常 广阔 的 直接 应 用 途径 . 众 所 周 
知 ， 无 论 什么 问题 必需 离散 化 之 后 才能 在 计算 机 上 进行 数值 计算 ， 所 
以 离散 数学 日 益 重 要 , 而 离散 数学 的 基础 之 一 就 是 数论 . 又 如 近 20 
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年 发 展 起 来 的 高 维 数值 积分 的 数论 网 格 法 的 研究 中 , 数论 成 果 被 广 
省 运 用 到 .一 致 分 布 理 论 , 指数 和 估计 ,经 典 代数 数论 都 被 用 到 , 甚至 
丢 番 图 逼近 论 中 深刻 的 施 密 特 关 于 代数 数 的 联 立 有 理 副 近 定理 也 被 
用 到 .在 编码 和 数字 信号 处 理 问题 中 , 数论 也 有 很 重要 的 应 用 . 随 着 
科学 的 发 展 , 数论 除 其 在 纯粹 数学 中 的 基础 性 质 外 ,已 日 益 展现 出 直 
接应 用 的 途径 . 

数论 在 中 国 古 代 有 着 特别 光彩 而 悠久 的 历史 .数论 的 研究 也 是 
中 国 近 代数 学 最 早 开拓 的 数学 研究 领域 之 一 . 杨 武 之 .华罗庚 , 柯 召 、 
闵 病 稚 等 人 是 这 一 领域 在 中 国 的 创始 人 .特别 是 华罗庚 在 解析 数论 
方面 的 卓越 成 就 , 在 国际 上 有 广泛 而 深远 的 影响 , 在 他 领导 下 , 培养 
出 一 批 优秀 的 数论 学 家 , 国际 上 称 他 们 构成 解析 数论 的 中 国学 派 . 


数论 在 数学 中 的 地 位 - 


1,2,3… 这 些 简单 的 整数 , 从 日 常生 活 到 尖端 科学 技术 都 离 不 
开 它 们 .其 他 的 数字 , 如 零 、 负 整数 有 理 数 与 实数 等 , 则 都 是 以 正 整 
数 为 基础 定义 出 来 的 .所 以 研究 正 整数 的 规律 是 非常 基本 与 重要 的 . 
在 数学 中 , 研究 数 的 规律 ,特别 是 研究 整数 性 质 的 数学 , 叫做 “数论 ”. 
数论 与 几何 学 一 样 ,既是 最 古老 的 数学 分 支 ,又 是 始终 活路 着 的 研究 
领域 .从 方法 上 来 讲 ,数论 可 以 分 成 初等 数论 ,解析 数论 与 代数 数论 . 

在 数论 研究 中 , 往往 先 根据 一 些 感性 知识 , 小 心地 提出 “猜想 ”， 
然后 再 通过 严格 的 数学 推导 来 论证 它 . 被 证 明了 的 猜想 , 就 变 成 了 
“定理 ", 但 也 有 不 少 猜想 被 否定 了 . 正 因为 不 少 猜想 都 是 整数 规律 的 
描述 ,所 以 其 含义 非常 明白 浅显 .似乎 给 人 一 种 印象 , 即 数论 是 数学 
中 的 一 个 孤立 分 支 , 数 论 问 题 又 是 一 个 个 孤立 的 问题 .又 似乎 只 要 从 
整数 的 定义 出 发 ,就 可 以 “研究 ”数论 了 . 否 ! 数 论 是 数学 中 不 可 分 害 
的 一 部 分 , 数论 研究 从 一 开始 ,就 以 它 的 问题 \ 方 法 和 概念 影响 着 数 
学 的 其 他 部 分 的 发 展 . 另 一 方面 , 也 屡 见 数学 中 其 他 部 分 的 方法 与 结 
果 帮 助 了 数论 解决 其 中 的 具体 问题 ,并 建立 起 整套 的 理论 与 方法 . 例 
如 ,大 家 所 熟知 的 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”, 即 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素 
数 之 和 , 简 记 为 “(1 + 1)”.180 年 来 , 其 证 明 毫 无 进展 .直到 本 世纪 20 
年 代 , 英国 数学 家 哈代 与 李 特 伍德 才 提出 一 个 研究 哥 德 巴赫 问题 的 


， 发 表 于 《百科 知识 ), 5, 1981,46 一 47. 
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方法 , 即 所 谓 “ 圆 法 ”. 这 个 方法 是 以 数学 分 析 、 富 利 埃 分 析 与 复 变 函 
数论 为 其 基本 数学 工具 的 . 在 20 年 代 , 由 挪威 数学 家 布朗 发 展 起 来 
的 “ 筛 法 "虽然 其 原始 思想 可 以 追溯 到 公元 前 的 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 得 
法 , 但 在 其 改良 的 得 法 及 证 明 (9 + 9)( 即 每 个 充分 大 的 偶数 可 以 表 
为 两 个 素 因子 个 数 不 超过 9 的 乘积 之 和 ) 的 过 程 中 , 是 以 数学 分 析 为 
其 数学 工具 的 , 并 用 到 素数 分 布 论 的 一 些 研究 成 果 . 反 过 来 “ 圆 法 ” 
又 带动 了 作为 精密 分 析 方 法 的 指数 和 估计 的 深刻 研究 与 广泛 应 用 . 
筛 法 的 应 用 更 是 非常 广阔 的 , 它 在 概率 统计 及 组 合 论 等 数学 分 支 中 
都 有 重要 的 应 用 .大 家 所 熟知 的 另 一 个 经 典 问题 “ 费 马 猜想 ”, 即 当 
> 2 为 整数 时 , 任何 正 整数 的 n 次 短 都 不 能 表 为 两 个 正 整 数 的 n 次 
宕 之 和 .这 一 问题 的 巨大 进展 是 数学 家 库 末 尔 给 出 来 的 .他 在 处 理 这 
个 问题 时 , 提出 了 “理想 数 ”的 概念 与 研究 .这 一 概念 已 经 渗透 到 分 
析 、 代 数 、 几 何 与 泛 函 分 析 等 领域 , 可 以 说 是 近代 一 切 数学 领域 所 不 
可 少 的 .我 国 数学 家 华罗庚 说 得 好 :“ 理 想 数 之 创造 乃 研究 费 马 问 题 
之 产物 ,对 数学 之 发 展 而 言 , 此 一 概念 之 获得 实 远 重要 于 解决 一 个 难 
题 .” 所 以 虽然 哥 德 巴赫 猜想 与 费 马 猜想 至 今 都 没有 解决 0, 但 在 研 
究 这 些 问题 时 所 获得 的 方法 与 概念 , 对 数学 的 推动 却 是 巨大 的 . 总 
之 ,解决 一 些 孤 立 的 问题 , 决 不 是 研究 数论 的 唯一 目的 .一 方面 ,应 该 
尽量 将 数学 发 展 的 新 成 就 用 来 研究 数论 , 使 之 达到 一 个 新 阶段 , 获得 
过 去 方法 得 不 到 的 新 结果 . 例如 , 17 世纪 以 来 将 数学 分 析 与 复 变 函 
数论 用 于 数论 而 建立 起 来 的 新 数论 分 支 解析 数论 , 用 分 析 方 法 得 到 
的 一 系列 结果 是 以 往 算术 方法 所 望尘莫及 的 . 另 一 方面 ,应 该 尽量 将 
数论 的 成 果 与 方法 广泛 地 用 于 其 他 数学 分 支 中 去 , 例如 指数 和 的 估 
计 与 第 法 等 . 

从 具体 到 抽象 是 数学 发 展 的 普遍 规律 .整数 1,2, … 就 可 以 看 作 


外 1996 年 , 瓦 依 斯 证 明了 费 马 猜 想 . 
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一 个 人 ,二 张 桌子 等 等 的 抽象 .抽象 的 目的 在 于 寻求 内 容 概括 更 为 广 
证 的 规律 . 但 另 一 方面 , 具体 的 例子 往往 又 是 抽象 概念 的 源泉 , 其 所 
用 的 方法 又 往往 是 高 深 数学 里 所 用 方法 的 依据 . 由 实际 中 来 的 问题 
与 方法 促进 了 数学 发 展 的 事实 , 在 数学 史上 是 屡见不鲜 的 , 如 力学 与 
物理 学 的 发 展 引起 微 积分 学 的 产生 与 发 展 等 等 .但 从 纯粹 数学 来 说 ， 
它 研究 的 最 基本 的 对 象 是 “ 数 ” 与 “ 形 ”. 因此 , 由 “几何 图 形 " 引出 的 
几何 直觉 与 由 “ 数 " 引出 的 具体 关系 与 概念 , 往往 是 数学 中 极为 丰富 
的 源泉 .背景 与 实例 .例如 近代 数学 中 的 概念 “ 群 "、“ 环 ”"、“ 域 "“ 理 
想 ” 等 ,数论 正 是 研究 着 它们 的 一 些 最 常见 而 又 重要 的 特例 .它们 的 
一 些 深刻 性 质 在 数论 中 被 揭示 .这 里 的 结果 与 方法 ,常常 构成 了 建立 
一 般 理 论 最 良好 与 不 可 少 的 背景 . 可 以 说 , 对 数论 没有 一 定 的 了 解 ， 
而 去 了 解 这 些 抽象 理论 ,就 似乎 这 些 抽象 “定义 " 都 是 无 本 之 木 与 无 
源 之 水 ,更 谈 不 上 做 什么 深刻 研究 了 . 

数学 家 高 斯 说 过 :“ 数 学 是 科学 中 的 皇后 , 数论 是 数学 中 的 皇 
后 .” 从 数学 在 科学 技术 中 与 数论 在 数学 中 的 广泛 联系 与 它 的 基础 
性 质 这 个 意义 上 来 说 , 高 斯 的 话 对 数学 与 数论 的 地 位 作出 了 准确 的 
形象 性 的 定义 . 

以 上 的 观点 是 从 数论 作为 纯粹 数学 的 角度 而 提出 来 的 . 近 30 年 
来 ,电子 数字 计算 机 的 产生 与 发 展 ,给 科学 技术 带 来 无 比 巨 大 而 深刻 
的 变革 , 这 更 使 数论 有 了 非常 广阔 的 直接 应 用 . 众所周知 , 无 论 什么 
问题 必须 离散 化 之 后 才能 在 机 器 上 进行 数值 计算 , 所 以 离散 数学 日 
益 显得 重要 .而 离散 数学 的 基础 之 一 就 是 数论 , 其 中 很 多 方法 也 常常 
来 源 于 数论 .又 如 近 20 年 来 发 展 起 来 的 高 维 空间 定 积分 的 近似 计算 
数论 方法 的 研究 , 数论 中 的 连 分 数论 , 同 余 式 论 ， 一 致 分 布 论 , 指数 和 
估计 与 经 典 代数 数论 都 被 广泛 地 使 用 着 . 甚至 丢 番 图 带 近 论 中 最 深 
刻 的 研究 , 即 代数 数 的 联 立 有 理 盘 近 定理 , 也 得 到 了 应 用 . 所 以 随 着 
科学 的 发 展 ,数论 的 性 质 与 地 位 也 在 变化 着 . 除 其 在 纯粹 数学 中 的 基 


数论 在 数学 中 的 地 位 183 


础 性 质 外 , 已 日 益 展现 出 直接 应 用 的 途径 .这 是 近 30 年 的 事 . 

数论 在 我 国有 着 特别 光荣 与 悠久 的 历史 . 商 高 定理 是 早期 的 不 
定 方程 研究 , 孙子 定理 是 线性 同 余 式 论 的 基础 ,祖冲之 关于 的 疏 率 
与 密 率 , 则 是 丢 番 图 逼近 论 的 萌芽 .近代 数论 的 研究 , 也 是 我 国 近代 
数学 最 早 开拓 的 研究 领域 之 一 . 华罗庚 是 中 国 解 析 数 论 研 究 的 创始 
人 . 刚 解 放 , 他 即 从 美国 回 到 祖国 , 主持 数学 研究 所 工作 并 亲自 兼 管 
数论 组 .在 他 领导 下 , 培养 出 一 批 优秀 的 数论 学 家 . 他 与 他 的 学 生 的 
贡献 是 世界 公认 的 .外 国 称 他 们 构成 解析 数论 的 “中 国学 派 ”这些 年 
来 ,我 国 的 数论 工作 在 报刊 上 多 次 受到 表扬 ,这 是 人 民 对 数论 工作 者 
的 鞭策 与 鼓励 . 但 也 使 不 少 人 产生 了 误解 , 以 为 不 必 了 解 前 人 的 成 
就 ,甚至 不 必 学 习 初等 数论 与 数学 分 析 , 就 可 以 “研究 ”数论 .为 此 我 
在 1978 年 8 月 18 日 (光明 日 报 ) 上 发 表 的 (关于 哥 德 巴赫 猜想 ) 文章 
中 曾 写 道 : 哥 德 巴赫 猜想 也 像 其 他 经 典 问题 一 样 , 它 的 一 切 成 就 ,都 
是 在 前 人 成 就 的 基础 上 , 通过 迁 回 的 道路 而 得 到 的 .数学 是 一 门 很 严 
格 的 学 问 . 现在 有 些 同志 , 连 数论 的 基础 书 都 没有 认真 看 过 , 就 企图 
去 证 明 (1 + 1), 这 不仅 得 不 到 结果 , 浪费 了 宝贵 的 时 间 , 反而 把 一 些 
错误 的 推导 与 概念 , 误 认为 正确 的 东西 印 在 脑子 里 , 它 对 学 习 与 提高 
都 起 着 有 害 的 作用 .我 们 要 从 中 吸取 有 益 的 教训 .” 现在 有 必要 再 重 
申 一 让 ,成 千 上 万 篇 错误 的 稿件 堆积 如 山 , 造成 了 巨大 的 时 间 与 精力 
的 浪费 .我 们 要 冷静 清醒 , 按 科学 规律 办 事 . 

总 的 来 说 ,数论 仍然 是 纯粹 数学 的 一 个 分 支 ,是 属于 数学 的 基础 
理论 . 适 于 有 一 个 少 而 精 的 队伍 , 有 领导 、 有 计划 、 有 组 织 地 进行 工 
作 . 必须 指出 , 在 我 国 应 该 有 更 多 的 人 从 事 于 研究 更 有 直接 应 用 价值 
的 领域 与 课题 ,例如 应 用 数学 的 研究 .这 个 道理 大 家 都 是 很 明白 的 . 
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圆 法 导 源 于 Hardy 与 Ramanujan 发 表 于 1918 年 的 一 篇 关于 分 拆 
函数 及 表 整 数 为 平方 和 问题 的 文章 里 . 后 来 , 从 1920 年 开始 , Hardy 
与 Littlewood 在 总 标题 "Some problems of“ partitio numerorum”” 的 
一 系列 文章 里 , 系统 地 开创 与 发 展 了 堆 参 数论 中 的 一 个 新 的 分 析 方 
法 一 一 圆 法 .在 他 们 的 文章 中 处 理 了 堆 令 数 论 中 最 有 名 的 问题 一 一 
华 林 问 题 与 哥 德 巴赫 问题 . 圆 法 亦 可 称 为 Hardy 与 Littlewood 方法 . 

华 林 问题 可 以 叙述 于 下 :对 于 每 一 整数 上 > 2, 皆 存 在 整数 ;= 
s(&) 使 每 一 正 整数 N 皆 可 以 表示 为 

N= hte + It, (1) 
此 处 zi 为 非 负 整数 .这 一 论断 是 Hilbert 于 1909 年 首先 证 明 的 . 

利用 强 有 力 的 圆 法 , Hardy 与 Littlewood 得 到 华 林 问 题 一 个 更 深 
刻 结果 .他 们 建立 了 将 N 表示 为 形式 (1) 的 表示 法 r,(NN) 的 渐 近 公 
式 : 


rN)= T+ ETE) GNINE (1+ o(1)), (2) 
此 处 ;之 (k 一 2)2*" + 5. 这 里 的 @(N) 被 称 为 奇异 级 数 , 它 有 一 个 


独立 于 N 的 正 下 界 . 命 G(&) 表示 最 小 的 正 数 * 使 每 一 个 大 整数 N 
均 可 以 表 为 形式 (1), 则 由 (2) 可 以 推出 


* 见 “Wang Yuan, Diophantine Equations and Inequalilies in Algebraic Numbec Fields, 
Springer, 1991" 之 导言 . 
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GE) 委 (一 2)241+5. (3) 
(2) 式 的 证 明 可 以 简单 述 于 下 : 命 


g(z)= rNe= (De ), lzl<1. 
ei 


N=1 
由 Cauchy 公式 得 
r(N)= 2 J gl) dz， 
此 处 卫 表 示 圆 | z | = p,0< p< 1. 现在 将 丁 分 成 两 部 分 .粗略 地 说 ， 
-部 分 包括 以 pe(a/q), (a,g) = 1 为 中 心 的 互 不 相交 的 弧 , 其 中 9 
比较 “小 ”, 而 e(z) = ex"* .这 些 弧 的 并 m 被 称 为 “ 优 弧 ”.m 关于 了 
的 余 集 m 则 称 为 “ 劣 弧 ”. 我 们 称 将 了 分 成 m 与 m 的 分 割 为 一 个 
Farey 分 割 .在 mm 上 的 积分 给 出 x,(N) 的 主 项 .在 办 上 的 积分 具有 低 
阶 这 一 事实 可 以 由 Weyl 不 等 式 给 出 .这 一 不 等 式 较 不 明显 的 形式 是 
首先 由 Weyl 在 1916 年 关于 模 1 的 一 致 分 布 的 一 篇 著名 文章 中 首先 
发 表 的 . 
1928 年 , Vinogradov 给 出 了 圆 法 一 系列 重大 改进 , 其 中 之 一 为 将 
&(z) 换 为 有 限 指数 和 
h(z) = (Due)), T= (NY). 


= 


对 于 整数 a, 由 正 交 关 系 


入 省 和 全 人 
jeadz -> < 天 0 


可 得 

rm(N) = ae zN)dz. 
关于 圆 法 及 其 相关 问题 的 进一步 重大 进展 是 Vinogradov 于 30 年 代 
给 出 的 ， 这 些 成 就 都 基于 他 关于 指数 和 估计 的 天 才 方 法 . 特别 , 他 的 
方法 可 以 导 至 渐 近 公式 (2) 对 于 
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s 2k°(2logk + loglogk + 2.5),k>11 (4) 
成 立 (Vinogradov 原来 的 结果 为 * 过 10k?logk, 这 一 结果 是 华罗庚 得 
到 的 ,近来 Wooley 将 它 改进 为 * 二 so 一 2k?logk) 及 

G(k) < 2klogk + 2kloglogk + 12k. (5) 
最 近 , Wooley 作 了 下 面 本 质 的 改进 : 

G(k) < klogk + kloglogk + O(k). 
对 于 小 的 &, 由 华氏 不 等 式 

[Bea as < re (6) 
可 以 推出 当 

5 三 24+1 (7) 
时 , (2) 式 成 立 .这 一 结论 最 近 已 由 Vaughan 将 它 改进 为 宇 2:(k 之 
3) 及 Heach - Brown 改进 为 *> 志 24 + 1(k 之 6). 

Linnik 给 出 了 Hilbert 定理 一 个 新 的 初等 证 明 . 它 是 基于 
Schnirelman 关于 自然 数列 的 密度 方法 . 诚 如 Davenport 指出 ,证 明 的 
想法 无 疑 受到 Hardy - Littlewood 方 法 某 些 性 质 的 启发 ,特别 是 华氏 
不 等 式 . 

除了 奇异 级 数 的 估计 外 , 将 圆 法 拓 广 了 来 处 理 下 面 更 为 广泛 的 
堆 垒 型 方程 是 没有 本 质 困难 的 ， 


N= fi(z) + + f(x), (8) 
其 中 /:(z) 为 上 次 整 值 多 项 式 ,其 首 项 系数 为 正 的 , 我 们 对 加 型 方程 
oa (9) 


格外 有 兴趣 , 此 处 诸 a; 为 自然 数 . 
利用 圆 法 的 变 体 , Davenport 与 Heilbronn 可 以 处 理 加 型 丢 番 图 
不 等 式 .他 们 证 明了 不 等 式 


lazi+ +aszrti<l 
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有 一 个 非 寻 常 解 , 此 处 a1,…,as 为 不 完全 同 号 的 实数 . 以 后 ， 
Davenpovt 与 Ridout 又 证 明了 同样 结论 对 于 不 少 于 21 个 变数 的 一 般 
二 次 不 定型 成 立 . 一 个 重要 的 未 解决 的 问题 为 证 明 若 系数 不 都 成 有 
理 比例 , 则 上 述 结论 对 于 3 个 变数 即 成 立 . 这 一 问题 最 近 已 被 
Margulis 解决 . 

用 圆 法 处 理 非 堆 储 型 方程 是 困难 的 . Brauer 给 出 了 第 一 个 本 质 
的 进展 .他 证 明了 ,车 下 是 一 个 域 及 当 之 1 时 ,存在 一 个 常数 ci(A， 
下 ) 使 方程 (9) 有 一 个 非 寻 常 解 ,其 中 (9) 的 系数 属 数 下 , 且 * cu 则 
每 一 个 系数 属于 下 的 次 型 /(z1,…,z,) 在 Fr 中 有 一 个 非 寻 常 堆 
点 ,其 中 三 cz(&, 下 ).Brauer 方法 可 以 描述 为 纯粹 的 代数 的 “对 角 
化 ”过 程 .Brauer 的 结果 不 能 用 于 有 理 数 域 , 这 是 由 于 偶 次 加 型 方程 
在 严 中 可 以 没有 非 寻常 解 .但 是 Birch 可 以 证 明 , 若 Brauer 定 理 中 的 
假定 对 于 所 有 奇数 成 立 , 则 结论 就 对 所 有 奇 次 型 成 立 .因此 他 证 明 
了 ,车 f( 三) 为 一 个 有 理 系数 的 次 型 , 其 中 上 为 奇数 及 变数 之 
ca3(k), 则 f( 三 ) 在 ZZ 中 有 一 个 非 寻 常 零点 .Davenport 证 明了 c3(3) 
太 16. 以 后 , Heath - Brown 又 对 于 非 奇异 的 三 次 型 ,将 16 减 为 10. 

实 系数 的 型 就 更 难于 处 理 了 , Schmidt 证 明了 下 面 惊人 的 定理 ， 
若 f( 于 ) 为 一 个 实 系数 , 奇 次 数 上 及 变数 个 数 s > cs(&) 的 型 , 则 存 
在 一 个 整 点 三 € Z', 三 关 4 使 1 /( 三 )1<1. 若 /( 达 ) 的 系数 为 整 
数 , 则 由 此 立即 推出 Birch 定理 . 进而 言 之 , Schmidt 证 明了 下 面 的 结 
果 : 

命 廊 (于 ) = f(z1,…,z)(1 志 i 过) 为 实 系数 ,次 数 过 的 
奇 次 型 .给 予 正 数 E, 无 论 多 大 , 皆 存 在 常数 cs(k,h,EE) 具有 下 面 性 
质 : 命 T > 0 及 s > cs, 则 存在 一 个 非 零 整 点 € Z: 满足 

1 天 | 委 T If(E)I<TEIfI,1I<i<h, (10) 

此 处 1 至 1= max | zi | 及 1 了 1 表示 的 系数 的 最 大 绝对 值 . 
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假定 f(E)(1 过 i 过 有 h) 的 系数 取 自 Z, 则 由 上 面 的 定理 可 以 推 
出 下 面 的 结果 :对 于 任何 。 > 0, 和 皆 存 在 一 个 常数 ce(k,h,e), 使 当 s 
本 c6 时 , 皆 存 在 一 个 非 零 整 点 王 € ZZ 适合 

1 I<F,f(E)=01<i<h, (11) 
此 处 F = max(1, | f; 1). 

Schmidt 定理 证 明 中 的 第 一 步 为 对 于 一 个 加 型 方程 来 证 明 (11). 
尽管 在 他 的 证 明 中 用 到 了 圆 法 , 但 在 劣 弧 的 处 理 方法 上 是 与 华 林 问 
题 两 样 的 .第 二 步 为 将 Davenport 与 Heilbronn 关于 圆 法 的 变 体 用 于 
单个 的 加 型 来 证 明 (10), 在 此 他 运用 了 他 处 理 “ 劣 弧 ” 时 的 新 方法 及 
系数 的 有 理 允 近 . 最 后 , 他 用 精密 化 了 的 Brauer - Birch 对 角 线 方法 
来 证 明 (10) .上述 就 是 代数 数 域 上 丢 番 图 方程 与 不 等 式 理论 的 背景 . 

早 在 1922 年 , Siegel 就 有 兴趣 于 将 圆 法 推广 至 任意 n 次 代数 数 
域 K, 并 试图 解决 华 林 问题 在 代数 数 域 中 的 类 似 . 由 下 面 的 例子 使 
Siegel 注意 到 代数 数 域 中 的 华 林 问 题 与 有 理 数 域 中 的 情况 是 不 同性 
质 的 . 命 Q(V4d) 为 一 个 二 次 域 ,其 中 d 三 2,3(mod4). 这 一 域 中 的 
整数 取 形 式 a + 6b Yd, 此 处 a,5b E Z. 这 种 整数 的 平方 的 第 二 个 系数 
恒 为 偶数 ,所 以 第 二 个 系数 为 奇数 的 整数 都 不 能 表 为 整数 之 平方 和 . 
这 就 使 Siegel 不 去 考虑 K 的 整数 环 ], 而 只 考虑 由 整数 的 次 矫 生 成 
的 环 J .1922 年 , Siegel 首先 成 功 地 处 理 了 在 K 中 整数 分 拆 成 平方 和 
问题 .最 后 于 1944 ~ 45 年 ,他 建立 了 K 上 一 般 的 圆 法 并 证 明了 当 s 
过 (2 +n)kn 时 ,KK 上 对 应 于 (2) 的 华 林 问 题 结果 . 早 在 20 年代， 
Siegel 由 于 未 能 克服 Farey 分 割 成 优 弧 与 劣 弧 的 推广 ,从 而 未 能 建立 
起 K 上 的 圆 法 . Siegel 的 结果 在 各 个 方面 得 到 了 Ayoub, Birch, Eda， 
Korner, Mitsui, Peck, Stemmler, Subbarao, Tatuzawa 与 王 元 等 人 的 推 
广 与 改进 . 

Rieger 推广 了 Schnirelman 方法 , 并 且 证 明了 , 对 于 任意 代数 数 
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域 K,cr(E)(= 84:/2) 个 天 中 全 非 负 整数 之 & 次 守之 和 构成 的 集 
合 在 J 中 有 正 密 率 .有 兴趣 的 是 c7 与 K 的 次 数 无 关 . 

命 K 为 一 个 纯 虚 代数 数 域 ( 即 K 没有 实 共 印 域 ) ,其 次 数 为 2r. 
命 其 整数 环 为 J. 利用 Siegel 方 法 , Peck 证 明了 ,对 于 每 一 个 k 宇 1, 皆 
存在 常数 cs(&, r), 使 当 * 过 cs 时 ,系数 属于 了 的 方程 (9) 皆 在 斑 中 
有 一 个 非 寻常 解 .因此 由 Brauer 定理 立即 推出 , 任意 系数 属于 J 的 k 
次 型 (三 ) = f(z1,…, x,), 只 要 当 s 之 co(k,K) 时 , 即 在 J 中 有 一 
个 非 寻 常 零 点 .将 Schmidt 方法 与 Siegel 方法 结合 起 来 , 我 们 可 以 证 
明 下 面 的 结果 : 

命 有 (和 2) = f(A1,…,4,)(1 过 i 之 有 ) 为 复 系数 ,次 数 之 的 
型 .给 予 正 数 E, 无论 多 大 , 皆 存 在 一 个 常数 cio(k,h,r,EE) 具有 下 
述 性 质 : 命 工 这 1 及 * > cy0, 则 存在 一 个 非 零 点 2 E 广 满足 

1 2H<T, 1f(A) ETEIf], 1<i<h, (13) 
此 处 上 2 1 表示 2 的 支 量 及 其 共 二 数 的 最 大 绝对 值 . 

Hardy - Littlewood 方法 及 其 相关 问题 的 成 就 已 经 含 于 很 多 书 
上 了 ,特别 是 熟知 的 Vaughan 的 剑桥 丛书 之 一 对 于 圆 法 迄今 的 重大 
成 就 作 了 很 好 的 总 结 并 含有 完备 的 文献 .关于 有 理 情况 , Schmidt 对 
于 丢 番 图 方程 与 不 等 式 的 方法 在 熟知 的 Baker 的 近 著 中 作 了 详细 介 
绍 .所 以 本 书 只 列举 了 有 关 Hardy - Littlewood 方法 及 其 应 用 方面 很 
少 几 篇 文献 . 

本 书 的 目的 为 给 予 Siegel 广义 圆 法 及 其 在 华 林 问 题 与 加 型 方程 
方面 的 应 用 一 个 综述 .我 们 亦 讨 论 了 代数 数 域 中 , Schmidt 关于 多 变 
元 丢 番 图 方程 与 不 等 式 的 方法 .第 1 章 处 理 了 Hardy - Littlewood 方 
法 及 其 在 华 林 问题 上 的 应 用 , 其 中 将 证 明 (2) 对 于 三 24+1 成 立 . 
指数 和 的 估计 在 数论 中 处 于 重要 地 位 ， 在 Hardy - Littlewood 与 
Siegel 圆 法 中 尤其 如 此 ,第 2 ~ 4 章 将 讨论 指数 和 估计 ,第 5 一 8 章 将 
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论述 Siegel 方法 及 其 对 华 林 问题 与 加 型 方程 的 应 用 , 其 中 还 包括 
Schnirelman 一 Linnik 一 华罗庚 一 Rieger 关于 华 林 问 题 的 方法 .最 后 ， 
第 9 一 11 章 将 论述 代数 数 域 上 丢 番 图 方程 与 不 等 式 的 小 解 的 
Schmidt 方法 . 

由 于 Hardy 一 Littlewood 方法 有 很 多 重要 结果 在 代数 数 域 中 尚 
无 类 似 , 所 以 要 建议 一 些 待 解决 的 问题 反而 感到 很 困难 .用 一 些 篇 幅 
来 论述 低 次 方程 的 工作 , 同 余 式 的 最 小 解 及 代数 数 域 中 的 
Vinogradov 一 Goldlach 定理 的 研究 仍然 是 应 该 的 与 有 意义 的 , 但 这 样 
做 将 会 使 本 书 的 篇 幅 大 为 加 大 .有 兴趣 的 读者 可 以 参看 有 关 的 文献 . 

我 们 只 需要 读者 熟悉 初等 数论 及 代数 数 域 的 经 典 理论 .这 样 的 
背景 知识 读者 可 以 从 华罗庚 的 书 (数论 导 引 》( 科 学 出 版 社 , 1957) 与 
E.Hecke 的 书 Lectuses on Theory of Algchraic Numkecs( Springer, 
1980) 中 找到 . 

最 后 , 我 愿意 借 此 机 会 对 Schmidt 教授 的 有 价值 的 建议 与 帮助 
表示 感谢 ,同时 还 要 对 审查 者 表示 感谢 ,特别 是 向 肖 文 杰 博 士 表示 感 
谢 ,感谢 他 们 给 予 的 建议 与 改进 意见 .感谢 Springer 出 版 社 在 出 版 过 
程 中 的 帮助 . 
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一 导 言 


由 于 电脑 技术 的 快速 发 展 与 应 用 , 大 约 在 三 十 年 前 , 数学 家 即 
热心 于 将 数论 用 于 近似 分 析 . 从 应 用 与 理论 来 说 , 所 取得 的 成 就 都 是 
很 重要 与 满意 的 .数论 的 许多 领域 , 如 丢 番 图 允 近 论 , 一 致 分 布 论 与 
代数 数论 , 均 在 解决 计算 问题 方面 取得 了 成 功 的 应 用 . 

我 们 将 给 出 数论 方法 在 数值 积分 及 其 有 关 领 域 的 若干 应 用 . 从 
17 世纪 起 到 现在 , 有 一 系列 工作 去 发 展 单 重 积分 的 近似 计算 方法 ， 
直到 本 世纪 50 年 代 , 才 有 一 点 点 关于 多 重 积分 近似 计算 的 工作 .但 
是 在 过 去 的 三 十 年 里 , 有 不 少 多 重 积分 近似 计算 的 新 方法 被 建议 出 
来 ,其 中 数论 方法 被 证 明 是 很 有 效 的 . 

最 简单 的 情形 是 估计 定 积 分 


1 1 
TD= | fr, x ) driedz, 
0 0 
= rz)dE， (D 
此 处 G, 表示 * 维 单位 立方 体 及 王 = (zi,…,z,). 
* 原 发 表 于 Contemporary Mathematics, Vol. 77, AMS, 1988,63 ~ 81,Ediled by 
YY.Wang, CC. Yang, C.B.Pan. 本 文 为 发 表 于 Recent Progress in Analyfic Number Theory, 


edited by Halberstam and Hooley, Acad. Press, 1981,L.K.Hua and YY. Wang” Applications of 
number Theory to wunejcal analysis” 的 补充 与 改写 . 
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假定 
Sd A 


3T1°""9Xs 
及 其 低 维 导数 都 是 * 个 变数 的 周期 函数 , 且 团 于 C, 每 个 变数 均 有 周 
期 1. 
最 自然 地 处 理 1( 了 ) 的 方法 为 将 这 一 积分 看 成 ;一 重 垒 次 积分 
并 将 单 重 积分 求 积 公式 分 别 用 于 每 一 个 变数 .例如 由 单 重 积分 的 梯 
形 公式 , 即 得 梯形 公式 的 乘积 公式 .我 们 用 


1 
二 县- 吕 /人 一 罗 oo 

来 逼近 (1), 此 处 n = m:. 可 以 证 明 (1) 与 (2) 之 间 的 误差 不 能 比 
O(CCn ¥:) (3) 


更 好 , 当 * 增加 时 , (3) 增 大 得 是 很 快 的 . 

一 个 全 新 的 处 理 多 重 求 积 公式 的 方法 是 40 年 代 由 S.Ulam 与 
J .Von Neumann 所 发 展 的 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方法 .蒙特 卡 罗 方 
法 的 基本 想法 为 将 一 个 分 析 问 题 转化 为 一 个 有 同样 解答 的 概率 问 
题 ,然后 用 统计 实验 方法 来 研究 后 面 这 一 问题 .这 已 成 为 计算 多 重 积 
分 的 常用 的 标准 数值 方法 ,复杂 被 积 函数 的 积分 法 , 舍 此 似 别 无 其 他 
途径 . 

假定 于 = (zx',…, z') 为 一 个 随机 变数 , 它 在 G, 上 均匀 分 布 , 则 
f 王 ) 也 是 一 个 随机 变数 , 其 均值 与 标准 离 差分 别 由 


m(/(#))= | f(z)4 


与 of(E))= (Cm(f(E)) -mf ED) 
给 出 .如 果 我 们 取 竺 的 N 个 独立 样本 三 ,，,…, 三 、 并 组 成 和 式 


1,N)= 调 2 fz), (4) 
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则 我 们 有 理由 希望 它 接 近 于 帮主 ) 的 均值 .熟知 至 少 当 N 较 大 时 ,J 
近似 于 正 态 分 布 ,所 以 可 以 说 , 例如 

1J(CPN) -TOP) II 和 2c(CP)NTD2 (5) 
的 概率 约 为 0.95. 尽 管 (5) 中 误差 项 O(N 站) 远 比 梯形 乘积 公式 为 
优 ,但 它 是 概率 意义 而 不 是 通常 的 绝对 误差. 

多 重 积分 数值 计算 的 数论 方法 基于 一 致 分 布 理论 (Weyl[1] )， 
我 们 用 表示 一 个 实 支 量 的 矢量 及 | 了 |= yy…7y,. 命 n1< ns<… 
为 一 个 正 整 数 贯 . 命 

P,(k) = (zf zeooO()) 1<hkSn 
为 G, 中 的 一 个 点 集 ,对 于 ZE G,, 命 N, (了) 表示 P, (4)(1<k< 
nn) 中 满足 不 等 式 

0<zW <1Si<s 
的 点 数 .进而 言 之 , 命 


Nn (¥) 


sup 
zeG, 


如 果 D(n) = o(1)( 当 -oo)，, 则 称 点 集 贰 (P。(E))(nil < ns < 
…) 一 致 分 布 且 有 偏差 D(n ) ,或 简单 称 集合 P.(E)(1 二 上 二 mn) 有 
偏差 D(n). 今 后 我 们 常常 略 去 指标 1 
已 知 K.F.Rotht1] 证 明了 
DO) > es) Lg) 
n 


因此 如 果 P,(k)(1 委 过 xn) 的 偏差 满足 
D(n) = O(n 1°), 
此 处 。 为 任意 给 予 正 数 , 则 称 和 集合 P,(k)(1 过 & 壹 n) 为 最 佳 一 致 分 
布 . 
对 于 任何 集合 P,(k)(1 入 过 n), 我 们 可 以 用 


-iz1|= D(n). 


ne 
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Jp = TDP,E)) (6) 
来 通 近 多 重 积分 1 了).1(/) 与 i(7, P,) 之 差 可 以 证 明 适 合 关系 式 
11(f) -Ji pa) I< C2D(n), (7) 


(Sobol[1],Hlawka[1]), 因此 寻找 最 佳 求 积 公式 问题 就 等 价 于 寻求 
最 佳 一 致 分 布点 集 贯 问题 . 

令 人 惊奇 的 是 数论 方法 可 以 用 来 构造 多 种 偏差 适合 D(n) = 
O(n-'“) 的 一 致 分 布点 集 贯 .这 都 是 至 于 至 善 的 , 它 比 蒙特 卡 罗 方 
法 中 的 概率 误差 更 好 . 从 近似 分 析 的 观点 看 , 我 们 不 仅 要 求 集合 
P,(k)(1 之 上 过 nn) 的 偏差 小 ,而 且 要 求 P,(&) 便于 计算 .现在 我 们 
来 介绍 由 Korobov(1959)[1,3] 与 Hlawka(1962)[2] 独立 引进 的 集 
合 如 下 : 命 


Qk) = (1 ,1 < (8) 


此 处 1x1| 表示 z 的 分 数 部 分 .假定 ”= p 为 一 个 素数 , 则 他 们 证 明了 
存在 一 个 整数 矢量 & = 4 (p) 使 集合 (8) 有 偏差 

D(n) = O(n ‘(logn)’). (9) 
因此 集合 (8) 对 于 n = p 是 最 佳 一 致 分 布 的 .进而 言 之 , Q, (k) 的 构 
造 很 简单 且 便于 应 用 .如 果 集 合 (8) 具有 偏差 (9), 则 & (nn) 称 为 模 
的 极 值 系数 或 模 的 好 格 点 .1978 年 ， Niederreither[1] 将 Korobov 与 
Hlawka 的 结果 推广 到 任意 自然 数 n. 

对 于 给 予 n = p, Korobov[2, 3] 证 明了 需要 

O(n?) (10) 
次 初等 运算 才能 得 到 矢量 2 = & (2). 当 ) 较 大 时 ,运算 量 可 以 降 
低 为 O(n). 无 论 如 何 ,从 近似 分 析 的 观点 看 , Korobov 的 结果 只 是 
一 条 存在 性 定理 .所 以 数值 积分 法 的 中 心 问题 之 一 似乎 是 寻求 一 个 
获得 极 值 系数 的 直接 方法 . 
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= 2 时 ,华罗庚 与 王 元 [1] 及 Bahvalov[1] 在 1959 年 独立 地 
证 明了 若 取 ”= Fu, 则 al = 1 与 a2 = Fn-l 即 模 Fw 的 极 值 系数 ， 
此 处 (FE ) 为 通常 的 斐 波 那 契 (Fibonacci) 贯 , 即 由 递 推 公式 

Fo = 0,Fi = 1 Fori= Fnt+ Fa- (mm 过 1) 
定义 的 整数 贯 , 可 以 证 明 


A 
显然 只 需 
O(logF,) (11) 


次 初等 运算 即 能 得 到 ,并 得 到 求 积 公式 
站 J za)dzridzs 


- 走 袜 /使 ,| 本 s]- os) 
欲 将 这 一 方法 推广 至 *( > 2) 维 的 情况 , 我 们 仅 需 推广 F。. 首 先 注意 


到 分 数 P。_i/F。 是 黄金 数 45 寺 上 -= 2cos2x/5 的 渐 近 分 数 . 命 放 为 一 
个 素数 > 5. 考 虑 分 圆 域 Q(cos2x/), 它 有 整 底 
ou = 2cos 2 a = 


我 们 可 以 建议 一 个 程序 来 寻找 整数 集 (h1,… i 的 贯 满足 : 


| = O(n MD)), 1<1<s-1. (12) 
(1, hh,…, hh-1) 就 可 以 看 作 模 n 的 “ 极 值 系数 ”. 我 们 可 以 证 明 集 合 

(E, 4|, -| 关内 | 1<k<n (13) 
有 偏差 

O(n 2 DD) +e) ), (14) 


此 处 。 为 任意 给 予 的 正 数 .得 到 这 样 一 个 集合 只 需 
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O(logn) (15) 

次 初等 运算 ( 见 华 罗 庚 与 王 元 [2, 3, 4, 5, 6] 及 王 元 , 徐 广 善 与 张 荣 肖 
[1]). 

关于 寻求 极 值 系数 的 分 圆 域 方法 与 Korobov 方法 , Haber[1] 作 
了 比较 ,他 写 道 ; 

“Korobov 方 法 需要 An?s 秒 以 求 出 & (n) 及 所 有 的 s 过 ,此 处 
A 约 为 10 ,计算 是 在 UNIVAC1108 上 进行 的 .这 一 方法 当 ” 过 104 
及 在 10 与 20 之 间 时 较 理想 ,结果 较 佳 .但 使 人 迟疑 者 为 当 * 高 达 
10 时 的 实际 应 用 公式 中 , 往往 要 求 ” 的 阶 为 105 或 更 高 ,从 而 计算 变 
得 过 于 元 长 .” 

“第 三 个 方法 (分 圆 域 方法 ) 需要 As’ 秒 , 仅 有 的 较 长 计算 为 求解 
一 个 线性 方程 组 , A 约 为 10 3 或 更 小 一 点 . 当 s 在 100 之 内 , 计算 应 
该 是 没有 障碍 的 , 而 ” 可 以 任意 大 .” 


二 。” 丢 番 图 逼近 与 一 致 分 布 
命 丈 为 一 个 关于 有 理 数 域 Q 的 s 次 代数 数 域 . 置 ， = ri + 27,. 


对 于 “6E 玉 , 命 a 中 ,…, a 为 a 的 共 久 数 ,此 处 a 中 ,…, a(" 为 实 
数 , (n+0，…, almtrm) 为 复数 及 tnrntD 二 aa(rit2r) = 


TD 


引 理 1 置 r = ri + m, 命 yi,…, y, 为 一 组 实数 且 满足 
21%+2 2 =0, (16) 
则 存在 一 个 单位 7 E 天 满足 
ce(F) er Sly SF)er,l Si<r, 


此 处 我 们 用 c(f,…, g) 表示 仅 依赖 于 f1,…, g 的 正常 数 , 但 并 不 总 
取 同 一 值 ( 见 华罗庚 与 王 元 [6]). 
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对 于 一 个 实 代数 数 域 知 , 即 r，=0, 置 7Y1 = 7,72=… = 二 
7, 则 (16) 变 成 
r+(s-2)7y=0 或 7= 一， 
因此 我 们 得 到 : 
引 理 2 命 歼 为 一 个 实 代数 数 域 , 则 对 于 任何 实数 7, 皆 存 在 单 
位 7E 多 使 
ear 下 7 去 ce7 及 c-le-YG-D <I 7? Eq ce™7/(s-D), 
2<i<s (17) 


成 立 ,其 中 c = c( 黎 ). 
命 w1,…, w; 为 到 的 一 组 整 底 , 则 由 引 理 2 可 知 存在 一 个 单位 贯 
Tn(L = 1,2,…) 满足 


WL 1 SA N22<i<s. (18) 
置 
下 = 2 RAN = Dn, 1 SIs, (19) 


则 二 与 hj?(1 过 j 过 *) 都 是 有 理 整 数 . 
定理 1 ”我 人 有 下 面 的 联 立 有 理 过 近 


hd 
ea MD), 1<j<s, 
l= 2 (20) 


证 :为 简单 计 , 我 们 略 去 指标 /, 由 (18) 与 (19) 得 
= 也 十 O(n) = 7(1+ OW-D))) 
与 
启 = wm + Ol(y YD) = qui(1+ OW-D))). 
故 得 定理 . 
定理 1 不 是 新 结果 .经 典 方法 只 能 证 明 存在 有 无 穷 多 集 (h1,…， 
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h,;n) 满足 (20). 我 们 的 目的 为 建议 一 个 得 到 满足 (20) 的 (hi,…， 
h,;n) 的 算法 .我 们 的 方法 依赖 于 一 个 满足 (18) 的 单位 贯 .如 果 已 
知 玉 的 一 个 独立 单位 组 , 则 这 一 单位 贯 易于 被 得 到 . 

例 1 命 p 为 一 素数 汪 5 及 s = (p -1)/2, 则 R， = 


Q (eos 2 ) 为 -个 次 实 分 圆 域 , 它 有 整 底 


ej = sin Pe" /sin Fg’, 1<j<s-1, 
此 处 g 为 modp 的 一 个 原 根 .因此 我 们 可 得 一 个 满足 (18) 的 单位 贯 ， 
从 而 可 得 一 个 整数 集 贯 (hf ，…, hh(0;n,)(1 = 1,2,…) 满足 


hD 2 
2 jk om! (M1)), Le 


t= 1,2,.…. 
我 们 可 以 用 Schmidt 定理 [1] 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 2 命 多 为 一 个 s 次 实 代数 数 域 及 wj, …, w, 为 天 的 一 个 
整 底 , 则 集合 
(ok jos<Asn (21) 
有 偏差 D(n) = O(n 1). 
定理 3 命 (h1,…,h,1;n) 为 一 组 满足 (20) 的 整数 , 则 集合 
仁 hk 
n 


D(n) = O(n-V2-G020-D)+e， 
我 们 也 可 以 从 一 个 代数 数 出 发 或 由 代数 数 域 Q(a) 的 一 个 单位 
a 出 发 并 置 % = 地. 特别, 我 们 可 以 取 a 为 一 个 次 的 PV(Pisot - 


||] 六 (22) 
有 偏差 
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Vijayaraghavan) 数 , 即 a( = cG0) 是 一 个 满足 

aa >1landla2 1 和 lcG9) I<…la®d I<1 (23) 
的 代数 数 .假定 a 是 一 个 PV 数 并 命 

p =- log| a'’ | /loga, (24) 
则 


m= Da 
为 一 个 有 理 整 数 及 


nk art(l+ Oa!l a 10) 


ny a(l+ O(a ‘la®) 1) 
因此 我 们 得 到 
定理 4 命 a 为 一 个 ;次 PV 数 , 则 


T+k 
一 
nm 


若 a 适合 既 约 方程 
f(z) = 7 -ar -ar-ao=0, 


则 m 可 以 由 牛顿 (Newton) 关于 对 称 函数 的 公式 来 计算 , 即 


= onil?),1<hk<s-1. (25) 


区 


10 = 311 = dl Rs = Qs-1ns-2+ "+ aino 
7 二 AM 十 Q5-27L-2 十 … 十 AN-stl + aons-s 
(过 5). 


因 p << ,所 以 除去 。 为 一 个 二 次 代数 数 或 e 为 三 次 代数 数 及 
a 中 与 a0 为 一 对 复 共 辐 数 之 外 , 这 一 方法 总 比 前 面 的 方法 次 精密 
一 些 ( 见 Minkowshi[1]) :无 论 如 何 , 由 于 诸 x 满足 一 个 道 推 公式 , 所 
以 计算 更 为 简便 . 
例 2 命 (F,) 为 由 
Fo= Fi= = F2=0,F =1,F,,= Ft 
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+ Frnt F(n>0) 
定义 的 整数 贯 , 则 得 


定理 5 有 
Fe _ | = O(CFIL(U2ioe2)-G/2 )) 
四 由 
l<k<s-1, (26) 
此 处 5 为 x' -zx 1-… 一 zx -1= 0 的 实 根 . 
定理 6 集合 
二 生 |],1<4<e, (27) 


有 偏差 . D(F,) = OF V2 Moen) -2 ) 
三 。” 求 积 公式 的 数值 误差 


由 (7) 与 定理 2,3 及 6, 我 们 可 得 对 应 的 求 积 公式 的 误差 估计 . 
但 每 一 公式 中 的 误差 项 都 是 非 有 效 的 (ineffective), 即 隐 含 于 定理 2， 
3 及 6 中 与 “O” 有 关 的 常数 是 不 可 计算 的 .有 时 虽然 误差 项 是 有 效 
的 ,例如 (9) 中 的 常数 ,但 又 太 大 , 从 而 在 实际 应 用 时 是 无 用 的 . 所 以 
我 们 将 要 讲述 一 个 估计 求 积 公式 数值 误差 的 方法 .假定 
O25 
zz 
及 其 低 次 导数 都 是 * 个 变数 的 周期 函数 是 团 于 C， 每 一 变数 均 有 周 
期 1, 则 了 有 绝对 收敛 的 Fourier 展开 
fl(E)= 之 a > c(mi, ,ms) 
exp(2xi(malzl 二 … + mr,)) 
= 2 ew)exp(2ri( 2, E)), 
此 处 Fourier 系数 c( 加) 适合 
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1c( 健 ) I<el eal”, (28) 
其 中 如 上 = mi… ms 及 n = max(1, 1 n 1), 我 们 记 这 种 函数 类 为 
E,(C). 由 于 


1 1 若 m nn， 
xp(2rink/m) = de 
及 
(0)= | 7(E)d 王 ， 
所 以 对 于 任何 整 矢量 & ， 
3 EE EE 于 (w)exp(2ni(, a )k/n) 
EE 多 
= Dl) Dexpl2ri( 2, Eh/n) 
= 各 
= 2 cw) 
(28,0)m0(md n) 
= c(Q0)+ 2 ecw), 
(8,m)mO(modn) 
从 而 由 (28) 得 
A | | /Ed -LA) 
<CN( 4,n), 
此 处 
QA(2,.n)=. 2 eel”™, (29) 


(2 ,=o(modn) 
其 中 忆 “ 表示 求 和 号 中 去 掉 买 = 0 一 项 . 
这 是 对 求 积 公式 误差 估计 的 另 一 种 处 理 , 在 此 必须 注意 到 任 何 
非 周期 函数 的 积分 都 可 以 归结 为 周期 函数 的 积分 . 
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例 3 合 
(于) = 二 (f(E) + AE zx) 
出 ( 亚 ) = 二 ($1(E) + (El -xz), 
此 处 于。(z) 为 将 三 的 第 个 分 量 z, 换 成 z 后 所 得 的 矢量 , 即 
至。(z) = (zh zu b Torts…, zx). 显 然 各 (三) 是 周期 函数 ， 
而 且 
| rz) 8 = | $dE. 
由 引 理 2, 全 | 


#(E) = (#)v((sn 本 ) 


2 
(sin | jsnrzrsinnr 
则 #8( 三 ) 是 周期 函数 , 而且 


| = 人 (zd. 


定理 7 我 们 有 
二 人 到 和 忆 家 (aaa 人 (| 笃 |) 
当 2 赤 nm 
BE 
+ 加 二 (za (和 |)s 2 


(30) 
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此 处 六 表 a(1 过 vw 过 5) 中 的 奇数 个 数 及 Ba(z) = z2- + 二 表 
示 Bernoulli 多 项 式 . 


证 :由 于 
Qe = Dexp2n(s, 2)k/nl el 
= i > I 3 exporiam p/n) mW," -1 
-二 (+Pa( 短 |))-+ 
故 得 定理 . 


对 于 &,n, 由 定理 7 可 得 Q( 4 ,n),Korobov 建 议 对 于 n = PP 时 
取 & = (1,a,…,a'1), 然后 比较 诸 Q(2& ,bp)(1 过 a < 记 ), 使 
(2,p) 取 最 小 之 矢量 4, 即 取 作 mod p 之 极 值 系数 , 因此 获得 
mod p 之 极 值 系 数 需 要 O(p?) 次 初等 运算 . 丢 番 图 通 近 方法 只 要 
O(logn) 次 初等 运算 即 可 得 2 (nn), 其 对 应 之 20( 2 ,nn) 需 O(n) 次 
初等 运算 来 求 得 .一 张 含 有 ( 4 , n) 的 表 已 编制 好 , 将 有 益 于 实际 应 
用 ( 见 华罗庚 与 王 元 [6]). 

其 他 应 用 

1. 插值 法 ,对 于 任何 s 个 变数 的 周期 函数 f, 我 们 希望 寻找 一 
个 三 角 函 数 Py, 使 用 它 来 逼近 f 所 得 的 误差 主 项 独立 于 s. 

假定 f( 王 ) E E,(C), 则 /有 Fourier 展 开 

f(¥)= De(W)exp(2ni( 2, £)), 
此 处 
cu) = 7 至 )erp(- 2xi( 亚 ,到 4 三. 
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2k 
P/(£) = 十 二) >，exp(2mi( 严 , 工 -二 )， 


k=1 


TE<N 

则 

A= gep, lf/(E) -P(E)SE, + >,, 
此 处 

ZZ1= i 六 2 le 

了 ak 
3 D/A pni( a, EH) 

及 


Dg 2 ee) 1. 
| eg 1>N 


由 于 | 召 上 = M(M 去 0) 的 解数 为 O(M*), 所 以 
,< 5 cl el?= 0(c Tn ate) 


lel>N 
= O(CN-H9， 
由 于 
入 2 x 区 exp -zx x|| 
nl n 亚 , 王 
本 1 六 DC(L)exp2ri(L - m, a )k/n) 
LE 
= 也 Cc)= 5 cra), 
(md n) YO ey 
所 以 


ak 


1 ,ak 和 
Cl2) -TD Eenp( 2n(m, 24)) 
= n 
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<C 2 le+rl? 
(2 7) 一 o(mod m) 
由 于 
ziea2l + 
所 以 
Zi 和 CN 2 rl ?= CN20(2,n)， 
(2 7) 一 O(mod ») 
因此 


Eap 1f(E)- P(E)!I 
= O(CN t+ CN?N( 4,n)), 
此 处 Q( & ,n) 由 (30) 给 出 , 即 求 积 公式 的 误差 估计 可 以 用 来 估计 
全 ,我 们 可 以 选取 wn, & (n) 及 N = N(n) 使 人 的 主 阶 独 立 于 
2. 第 二 类 Fredholm 方程 .我 们 用 大 写 拉丁 字母 表示 * 维 矢量 ， 
考虑 积分 方程 
$(P) = ) | K(p,Q)$(Q)dQ + 7CP)， 


2 
此 处 1€ E,(C) 及 K€ Eee(C), 记 Me = 三 -, 则 得 


jx(p, os(QaQ = 1 BKCP, MM) 
+ O(N( 2,n)). 
命 f(Mi)(1 < 上 之) 表示 线性 方程 组 
UM) = 2 BKM Mi) FM) 


+f(M),1<j<n 
的 解 , 则 我 们 可 以 证 明 


$(P) = f(P) + 2 DIK(P, Mi) FCM,) 
k=1 
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+ O(Q(&2,n)), 
此 处 与 “DO” 有 关 的 常数 仅 依赖 于 f, K 及 4. 
3， 第 二 类 Volterra 积分 方程 .考虑 积分 方程 
$(7) = | KK(z,y)8(y)dy + f(z), 
此 处 FE E1(C) 及 K € E,(C), 方 程 的 解 由 Neumann 级 数 


gz) = f(z) + BD $,(z) 
给 出 ,此 处 


ne 


R, = R,(z, zx1,*…, x,) 
= K(z, rz)K(z, rz)… 开 (ziyzo)F(zo). 
由 于 存在 一 个 三 角 多 项 式 P, 使 
1R,- P,|1= ON + N2(N(&,n))), 


所 以 
[paras,|< 六 
后 R, - P, | dzi…dzw 
= O( 二 (Ne + NA( 8,n))). 
将 Neumann 级 数 分 成 两 部 分 
Ds (z)= Bs (z) + Ds (z). 
后 面 这 个 级 数 可 以 由 显然 的 信 计 


Bs (z) = o 亿 二 ]= OCMI-D 
给 出 ， 选取 适当 的 M 可 得 
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S To-1 
4(z) = Fa + Df Po dredz, 
+ O(N T+ NA( 4,n)). 
4， 我 们 还 可 以 考虑 齐 次 Fredholm 方程 
$(z) = 4 [KCz,y)$(y)dy, 
此 处 K(xz,y) 适合 某 些 条 件 的 最 小 特征 值 及 其 对 应 的 特征 函数 的 


渐 近 解 问题 . 
5. 考虑 方程 
2 Ea 
半 - [jos<esm < 


(1<v<s) 
的 柯 西 (Cauchy) 问题 ,此 处 初始 条 件 为 
u(0, E)= f(£)€ E,(C). 


我 们 可 以 利用 插值 法 的 结果 得 到 
ws) = D3 Br) as， 
站 <N 


B)k/m 一 4xz( 亚 ,下 ) +2ri(2, £)) 
+OCNT+N2CO(2,n)). 
6. 考虑 方程 
92 2 
[+ Se + 和 

的 狄 里 希 勒 (Dirichler) 问题 ,此 处 / € E,(C), 且 对 于 每 一 个 变数 者 

是 奇 函 数 及 w 适 合 边 界 条 件 :u( 三 ) = 0( 三 € G,), 则 我 们 可 以 得 到 

u( 王 ) 的 一 个 近似 解 : 


)= Dr s&s]acs. 


内 
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此 处 


)) 


2k 


h(E)=-— 1 DD) exp(2ri(w,E 一 


dn 197 
(2, 2) ,1<hSn. 

&x( 亚 ) 与 "(至 ) 之 差 之 主 阶 独立 于 s( 见 华罗庚 与 王 元 [4,6) 及 王 

元 [2,3,4,6)). 


五 “ 几 个 猜想 


为 了 进一步 的 研究 , 我 们 提出 如 下 猜想 ， 
1. 存 在 整数 贯 (n,)(1 < mi < na < …) 及 整 矢量 & = & (n,) 
= (ab…,a:)(! = 1,2…) 使 


W(m, 4)= su 


/€ Eh 


| As)aE 


_ 工 站 [24 | < 20 
RL 1 nr 4 
华罗庚 与 王 元 [1] 及 Bahvalov[1] 对 于 s = 2, 独立 地 证 明了 , 当 

mi = Fi 2 = (1, Fin)(L = 1,2,…) 时 , (31) 成 立 .Korobov[1] 证 


明了 对 于 素数 P, 存在 矢量 4 = 2 (P) 使 W(p, 4)<<C.c(s) 


(31) 


ni 


Mog ， 这 一 结果 被 Babvalov[1] 改进 为 W(p，&) < 


gg 2 sorygin[1] 证 明了 对 于 任何 整数 ”> 2 及 束 
矢量 & = a(n) 和 有 估计 式 W(x， 4) > Ce(s) (eg 有 
Bahvalov[1] 还 证 明了 (31) 可 以 由 下 面 的 猜想 推出 来 . 

2. 存 在 整数 集 (mi) 及 整 矢量 & = & (mm)(! = 1,2,…) 使 间作 
式 
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2&2,) = o(mod n) 
的 任何 非 寻 常 解 皆 满足 
Il > ce(s)n. 


3， 存 在 整数 集 (m) 及 整 矢量 & - 2(m) 使 集合 
人 |,…,| 委 |) < es wm) 有 偏差 
n ny 


人 


s-l 
D(n) < els) ee 


对 s = 2 及 2 = (1 Pi),Zaremba[1] 证 明了 D(Fi,zs) < 
cFit2logF+2. 
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仆人 与 皇后 〈 谈 谈 数 论 的 应 用 ) 


数论 有 什么 用 处 呢 ? 谁 也 不 怀疑 ， 许 多 数学 分 支 之 所 以 存在 
应 该 归功 于 “现实 世界 ”提出 的 问题 ， 例 如 物理 学 、 工 程 技术 等 提 
出 的 问题 .熟知 的 例子 有 微 积 分 ， 还 有 天 体力 学 中 需要 的 微分 方程 
理论 ， 以 及 流体 力学 中 必 不 可 少 的 偏 微 分 方程 ， 等 等 但是， 数论 
怎么 样 呢 ? 有 一 点 是 确 溺 无 疑 的 ， 就 是 费 马 (P. de Fermat)， 欧 
拉 (L，Euler)， 拉 格 朗 日 (J. L. Lagrange)， 勒 让 达 (A. M. 
Legendre)， 高 斯 (G，F. Gauss) 等 都 是 出 自 数论 内 在 的 趣味 及 其 
特有 的 美 而 研究 人 类 知识 的 这 一 领域 的 ， 他 们 确实 毫 不 在 乎 他 们 那 
些 优美 的 定理 是 否 会 有 什么 “有 用 的 ”应 用 . 

高 斯 把 数论 置 于 科学 之 冲 ， 他 把 数论 描绘 成 “一 座 仓库 ， 贮 藏 
着 用 之 不 尽 的 ， 能 引起 人 们 兴趣 的 真理 "， 希 尔 伯 特 (D，Hilbert) 
则 把 数论 看 成 “一 幢 出 奇 地 美丽 而 又 和 谐 的 大 厦 ”“ 它 有 简单 的 基 
本 定律 ， 它 有 直接 了 当 的 概念 ， 它 有 纯正 的 真理 ". 闵可夫 斯 基 
(CH，Minkowski) 比喻 数论 “以 柔美 的 旋律 来 演奏 强 有 力 数 论 音 
乐 ” (以 上 见 C，Reid，Hibert，Springer - Verlag，1970). 总 之 ， 
数论 是 “纯正 洁白 ”的 . 高 斯 有 如 下 名 言 : 

“数学 是 科学 的 皇后 ， 数 论 乃 数学 之 皇后 ”. 

随 着 数学 的 深入 发 展 ， 强 有 力 的 数学 工具 渗透 到 数论 的 研究 中 


* 原 载 《 二 十 一 世纪 》 (香港 )，1993 年 ，83 一 90. 
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去 . 由 于 数论 问题 的 简单 明了 ， 人 往往 会 导致 研究 深化 . 由 此 产生 的 
概念 ， 结 果 与 方法 对 其 他 数学 领域 的 影响 也 日 见 明 显 ，1900 年 ， 
希 尔 伯 特 在 第 二 届 国 际 数学 大 会 的 著名 报告 中 ， 以 “三 体 问题 ”与 
“ 费 马 问题 ”作为 例子 来 说 明 一 个 好 的 问题 对 于 推动 数学 发 展 的 作 
用 . 三 体 问题 是 天 文学 提出 的 最 基本 的 自然 现象 问题 ， 费 马 问题 为 
何 能 跟 三 体 问题 相提并论 ? 所谓 费 马 问题 是 说 ， 不 定 方程 
z+ y= 

当 n 之 3 时 没有 非 寻 常 解 .。z =0，y = zz 或 y=0，x = z 称 为 寻常 
解 .这 样 一 个 非常 特殊 ， 似 乎 不 重要 的 问题 ， 却 对 数学 产生 了 难以 
估量 的 影响 ， 受 这 个 问题 的 启发 ， 库 默 尔 (E，E，Kummer) 引进 
了 理想 数 ， 并 发 现 分 圆 域 的 素 理想 数 因子 分 解 定理 .这 个 定理 又 被 
戴 德 金 (D. W .RDedekind) 与 克 罗 内 科 (L，Kronecker) 推广 
到 任意 代数 数 域 ， 其 意义 已 远 远 超出 数论 的 范围 ， 而 深入 到 代数 与 
函数 论 的 领域 . 

还 可 以 举 哥 德 巴赫 〈C. Goldbach) 猜想 为 例 . 所 谓 哥 德 巴赫 
猜想 是 说 ， 不 定 方程 

2n=p+g 

有 素数 解 p，g， 此 处 ”之 2 为 任意 给 定 整数 ， 由 于 研究 这 一 孤立 
问题 ， 带 动 了 解析 数论 一 些 强 有 力 的 方法 的 产生 与 发 展 ， 例 如 哈代 
(G. HHardy)， 李 特 伍德 (J. E，Littlewood) 与 拉 马 努 扬 (S. 
Ramanujan) 的 圆 法 ; 维 诺 格 拉 打 夫 (I，M. Vinogradov) 的 素 变 
数 三 角 和 估计 方法 ; 仆 朗 (V， Brun)， 赛 尔 伯 格 (A. Selberg )， 
与 陈景润 的 得 法 ; 列 尼克 (Yu、V， Linnik)， 瑞 尼 (A，Renyi)， 
潘 承 洞 与 朋 比 尼 (E， Bombieri) 的 大 得 法 与 素数 分 布 论 ， 这 些 方 
法 不 仅 是 解析 数论 的 强 有 力 工具 ， 而 且 对 其 他 数学 领域 亦 有 应 用 与 
影响 . 

因此 ， 数 论 不 是 数学 的 一 个 孤立 分 支 ， 这 一 观点 已 成 为 共识 . 
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华罗庚 在 他 的 《数论 导 引 》 (科学 出 版 社 ，1957) 的 序言 中 首先 强 
调 了 这 一 论点 : 

“其 一 ， 希 望 能 通过 本 书 具体 地 说 明 一 下 数论 和 数学 中 其 他 部 
分 的 关系 .”“ 但 是 在 今天 的 数论 入 门 书 中 往往 不 能 看 出 这 一 关联 
性 ， 并 且 有 一 些 “ 自 给 自足 ”的 数论 入 门 书 会 给 读者 以 不 正确 的 印 
象 : 就 是 数论 是 数学 中 的 一 个 孤立 的 分 支 ."“ 作 者 试图 在 本 书 中 就 
初等 数论 的 范围 尽 可 能 地 说 明 这 一 点 .例如 素数 定理 与 富 利 叶 (J. 
B. J， Fourier) 积分 的 关系 .因为 受 本 书 性 质 的 限制 ， 我 们 不 能 把 
素数 定理 和 整 函数 的 关系 在 本 书 中 叙 出 ， 本 书 将 说 明 整 数 之 分 拆 问 
题 、 四 平方 和 问题 与 模 函 数论 的 关系 ; 二 次 型 论 、 模 变换 与 罗 巴 切 
夫 斯 基 (N. I，Lobacevski) 几何 的 关系 等 .” 

其 次 ， 数 论 是 研究 整数 规律 的 数学 分 支 ， 它 的 概念 与 结果 构成 
抽象 数学 的 概念 与 方法 的 背景 之 一 ， 而 且 也 是 促进 数学 发 展 的 内 部 
源泉 之 一 数论 的 这 个 功能 也 几乎 是 共识 的 .在 华罗庚 的 《数论 导 
引 》 的 序言 中 也 有 阐述 ， 

“其 二 ， 从 具体 到 抽象 ， 是 数学 发 展 的 一 条 重要 大 道 ， 因 此 具 
体 的 例子 往往 是 抽象 概念 的 源泉 ， 而 所 用 的 方法 也 往往 是 高 深 数学 
里 所 用 的 方法 的 依据 ."“ 从 数学 本 身 来 说 ， 它 研究 的 最 基本 的 对 象 
是 “ 数 " 与 “ 形 '. 因此 ，“ 几 何 图 形 ， 所 引出 的 几何 直觉 ， 和 由 
“ 数 ” 而 引出 的 具体 关系 和 概念 往往 是 数学 中 极 丰富 的 源泉 .” 

在 文化 大 革命 结束 前 ， 国 内 发 展 数学 的 哲学 思想 是 只 承认 数学 
发 展 的 外 部 动力 ， 而 不 承认 其 内 部 动力 .这 必然 导致 数学 发 展 上 的 
实用 主义 倾向 ， 甚 至 发 展 到 学 术 上 的 虚无 主义 ， 否 定 历史 上 一 切 数 
学 成 果 . 相当 长 时 间 内 ， 数 学 的 正常 发 展 受 到 严重 阻碍 . 

数论 除了 上 述 两 个 功能 外 ， 它 有 更 直接 的 “应 用 ” 吗 ? 

50 年 代 以 来 ， 电 脑 莲 勃发 展 与 应 用 .电脑 渗透 到 各 个 科学 领 
域 ， 大 大 开 闪 了 人 们 的 眼界 . 人 们 重新 检查 过 去 积累 的 科技 成 果 ， 
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方法 直至 观念 数学 除 用 于 传统 的 学 科 ， 如 物理 学 、 力 学 、 天 文学 
与 工程 技术 之 外 ， 在 科学 计算 、 生 物 科 学 、 地 学 科学 、 计 量 经 济 
学 、 管 理科 学 ， 乃 至 社会 科学 中 都 有 应 用 .这些 科 学 都 需要 从 定性 
研究 向 定量 研究 深入 发 展 ， 所 以 离散 数学 显得 日 益 重要 ， 它 已 与 连 
续 数 学 有 同等 的 重要 性 ， 在 愈 来 愈 多 的 场合 下 ， 人 们 需要 用 到 数论 
的 概念 、 结 果 与 方法 ， 事 物 总 是 由 量变 到 质变 的 ， 数 论 的 应 用 也 由 
零散 的 应 用 达到 系统 的 应 用 ， 由 应 用 数论 的 一 般 成 果 到 应 用 最 深刻 
的 数论 成 果 ， 甚 至 形成 专门 的 数论 应 用 分 支 . 

50 年 代 末 兴 起 的 近似 分 析 中 的 数论 方法 ， 是 以 近似 计算 多 重 
定 积 分 为 研究 主题 的 ， 积 分 近似 计算 是 一 个 古老 的 研究 课题 ， 它 与 
微 积分 学 同时 产生 . 牛顿 (I. Newton) 本 人 就 是 一 位 数值 积分 专 
家 ， 著 名 的 牛顿 一 柯 斯 (R. Cotes) 公式 包 有 梯形 公式 (Trapezoid 
rule) 与 辛 卜 生 公 式 (T.，Simpson's rule) 作为 特例 ,车 比 雪夫 
(P. L.，Chebycev) 、 埃 尔 米 特 〈(C，Hermite) 与 高 斯 都 曾 对 数值 
积分 问题 作 过 杰出 页 献 . 但 他 们 的 贡献 都 是 属于 一 维 数值 积分 的 范 
畴 . 若 将 这 些 公式 推广 到 高 维 空间 ， 则 误差 将 随 着 维 数 而 迅速 增 
加 ， 所 以 这 些 方 法 在 高 维 空间 都 是 无 效 的 ， 直 到 50 年 代 末 ， 多 维 
数值 积分 的 论文 还 是 寥 若 晨星 . 原因 并 不 是 当时 的 纯粹 数学 积累 不 
够 ， 不 足以 研究 多 维 数值 积分 问题 ， 关 键 在 于 计算 工具 落后 ， 即 使 
研究 出 新 方法 ， 亦 是 无 法 进行 实际 使 用 ， 仍 然 是 纸上谈兵 ， 引 不 起 
人 们 的 兴趣 与 注意 ， 由 冯 * 诺 依 曼 (J. Von Neumann) 与 乌拉 姆 
(S. Ulam) 在 40 年 代 首创 的 所 谓 数值 积分 的 蒙特 卡 罗 (Monte 
Carlo) 方法 的 要 点 是 将 一 个 分 析 问 题 ， 如 数值 积分 ， 化 为 一 个 有 
同样 解答 的 概率 问题 ， 如 某 随机 函数 的 数学 期 望 的 计算 ， 然 后 用 统 
计 模 拟 的 方法 来 处 理 后 一 问题 . 这 就 需要 产生 服从 均匀 分 布 的 独立 
样本 ， 或 称 随机 数 . 但 随机 数 如 何 产生 ? 实际 上 所 有 产生 随机 数 的 
方法 仍然 是 “确定 性 ”的 ， 即 按 一 定 的 数学 程序 来 产生 . 数值 积分 
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中 的 数论 方法 就 是 给 出 一 组 在 空间 中 均匀 分 布 的 点 列 ， 用 它 来 代替 
所 谓 随机 数 来 构造 多 维 求 积 公式 . 这 组 点 列 称 为 伪 〈《quasi) 随机 
数 ， 而 数论 方法 也 称 为 伪 蒙 特 卡 罗 方法 .这 一 方法 是 成 功 的 ， 求 积 
公式 的 误差 主 阶 与 维 数 无 关 . 首先 是 卡 罗 波 夫 (N. M. Korobov) 
在 1957 年 给 出 了 一 个 公式 ， 他 的 方法 基于 完整 三 角 和 的 估计 .50 
年 代 末 与 60 年 代 初 ， 卡 罗 波 夫 ， 华 罗 庚 ， 那 夫 卡 (E，Hlawka) 
与 哈 尔 顿 (J.，H. Halton) 等 先后 发 表 了 他 们 的 方法 ， 这 些 方 法 涉 
及 到 指数 和 估计 、 一 致 分 布 论 、 丢 番 图 有 逼近 论 与 经 典 代数 数论 的 应 
用 ， 甚 至 用 到 数论 中 最 深刻 的 成 果 之 一 : 吐 埃 一 西 革 尔 一 罗斯 一 斯 
密 特 (A. Thue, C. L. Siegel, K. F. Roth, W. M. Schmidt) 
定理 .现在 人 们 正在 尝试 用 数论 方法 来 处 理 插入 公式 、 积 分 方程 与 
偏 微 分 方程 的 近似 计算 ; 尝试 用 于 试验 设计 安排 、 最 优化 计算 与 统 
计 模 拟 问题 等 ， 它 已 经 逐步 形成 一 个 在 理论 上 与 实际 应 用 上 颇 有 成 
效 的 新 数学 领域 . 

密码 问题 已 不 再 像 过 去 那样 ， 仅 仅 用 于 军事 与 外 交 等 少数 领 
域 ， 随 着 科学 技术 的 不 断 发 展 ， 在 更 广大 的 领域 ， 如 财务 、 金 融 与 
银行 业务 往来 等 方面 都 要 用 到 密码 ， 因 此 密码 的 设计 不 能 像 过 去 那 
样 采取 事先 约定 的 密约 方式 ， 而 需要 发 码 与 破译 的 手续 不 太 复杂 . 
最 好 是 “公开 ”的 ， 但 若 对 方 不 掌握 “ 破 约 "， 则 无 法 进行 破译 . 
用 这 种 思想 设计 的 密码 理论 称 为 “公约 密码 学 ”(Public key crypto- 
graphy)， 这 是 70 年 代 末 才 开始 的 一 门 学 问 ， 至 今 才 十 来 年 历史 . 

公约 密码 设计 依靠 一 个 “ 活 板 门 函数 ” (Trapdoor function). 
什么 是 活 板 门 函数 呢 ? 它 是 这 样 一 个 函数 ， 在 一 个 方向 很 容易 计 
算 ， 但 在 反方 向 ， 则 极 难 计算 . 例如 ， 用 电脑 很 快 可 以 将 两 个 
1000 位 的 数 乘 起 来 . 相反 地 ， 如 果 已 知 一 个 2000 位 的 数 是 两 个 约 
1000 位 的 素数 之 积 ， 欲 求 出 这 两 个 素数 来 ， 除 某 些 简单 情形 外 ， 
即使 用 最 先进 的 电脑 与 程序 ， 在 今天 仍然 是 遥遥 不 可 及 的 事 ， 用 这 


es : 
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一 思想 构造 出 一 种 公约 密码 ， 称 之 为 RSA (L. M. Adleman，R. 
L， Rivest，A. Shamir). 命 n= 加 ， 其 中 p，g 为 素数 ， 则 

p(n)=(p-1)(g-1) 
称 为 欧 拉 函 数 ， 欧 拉 定 理 是 说 : 任 给 正 整 数 a， 满足 (a，n) = 
1， 即 最 大 公约 为 1， 则 

as(")=1(modn), ! 
意 为 as(”-1 是 的 倍数 . 当 n 的 分 解 式 知 道 后 , 求 $(n) 很 容易 ， 
反之 , 若 不 知 n 的 分 解 式 , 则 “ 求 不 出 ”"$(n). 如果 公 开 n 及 一 个 满 
足 (g(n),s)=1 的 整数 s, 我 们 可 以 将 一 个 信息 用 数字 M 来 表示 ， 
例如 将 英文 字母 a,…, z 分 别 表示 用 0,…, 25 来 表示 , 则 YES = 24 
X26*+4X26+18=16346, 在 这 里 16346 表示 YES. 当 n 为 两 个 大 
素数 之 积 , 则 (mn, M)=1 恒 成 立 . 将 M’ 圭 C(modn ) 发 给 对 方 .车 对 
方 知道 $(n), 则 可 求 得 使 

st 三 1(mod$(n)), 
于 是 求 C 的 1 次 方 知 , 即 得 

C'=M’=M(modn), 
这 就 得 到 了 欲求 的 信息 M， 因 此 关键 是 对 方 需 得 知 5 (n) 之 值 ， 
这 就 需要 知道 n 的 因子 分 解 ， 但 就 目前 的 数论 积累 与 电脑 技术 ， ! 
当 n 稍 大 时 还 远 远 做 不 到 . 

另外 一 个 活 板 门 函数 是 “离散 对 数 "， 也 可 以 用 它 来 设计 公约 
密码 .上 面 这 些 方法 的 破译 都 归结 为 如 何 快速 有 效 地 将 正 整 数 分 解 
成 素 因子 之 积 ， 这 个 数论 最 古老 、 最 基本 的 课题 又 热 起 来 了 ， 在 这 
一 课题 的 最 新 研究 中 ， 甚 至 用 到 椭圆 曲线 (Elliptic curves) 的 高 深 理 
论 . 
数论 应 用 在 近 三 十 年 来 的 发 展 ， 已 改变 了 传统 对 数论 的 看 法 ， 

也 改变 了 50 年 代 对 数论 功能 的 认识 .1990 年 ， 革 莱 姆 (R. 
Grabam) 在 科罗拉多 (波尔多 ) 大 学 一 次 公开 演讲 中 宣称 : 
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“现在 ， 数 论 是 最 有 用 的 数学 分 支 .” 
这 一 断言 说 明 ， 数 论 是 科学 与 数学 最 忠实 而 有 用 的 仆人 . 数论 由 皇 
后 变 成 仆人 或 变 成 既是 仆人 又 是 皇后 ， 标 志 着 科学 技术 发 展 的 一 个 
里 程 碑 ! 我 们 应 该 为 之 热情 欢呼 ! 


均匀 设计 
一 一 一 种 试验 设计 方法 


在 科学 实验 与 工农 业 生产 中 ， 经 常 要 做 实验 .如何 安 排 实验 ， 
使 实验 次 数 尽 量 少 ， 而 又 能 达到 好 的 试验 效果 呢 ? 这 是 经 常会 磁 到 
的 问题 . 解决 这 个 问题 有 一 门 专门 的 学 问 ， 叫 做 “试验 设计 ”， 试 
验 设计 得 好 ， 会 事半功倍 ， 反 之 就 要 事倍功半 了 . 

例如 假定 某 化 学 产品 的 质量 依赖 于 三 个 因素 ， 即 温度 (A)， 
反应 时 间 (B) 与 苏打 浓度 (C). 这 三 个 因素 各 取 值 如 下 : 

温度 (A) 80C ,85C, 90C, 

时 间 (B) 90m, 120m, 150m, 

苏打 浓度 (C) 5%，6%，7%. 

我 们 将 各 因素 的 不 同 值 分 别 记 为 Al，Az，A3，…，C2，C3， 其 
中 4:，42，4As 称 为 因素 A 的 水 平 ， 其 他 依次 类 推 . 

试验 设计 的 目的 在 于 研究 各 因素 间 的 影响 及 找 出 最 佳 的 水 平 组 
合 . 一 个 好 的 试验 设计 既 要 能 尽量 减少 试验 次 数 ， 又 要 能 获得 最 多 
的 信息 量 ， 我 们 先 介绍 一 下 传统 的 方法 : 

1. 考虑 各 因素 水 平 间 的 所 有 组 合 ， 以 上 面 的 例子 来 说 ， 水 平 
间 的 所 有 组 合 数 为 3x3x3=27. 所 有 这 27 个 试验 都 做 之 后 ， 当 
然 可 以 找到 最 佳 组 合 . 但 若 试 验 太 昂贵 或 试验 周期 太 长 ， 则 会 由 于 


*， 原 载 《科技 导 报 )，5，1994，20 一 22. 
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所 需 试验 次 数 太 多 而 无 法 进行 . 若 在 这 个 例子 中 每 个 因素 的 水 平 个 
数 为 10， 则 试验 次 数 就 是 10? = 1000， 太 多 了 . 

2， 单 因素 试验 ， 只 对 一 个 因素 进行 实验 ， 而 将 其 他 因素 都 固 
定 . 采用 这 个 方法 必需 假定 各 因素 间 没有 交互 作用 .60 年 代 开始 ， 
华罗庚 在 我 国 倡导 与 普及 的 “优选 法 "， 即 国外 的 翡 波 那 姜 法 或 黄 
金 分 割 法 ， 就 是 单 因 素 的 最 佳 调试 法 ， 在 实际 问题 中 ， 各 有 关 因 素 
均 相互 独立 的 情况 是 极 少 的， 所 以 在 使 用 优选 法 时 需 首先 抓 住 “ 主 
要 矛盾 "， 即 根据 经 验 突出 一 个 最 主要 的 因素 进行 试验 ， 而 将 其 他 
因素 都 固定 住 ， 因此 优选 法 还 不 是 一 个 很 精确 的 近似 方法 . 


表 1 Ls (3°) 
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3. 正 交 设计 .这 是 统计 学 中 历史 悠久 且 普 遍 使 用 的 多 因素 试 
验 设计 方法 ， 其 理论 基础 是 正 交 拉 丁 方 理论 与 群 论 ， 如 果 有 * 个 因 
素 ， 每 个 因素 的 水 平 数 为 s， 则 正 交 设计 的 试验 次 数 的 数量 级 为 
四 ， 记 为 0 《gq?). 这 当然 比 因素 的 所 有 水 平 组 合 g' 低 多 了 . 正 交 
设计 的 另 一 优点 为 可 以 按照 表格 来 安排 试验 ， 使 用 很 方便 .我 们 用 
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Ln 〈g*) 来 表示 一 张 正 交 表 ， 其 中 L 表示 正 交 设 计 ，n 表示 试验 
次 数 ，g 表示 每 个 因素 的 水 平 个 数 及 t 表示 独立 因素 的 最 大 个 数 
以 我 们 的 例子 来 说 ， 我 们 可 以 用 正 交 表 L。(3*) 来 安排 实验 ， 共 
做 9 次 试验 即 可 .我 们 用 表 1 的 前 3 列 ， 它 们 分 别 表示 因素 A 
B，C， 各 列 中 的 1，2，3 分 别 表示 各 因素 的 各 水 平 ， 于 是 得 表 2. 


表 2 正 交 设计 
斌 及 于 A B C 
sa 
sa 80C 90m 5% 
2 80C 120m 6% 
3 80U 150m 7% 
4 85U 90m 6% 
5 85C 120m 7% 
6 85C 150m 5% 
4 90T 90m 7% 
8 90T 120m 5% 
9 90T 150m 6% 


我 们 就 可 以 按照 表 2 来 做 9 次 实验 了 .由 表 1 (或 表 2) 立即 看 出 ， 
每 个 因素 的 每 个 水 平均 重复 3 次 ， 这 称 为 均衡 性 ;任何 两 个 因素 的 
所 有 水 平 组 合 出 现 的 次 数 均 相 同 ， 这 称 为 正规 性 ， 正 交 设 计 的 优点 
为 

(1) 有 一 套 表 格 ， 便 于 多 因素 试验 的 设计 与 数据 分 析 . 

(2) 由 于 有 正 交 性 ， 易 于 分 析出 每 个 因素 的 主 效应 ， 特 别 当 每 
个 因素 均 有 二 水 平时 ， 还 可 以 分 析出 因素 间 的 交互 效应 

(3) 若 将 试验 区 域 映 为 超 单位 立方 体 ， 将 试验 点 对 应 于 等 距 有 
理 格子 点 ， 则 正 交 设计 的 试验 点 在 试验 区 域 中 散布 均匀 且 整 齐 可 
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比 . 但 对 于 某 些 工业 试验 与 昂贵 的 科学 实验 来 说 ， 正 交 设 计 的 试验 
次 数 仍 嫌 太 多 ， 而 难于 安排 ， 这 就 需要 我 们 寻求 新 的 试验 设计 方 
法 .均匀 设计 就 是 这 样 一 种 方法 ， 其 试验 次 数 比 正 交 设计 的 试验 次 
数 有 明显 的 减少 

均匀 设计 属于 近 三 十 年 来 发 展 起 来 的 伪 莹 特 卡 罗 方法 的 范畴 . 
将 经 典 的 确定 的 单 变量 问题 的 计算 方法 推广 后 用 于 多 变量 问题 的 计 
算 时 ， 计 算 量 往往 跟 变量 个 数 有 关 . 即使 电脑 再 进步 很 多 ， 这 种 方 
法 仍 无 法 实际 应 用 .乌拉 姆 (S，Vlam) 与 冯 . 诺 依 曼 (J，von 
Neumann) 在 40 年 代 提 出 蒙特 卡 罗 方 法 ， 即 统计 模拟 方法 ， 这 个 
方法 的 大 意 是 将 一 个 分 析 问 题 化 为 一 个 有 同样 解答 的 概率 问题 ， 然 
后 用 统计 模拟 的 方法 来 处 理 后 面 这 个 问题 . 这 样 使 一 些 困 难 的 分 析 
问题 反而 得 到 了 解决 ， 例 如 多 重 定 积分 的 近似 计算 .蒙特 卡 罗 方 法 
的 关键 是 找 一 组 随机 数 作为 统计 模拟 之 用 ， 所 以 这 一 方法 的 精度 在 
于 随机 数 的 均匀 性 与 独立 性 

50 年 代 末 ， 有 些 数学 家 试图 用 确定 性 方法 寻找 空间 中 均匀 散 
布 的 点 集 来 代替 蒙特 卡 罗 方法 中 的 随机 数 . 已 经 找到 的 点 集 都 是 用 
数论 方法 找到 的 . 按照 外 尔 (H，Weyl) 定义 的 测度 来 度量 ， 它 们 
的 均匀 性 很 好 ， 但 独立 性 差 些 ， 用 这 些 点 集 来 代替 蒙特 卡 罗 方 法 中 
的 随机 数 ， 往 往 会 得 到 更 精确 的 结果 . 这 一 方法 称 为 伪 蒙特 卡 罗 方 
法 或 数论 友 法 .数学 家 首先 将 这 一 方法 成 功 地 用 于 多 重 积分 近似 计 
算 

数论 方法 得 到 的 点 集 称 为 伪 随机 数 . 从 统计 学 的 观点 看 ， 伪 随 
机 数 就 是 一 个 均匀 分 布 的 样本 .我 们 注意 到 虽然 正 交 设计 的 试验 点 
在 试验 区 域内 散布 得 相当 均匀 ， 但 还 不 是 非常 均匀 .我 们 可 以 用 数 
论 方法 找到 一 些 散布 得 更 均匀 的 点 集 . 利用 这 些 点 集 来 安排 实验 ， 
试验 结果 应 该 既 有 代表 性 ， 又 能 碱 少 试验 次 数 .可 以 证 明 ， 在 具有 
同样 均匀 性 的 前 提 下 ， 正 交 设 计 与 均匀 设计 所 需 的 试验 次 数 的 量 级 
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分 别 是 
O(9?) 与 O(glogg)， 

显然 后 者 比 前 者 大 为 减 小 了 . 对 于 固定 的 ag， 我 们 也 可 以 具体 算出 
均匀 设计 比 正 交 设计 所 需 的 试验 次 数 减少 了 很 多 ， 在 此 就 不 详 述 
了 . 

均匀 设计 也 像 正 交 设计 一 样 ， 有 一 系列 表格 ， 对 于 实际 使 用 者 
来 说 ， 跟 使 用 正 交 设计 一 样 ， 只 要 查 表 就 可 以 了 .我 们 用 U，(g') 
表示 均匀 设计 表 ， 其 中 U 表示 均匀 设计 ，n 表示 试验 次 数 ，g 表 
示 每 个 因素 的 水 平 个 数 及 * 表示 最 大 的 独立 因素 个 数 . 


表 3 U (73) 


例 (来 自 药学 工业 ) 在 阿 魏 酸 的 合成 工艺 中 ， 考 察 

A (原料 配 比 ): 1.0，1.4，1.8，2.2，2.6，3.0，3.4 

B (吡啶 量 ): 10，13，16，19，22，25，28 

C (反应 时 间 ): 0.5，1.0，1.5，2.0，2.5，3.0，3.5 
这 是 一 个 3 因素 ， 各 有 7 个 水 平 的 试验 ， 我 们 可 以 采用 均匀 设计 表 
U1 (7) 来 做 . 表 3 中 各 列 中 的 数字 分 别 表示 该 因素 的 水 平 数 . 
于 是 由 表 3 即 得 试验 方案 . 
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若 考虑 因素 的 所 有 水 平 组 合 ， 则 共 需 做 7 ”= 343 次 实验 . 若 用 
正 交 设计 ， 则 需 做 7= 49 次 实验 . 均匀 设计 只 要 做 7 次 实验 即 可 . 

关于 数据 处 理 问 题 . 若 用 正 交 设计 ， 除 非 每 个 因素 只 有 两 个 水 
平 ， 一 般 很 难 用 方差 分 析 方法 分 析出 交互 作用 . 车 用 回归 分 析 来 处 
理 数据 ， 则 可 以 表格 化 进行 ， 对 于 均匀 设计 ， 用 回归 分 析 处 理 数 据 
的 计算 量 比 正 交 设计 大 些 . 但 若 有 一 台 微 机 及 相应 的 软件 ， 则 数据 
分 析 仍然 是 易于 进行 的 . 


表 4 均匀 设计 


均匀 设计 也 可 以 处 理 各 因素 有 不 同 的 水 平 数 的 实验 安排 问题 ， 
我 们 也 有 均匀 设计 表 ， 可 以 按照 表格 来 安排 实验 . 

均匀 设计 还 可 以 处 理 某 些 带 约束 条 件 的 试验 设计 问题 ， 例 如 混 
料 试验 设计 问题 ， 即 假定 有 : 个 因素 A; (1<i<z)， 每 个 因素 有 4 
个 水 平 

(4) mi (1<j 入 9)， 
要 求 每 个 实验 

Cao， a5) 


满足 
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a t+ay=1. 
这 相当 于 在 单纯 形 
T={zli，z，…，z)i xiP0 (1&i<1), 
Zi 十 … 二 1 

上 找 一 个 均匀 散布 的 集合 我们 也 有 混 料 均匀 设计 表格 可 供 使 用 

均匀 设计 产生 于 70 年 代 末 . 由 于 某 军工 实验 要 求 有 一 个 试验 
少 的 试验 方案 ， 而 正 交 设 计 所 需 的 试验 次 数 太 多 ， 这 就 导致 了 方 开 
泰 与 我 的 合作 .我们 用 数论 方法 来 研究 这 个 问题 ， 我 们 借鉴 了 “ 近 
似 分 析 中 的 数论 方法 ”这 一 领域 中 的 成 果 . 该 领域 在 国际 上 是 50 
年 代 末 开 始 研究 的 .我 国 在 华罗庚 的 领导 下 ， 也 在 50 年 代 末 就 开 
始 了 这 方面 的 研究 ， 所 以 起 步 较 早 ， 对 这 一 领域 的 情况 熟悉 . 因 
此 ， 若 无 基础 理论 研究 的 积累 与 素养 ， 作 出 均匀 设计 这 样 的 工作 是 
不 可 能 的 ， 另 一 方面 ， 熟 悉 实 际 工作 的 数学 家 方 开 泰 能 提出 问题 当 
然 是 产生 均匀 设计 的 前 提 . 这 也 提供 了 这 样 一 个 例子 ， 即 问题 来 源 
于 实际 ， 由 于 有 基础 理论 的 积累 与 研究 而 导致 了 问题 的 解决 . 我 们 
认为 ， 作 为 长 远 起 作用 的 基础 理论 研究 ， 即 使 从 应 用 与 开发 的 角度 
上 讲 ， 也 是 不 容 忽视 的 . 

均匀 设计 只 是 数论 方法 的 一 个 应 用 ， 数 论 方法 还 有 广泛 应 用 的 
园地 ， 例 如 多 重 插值 公式 的 建立 ， 某 些 积分 方程 与 微分 方程 的 近似 
求解 ， 求 函数 的 整体 极 值 ， 求 某 些 多 元 分 布 的 近似 代表 点 ， 及 用 于 
统计 推断 的 一 些 问 题 ， 如 多 元 正 态 性 检验 及 多 元 球 性 检验 

近 十 五 年 来 ， 均 匀 设 计 已 在 我 国 的 军工 试验 、 纺 织 工业 、 制 药 
工业 、 化 学 工业 等 方面 有 了 不 少 应 用 ， 取 得 了 一 些 经 济 效益 与 社会 
效益 ， 在 国外 亦 受到 重视 当然， 任何 一 个 应 用 数学 方法 也 不 是 万 
能 的 ， 不 会 没有 缺点 的 ， 均 匀 设 计 也 是 一 样 ， 还 需要 在 实际 应 用 中 
加 以 鉴定 与 完善 

本 文 曾 在 1994 年 2 月 中 国 科学 技术 协会 全 委 会 上 报告 过 ， 作 
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者 衷心 感谢 科 协 领导 给 他 报告 这 项 工作 的 机 会 

(参考 资料 : [1] 华罗庚 与 王 元 ， 数 论 在 近似 分 析 中 的 应 用 ， 
科学 出 版 社 ，1978， 英 文 版 ，Springer- Verlag 1981. [2] 方 开 泰 
与 王 元 ，Number - zheoretic mest o. ds in Statistics， Chapman and 


Hall，1993， 中 文 版 : 科学 出 版 社 ，1996) 
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在 科学 实验 与 工农 业 生产 中 ， 经 常 要 做 实验 . 如 何 安排 实验 
使 实验 次 数 尽量 少 ， 而 又 能 达到 好 的 试验 效果 呢 ? 这 是 经 常会 碰 到 
的 问题 . 解决 这 个 问题 有 一 门 专门 的 学 问 ， 叫 做 “试验 设计 ”， 试 
验 设计 得 好 ， 会 事半功倍 ， 反 之 就 要 事倍功半 了 .60 年 代 中 ， 华 
罗 庚 教授 在 我 国 倡导 与 普及 的 “优选 法 "， 即 国外 的 斐 波 那 契 方法 
与 我 国 的 数理 统计 学 者 在 工业 部 门 中 普及 的 “ 正 交 设计 ”法 都 是 试 
验 设计 法 .这些 方法 经 普及 后 ， 已 为 广大 技术 人 员 与 科学 工作 者 掌 
握 ， 取 得 了 一 系列 成 就 ， 产 生 了 巨大 的 社会 效益 与 经 济 效益 ， 随 着 
科学 技术 工作 的 深入 发 展 ， 上 述 两 种 方法 就 显得 不 够 了 . “优选 法 ” 
是 单 变量 的 最 优 调试 法 ， 即 假定 我 们 处 理 的 实际 问题 中 只 有 一 个 因 
素 起 作用 ， 这 种 情况 几乎 是 没有 的 . 所 以 在 使 用 时 ， 只 能 抓 “主要 
矛盾 "， 即 突出 一 个 因素 ， 而 将 其 他 因素 固定 ， 这 样 来 安排 实验 
因此 “优选 法 ”还 不 是 一 个 很 精确 的 近似 方法 . “ 正 交 设计 ”的 基 
础 是 拉丁 方 理论 与 群 论 ， 可 以 用 来 安排 多 因素 的 试验 ， 而 且 试 验 次 
数 比 各 因素 的 各 水 平 的 所 有 组 合 数 来 说 ， 是 大 大 地 减少 了 .但 对 于 
某 些 工业 试验 与 昂贵 的 科学 实验 来 说 ， 试 验 仍 嫌 太 多 ， 而 无 法 安 
排 


* 这 是 为 方 开 泰 著 《均匀 设计 与 均匀 设计 表 》 一 书写 的 前 言 ， 该 书 已 由 科学 出 版 社 
于 1994 年 出 版 . 
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1978 年 ， 七 机 部 由 于 导弹 设计 的 要 求 ， 提 出 了 一 个 五 因素 的 
试验 ， 和 希望 每 个 因素 的 水 平 数 要 多 于 10， 而 试验 总 数 又 不 超过 50. 
显然 优选 法 与 正 交 设计 都 不 能 用 . 方 开 泰 教授 在 几 年 前 ， 曾 为 近似 
计算 一 个 多 重 积分 问题 找 过 我 ， 我 向 他 介绍 了 多 重 数值 积分 的 数论 
方法 并 取得 了 好 结果 ， 这 就 使 他 想到 是 否 可 能 用 数论 方法 于 试验 设 
计 的 问题 .于 是 我 们 经 过 几 个 月 的 共同 研究 ， 提 出 了 一 个 新 的 试验 
设计 ， 即 所 谓 “ 均 匀 设 计 "， 将 这 一 方法 用 于 导弹 设计 问题 ， 取 得 
了 成 效 .我 们 的 文章 在 80 年 初 发 表 后 ， 十 五 年 来 ， 均 匀 设 计 已 在 
我 国有 较 广泛 的 普及 与 使 用 ， 取 得 了 一 系列 可 喜 的 成 绩 . 

均匀 设计 属于 近 三 十 年 来 发 展 起 来 的 “ 伪 蒙 特 卡 罗 方法 ”的 范 
畴 .将 经 典 的 确定 的 单 变量 问题 的 计算 方法 推广 后 用 于 多 变量 问题 
的 计算 时 ， 计 算 量 往往 跟 变量 个 数 有 关 ， 即 使 电脑 再 进步 很 多 ， 这 
种 方法 仍 无 法 实际 应 用 .乌拉 姆 (S，Vlam) 与 汉 : 诺 依 曼 (J. 
von Neumann) 在 40 年 代 提出 蒙特 卡 罗 方 法 ， 即 统计 模拟 方法 ， 
这 个 方法 的 大 意 是 将 一 个 分 析 问 题 化 为 一 个 有 同样 解答 的 概率 问 
题 ， 然 后 用 统计 模拟 的 方法 来 处 理 后 面 这 个 问题 . 这 样 使 一 些 困难 
的 分 析 问 题 反 而 得 到 了 解决 ， 例 如 多 重 定 积分 的 近似 计算 . 蒙特 卡 
罗 方法 的 关键 是 找 一 组 随机 数 作为 统计 模拟 之 用 ， 所 以 这 一 方法 的 
精度 在 于 随机 数 的 均匀 性 与 独立 性 . 

50 年 代 末 ， 有 些 数学 家 试图 用 确定 性 方法 寻找 空间 中 均匀 散 
布 的 点 集 来 代替 蒙特 卡 罗 方法 中 的 随机 数 . 已 经 找到 的 点 集 都 是 用 
数论 方法 找到 的 . 按照 外 尔 (H，Wegl) 定义 的 测度 来 度量 ， 它 们 
的 均匀 性 很 好 ， 但 独立 性 差 些 . 用 这 些 点 集 来 代替 蒙特 卡 罗 方法 中 
的 随机 数 ， 往 往 会 得 到 更 精确 的 结果 ， 这 一 方法 称 为 伪 蒙 特 卡 罗 方 
法 或 数论 方法 . 数学 家 首先 将 这 一 方法 成 功 地 用 于 多 重 积分 近似 计 
算 . 从 统计 学 的 观点 看 ， 伪 随机 数 就 是 一 个 均匀 分 布 的 样本 ， 数值 
积分 需要 大 样本 ， 均 匀 设 计 则 要 找 一 些小 样本 . 由 于 这 个 样本 比 正 
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交 设 计 所 对 应 的 样本 要 均匀 ， 所 以 用 它 来 安排 实验 会 得 到 好 的 效 
果 ， 当然 在 寻求 小 样本 时 ， 寻 求 大 样本 的 方法 是 起 了 借鉴 作用 的 . 

均匀 设计 只 是 数论 方法 的 一 个 应 用 . 数论 方法 还 有 广泛 应 用 的 
园地 . 例如 多 重 插值 公式 的 建立 ， 某 些 积分 方程 与 微分 方程 的 近似 
求解 ， 求 函数 的 整体 极 值 ， 求 某 些 多 元 分 布 的 近似 代表 点 ， 及 用 于 
统计 推断 的 一 些 问题 ， 如 多 元 正 态 性 检验 及 多 元 球 性 检验 . 

早 在 50 年 代 末 ， 外 国 刚 开始 研究 伪 蒙 特 罗 方法 时 ， 华 罗 庚 教 
授 就 倡议 并 领导 了 这 一 方法 在 我 国 的 研究 ， 他 的 开拓 性 成 果 总 结 在 
我 们 的 专著 《数论 在 近似 分 析 中 的 应 用 》 (科学 出 版 社 ，1978， 英 
文 版 : Springer- Verlag and Science press，1981) 中 ， 这 些 工作 是 
方 开 泰 教授 与 我 合作 的 工作 重要 的 背景 与 参考 材料 之 一 . 

我 与 方 开 泰 教授 合作 了 近 二 十 年 ， 由 于 他 既是 一 个 数学 家 ， 又 
有 长 期 在 中 国 各 工业 部 门 普及 应 用 数理 统计 的 宝贵 经 验 ， 所 以 他 有 
很 好 的 应 用 数学 背景 与 洞察 力 ， 他 能 及 时 地 提出 有 价值 的 研究 问题 
及 解决 问题 的 可 能 途径 .我 们 的 合作 既是 愉快 的 ， 又 是 富 于 成 效 
的 . 我 们 的 成 果 总 结 在 我 们 的 专著 “Number ~ theoretic Methods in 
Statistics”(Chapman and Hall，1993， 中 文 版 由 科学 出 版 社 于 1996 
年 出 版 ) 之 中 . 

方 开 泰 教授 的 这 本 书 着 重 于 应 用 与 普及 ， 但 也 包括 了 他 的 最 新 
成 果 . 书后 的 均匀 设计 表 就 是 最 近 他 用 准确 的 偏差 估计 方法 算出 来 
的 ， 比 过 去 的 结果 有 较 大 的 改进 ， 我 相信 他 的 书 的 出 版 ， 对 于 在 我 
国 进一步 普及 与 应 用 均匀 设计 将 是 很 重要 的 ， 我 愿 借 此 机 会 预 祝 本 
书 成 功 . 


有 限 与 无 穷 ”离散 与 连续 
(与 华罗庚 合作 ) 


这 是 我 们 教 低 年 级 数学 基础 课 的 一 些 体会 , 似乎 是 看 出 了 些 问 
题 , 但 由 于 作者 的 水 平 限制 , 对 数学 的 了 解 是 片面 的 , 并 且 更 没有 哲 
学 修养 能 从 若干 感性 知识 中 概括 出 理性 论断 来 , 所 以 写 这 样 一 篇 提 
供 素材 的 文章 ,希望 聚 沙 成 塔 , 集 腋 成 纱 , 以 备 沙 里 淘金 者 参考 . 

数学 中 有 两 大 类 的 问题 : 一 类 是 离散 性 质 的 , 一 类 是 连续 性 质 
的 .在 我 们 一 生 学 习 的 过 程 中 , 开始 于 数 数 一 一 一、 二 、 三 、 四 、 五 、 
i 这 完全 是 离散 性 质 的 东西 . 算术、 代数 都 是 处 理 离散 性 质问 题 
的 学 科 . 整 个 中 学 阶段 所 学 的 数学 可 以 说 都 不 是 突出 利用 “连续 性 ” 
与 “无 穷 性 ”的 学 科 . 直线 上 的 点 显示 出 连续 性 质 , 但 突出 地 重用 “ 连 
续 ” 与“ 无穷” 却 始 于 微 积 分 .在 描绘 一 瞬间 的 速度 , 或 一 瞬间 的 量 的 
变化 ,我 们 重用 了 “连续 性 ”. 这 就 是 初等 数学 与 高 等 数学 的 分 界 .但 
如 果 从 “初等 “高 等 " 这 些 字样 ,或 我 们 学 习 的 次 序 , 就 断定 “连续 性 
的 数学 ” 比 “ 离 散 性 的 数学 ” 更 优越 了 或 更 能 解决 问题 了 , 那 就 不 尽 


* 感谢 中 国 科学 院 斐 丽 生 副 院 长 的 鼓励 . 他 建议 我 们 把 教学 体会 不 要 仅仅 写 在 数学 著 
作 [1 或 教材 [2] 中 ,要 把 一 些 与 其 它 兄弟 学 科 可 能 有 关 的 东西 写 出 来 互 想 交 演 , 办 此 广 
写 了 这 样 一 篇 内 容 芜 杂 的 文章 , 获 求 兄弟 学 科 及 本 学 科 同 志 们 的 指教 . 

原 载 (科学 通报 》,12, 1964,4 一 21. 
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然 了 .本 文 的 目的 在 于 着 重地 谈 谈 离散 性 的 重要 . 但 必须 指出 , 我 们 
不 是 说 连续 性 次 重要 些 , 而 是 说 必须 两 者 妥善 结合 , 一 切 从 实际 出 
发 , 看 需要 而 决定 , 不 能 强调 一 面 而 忽略 一 面 .但 有 一 点 似乎 可 以 向 
初学 者 建议 , 在 学 连续 性 数学 之 前 , 应 先 打 好 所 对 应 的 离散 性 数学 的 
基础 .因为 绝 大 部 分 连续 性 的 结果 往往 是 以 离散 性 的 结果 做 背景 的 ， 
或 者 是 离散 性 问题 的 极限 .但 这 并 不 是 说 , 我 们 不 应 当 把 学 习 的 时 间 
或 精力 在 连续 性 数学 上 多 化 一 些 . 

先 看 看 客观 事实 , 如 果 本 来 就 是 离散 的 , 那 就 不 必 人 为 地 引进 连 
续 性 (但 并 不 排斥 , 虽然 离散 , 但 多 到 无 法 处 理 的 时 候 , 也 势 所 必 致 地 
用 连续 方法 来 处 理 的 可 能 性 , 如 沙 的 流动 ) . 在 资本 主义 国家 里 有 些 
经 济 学 者 ,用 微分 方程 来 处 理 经济 学 上 的 问题 .我 们 对 经 济 学 一 窍 不 
通 ,不 能 有 所 批判 , 但 有 一 点 可 以 肯定 , 他 们 所 根据 的 数据 是 离散 
或 者 实质 上 不 可 能 连续 化 的 . 如 :农业 生产 量 不 能 分 为 每 瞬间 
几何 , 它 是 季度 性 生产 , 连 分 月 份 都 不 可 能 , 枉 论 其 他 .用 连续 方法 来 
处 理 离散 问题 , 对头 否 ?但 他 们 有 这 样 的 答辩 :用 上 了 微分 方程 就 有 
定性 理论 , 利用 它 易于 看 出 发 展 趋势 . 岂 其 然 哉 ! 实 质 上 , 利用 差分 方 
程 或 矩阵 乘 方 的 性 质 照样 可 以 看 到 趋势 , 并且 还 容易 些 , 还 浅显 些 . 
只 是 在 大 学 课程 中 没有 包括 进去 而 已 ,或 原则 上 有 之 , 但 未 像 微分 方 
程 那样 多 方 强调 而 已 . 在 (三 ) 中 还 将 指出 连续 化 的 不 可 能 性 , 硬 用 
较 深 的 数学 殊 无 亩 也 . 深入 浅 出 是 功夫 , 浅 入 深 出 是 浪费 . 

我 们 有 这 样 的 不 成 熟 的 看 法 , 先 学 些 矩阵 知识 , 差分 方程 , 再 学 
微分 方程 , 则 既 可 以 学 得 处 理 “离散 " 问题 的 方法 , 取 其 极限 , 往往 又 
可 以 得 出 微分 方程 的 结果 . 

以 上 所 讲 就 是 说 :离散 问题 用 离散 方法 来 处 理 为 妥 的 论点 .现在 
进一步 说 明 :连续 问题 中 的 离散 处 理 方法 . 

首先 的 问题 是 数据 取得 的 问题 .能 不 能 取得 无 穷 精密 的 数据 ?不 
能 ,即使 准 到 十 位 百 位 ,用 十 位 百 位 小 数 表达 出 来 的 数据 所 成 的 集体 
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仍然 是 离散 的 , 而 不 是 连续 的 (并 且 有 时 过 分 的 精密 度 是 完全 不 必要 
的 ). 再 则 取 数 据 的 次 数 也 必然 是 有 限 的 , 离散 的 . 

其 次 看 计算 工具 .近代 的 数字 电子 计算 机 本 质 上 是 离散 的 , 它 的 
特点 是 根据 有 限 位 数据 进行 有 限 次 运算 , 算出 有 限 个 有 限 位 的 解答 
来 .一 切 有 限 , 仍然 是 离散 的 . 

最 后 所 能 拿 出 来 的 结果 (或 客观 的 要 求 也 是 如 此 ) 当然 也 是 离 
散 的 .这 是 一 个 从 离散 到 离散 的 过 程 .数学 家 们 通常 的 想法 是 从 离散 
数据 用 插入 法 或 回归 法 得 函数 , 得 微分 方程 , 微分 方程 直接 解 不 出 
来 ,再 将 微分 方程 差分 化 变 为 代数 方程 (离散 ), 然后 得 出 离散 性 的 解 
答 来 .其 过 程 中 , 经 过 插入 法 有 误差 ,经 过 差分 法 又 有 误差, 变 成 代数 
问题 以 后 的 求解 误差 就 不 提 了 ,因而 提出 了 以 下 的 课题 :能 不 能 从 离 
散 直 接 到 离散 .这 样 避免 了 经 过 函数 逼近 的 误差 , 避免 了 经 过 微分 方 
程 差分 求解 的 误差 .如 果 可 能 , 则 方法 初等 化 了 ! 而 结果 反而 可 能 更 
精密 了 ! 我们 水 平 限制 不 敢 多 所 论 列 , 但 主观 上 廖 认 为 这 是 一 个 值得 
尝试 的 方向 . 再 声明 一 下 , 重视 离散 性 方法 的 同时 , 我 们 决 不 能 忽视 
连续 性 方法 . 解析 数论 就 是 一 门 用 连续 性 方法 处 理 离散 问题 而 获得 
重要 成 果 的 分 支 .连续 性 的 考虑 往往 会 看 到 一 些 离散 性 所 不 易 看 到 
的 问题 . 

以 下 罗列 一 些 例子 , 这 些 例子 是 从 教 基础 课 得 来 的 .选择 的 标准 
当然 也 就 是 基础 课 或 略 高 一 些 的 水 平 , 并 且 都 是 选取 了 与 其 他 学 科 
的 科学 工作 者 有 共同 兴趣 的 问题 .各 节 之 间 的 关系 也 是 不 太 大 的 . 例 
如 ,常用 富 利 哀 级 数 的 同志 不 妨 看 看 第 四 节 、 

再 重复 一 句 ,这 是 抛砖引玉 性 质 的 文章 , 多 举 出 些 具体 的 感性 材 
料 , 有 可 能 为 将 来 的 教学 改革 或 理论 认识 创造 条 件 . 虚心 求教 , 敬 请 
指正 . 
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二 对 象 是 连续 的 , 但 我 们 只 能 了 解 到 其 
有 限 个 数据 一 算 体积 , 算 面积 


在 学 了 微 积分 之 后 , 我 们 常常 有 这 样 的 喜悦 :任何 曲线 的 长 度 ， 
任何 曲面 的 面积 及 任何 物体 的 体积 都 可 以 用 积分 方法 来 处 理 了 .这 
种 喜悦 是 应 当 有 的 , 也 是 可 以 理解 的 .但 是 以 为 这 就 已 经 可 以 解决 问 
题 了 , 那 就 错 了 .深入 一 想 , 我们 所 学 过 的 方法 都 有 一 个 共同 的 要 求 ， 
就 是 要 求 有 表示 曲线 、 曲 面 的 公式 .但 在 实际 中 ,有 没有 这 样 的 表达 
公式 ?例如 说 , 在 估计 矿藏 储量 时 , 有 没有 一 个 表示 这 矿 体 周 界 的 解 
析 公 式 . 又 如 在 估计 山坡 面积 时 , 有 没有 一 个 = = f(x,y) 表示 这 个 
曲面 的 公式 ?在 实际 情况 中 是 没有 的 .一 来 由 于 我 们 不 可 能 对 每 一 点 
都 进行 实测 , 二 来 由 于 即使 对 矿 体 测 了 很 多 点 , 但 也 是 不 能 够 求 出 曲 
面 的 表达 式 来 的 ,即使 拼 拼凑 凑 找 出 个 公式 , 但 在 求 积分 的 时 候 , 依 
然 是 积 不 出 来 ( 找 原 函数 ) 的 时 候 多 , 而 能 够 积 成 初等 函数 的 时 候 少 
少 得 很 . 因而 矿 体 和 山坡 虽然 是 连续 分 布 的 , 但 是 我 们 还 是 必 
须 用 离散 的 方法 才能 (近似 ) 估 出 体积 及 面积 . 

但 这 并 不 是 说 微 积分 求 面积 体积 的 公式 没有 用 了 , 这 里 是 说 , 必 
须 看 看 怎样 才能 用 得 上 , 并 且 将 发 现 , 理论 是 有 用 的 , 它 能 给 我 们 提 
供 具体 的 线索 , 并 帮 我 们 判断 各 种 方法 的 优 劣 性 及 进一步 改善 这 些 
方法 . 

还 是 举 一 个 例子 吧 : 在 估计 山坡 面积 时 , 有 两 套 方法 :一 套 是 地 
理学 上 的 方法 , 称 为 Bonxos 法 , 另 一 套 是 矿藏 几何 学 上 的 方法 , 称 为 
Bayman 法 .以 下 我 们 把 它们 介绍 一 下 ,再 比 优 劣 . 

假定 地 图 上 以 人 有 为 高 程 差 画 出 等 高 线 , 并 假定 有 一 制高点 及 
等 高 线 成 圈 ( 其 他 情况 很 容易 由 此 被 推导 出 来 ). 假定 由 制高点 (7,) 
向 外 一 圈 一 图 地 画 等 高 线 (1,-,), (1。2),…,(1o). 取 (1o) 的 高 度 为 
0, (4) 的 高 度 为 h.(1;) 与 (4i,1) 之 间 的 面积 用 B; 表示 ( 即 投影 的 面 
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积 ). 


1. Bayman 方法 . 

a) C; = 去 (4 + iw) 人 (中 间 直 立 隔 板 的 面积 )”; 

b) 和 VBC 就 是 所 求 的 斜面 积 的 近似 值 

2、Boutos 方法， 

6) 1 = 加 为 等 高 线 的 总 长 度 ,B = 各 B 为 总 投影 面积 ,由 


tga = SL 
ga = 一 请 


得 出 平均 倾角 a; 
b) Bseca = V B2 + (人 h “1)? 就 是 所 求 的 斜面 积 的 近似 值 . 
这 两 个 方法 哪 一 个 更 好 一 些 ? 这 些 方法 所 给 出 的 结果 在 怎样 的 
程度 上 迫近 斜面 积 ?又 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 限 精密 时 , 这 些 方法 所 
给 出 的 结果 是 什么 ?是 否 就 是 真 的 面积 ?下 面 我 们 将 回答 这 些 问题 . 
以 制高点 为 中 心 引进 极 坐标 . 命 高 度 是 z 的 等 高 线 方程 是 
p= p(z,0),0<0<2r 


* 等 高 线 (1,) 的 长 度 用 上 表示 . 
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(假定 p(z,0) 适当 地 光滑 ). 命 = = ki, An = 一 , 则 (1;) 所 围绕 的 
面积 等 于 
二 三 csoae， 
(4i) 的 长 度 等 于 
,= [Pen (ED) 
于 是 由 中 值 公式 得 


oa 0 
B;=- 六 plz' .0) PE Vaan 
o 


[TE + (2 ) son, 
其 中 直入 zz 之 gi1. 因 此 当 人 和 一 0 时 ， a 全 趋 近 于 


Ba = 人 (se 人 Ve Js) se 


这 便 是 当 人 hh 一 0 时 ,用 Bayman (ee 而 


(5s) + (人 4 号 】 的 极限 
Te) 


便 是 Bonkos 方法 算出 的 斜面 积 所 趋 近 的 值 . 
习 知 曲面 的 面积 S 为 


S = | 把 [p+ (多 ) + (ee) a0a:. 


引入 一 个 复 值 函数 
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我 过 
f(z,0) =- p+i /2 + [Ed 


则 
S = | f(z,0) | dbdz， 
Ba= [| [f(z,0)a0 dz， 
光滑 
Bo = | 下 f(z,0)dodz|. 
由 此 可 见 : 


Bo<Ba<Ss. 
结论 ;(i)Bayman 方法 比 Bonxos 方法 精密 些 , (ii) 所 求 出 的 结果 
比 真正 的 结果 常常 偏 低 一 些 . 
除 此 而 外 , 不 难 讨论 Bo = S 及 Ba = S 的 情况 .我 们 还 可 以 给 出 
由 这 些 方 法 所 产生 的 误差 的 估计 , 并 指出 产生 误差 的 原因 及 避免 误 
差 的 方法 .关于 这 些 请 参看 [1], [2] . 
附 记 1. 本 节 所 用 的 积分 是 可 以 避免 的 . 


三 ”无 法 连续 化 一 非 负 方 阵 


如 产量 , 如 能 量 , 如 概率 都 不 能 是 负数 . 在 宇宙 线 的 秘 射 过 程 
中 , 在 运筹 学 及 概率 论 的 若干 问题 中 , 往往 出 现 非 负 元 素 的 方 阵 , 即 
某 些 物 态 的 多 寡 经 过 某 段 时 间 之 后 的 变化 情况 可 以 用 非 负 方 阵 表达 
之 .更 具体 些 说 ,例如 有 甲乙 丙 三 种 物件 各 有 a,5,c 单位 .但 是 经 过 
一 段 时 间 * 之 后 , 甲 类 物质 变 为 pt, apiz, ap1s 单位 的 甲乙 再三 类 
物质 ,而 乙 类 物质 变 为 b pz1, bp22, pp2s 单位 的 甲乙 两 三 类 物质 , 丙 
类 物质 变 为 cpal, cpaz, cpas 单位 的 甲乙 再三 类 物质 . 即 经 过 时 间 + 
后 ,甲乙 两 物质 的 数量 各 为 


apu + bp2i + cpa 
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apiz2 + bp22 + cp3z 
ap13 + bp23 + cp33 
个 单位 .由 于 物质 不 能 变 负 , 所 以 p; 三 0. 这 个 方 阵 
Pu pr p13 
力 21 p22 p23 
pa p3z p33 
称 为 变化 方 阵 . 如 果 原 始 物质 的 数量 用 矢量 w = (a,6,c) 表 之 , 则 
经 过 时 间 上 后 , 其 数量 将 为 
vwP. 
如 果 仍 然 照 这 样 的 关系 变化 , 则 经 过 2 时 间 将 得 
wvP?. 
经 过 nt 时 间 则 为 
vwP". 
当 n 增加 时 , 我们 可 以 看 出 发 展 趋势 
为 了 易于 了 解 起 见 , 我 们 回 到 单一 的 情况 . 设 原 来 的 数量 是 c， 
经 过 单位 时 间 后 变 为 cq, 经 过 n 个 单位 时 间 得 cq", 经 过 半 个 单位 时 
间 可 以 设想 , 它 的 数量 是 cq'?( 注 意 问 题 就 在 这 里 了 ! ), 一 般 地 讲 ， 
可 以 设想 在 时 间 : 的 时 候 , 它 的 数量 是 f(z) = cq", 它 的 微分 表达 式 
是 


BP 三 


Ee = (logq)f, f(0) = <. 


也 就 是 说 F(z) = cq' 是 微分 方程 唯一 的 解 . 

对 于 单一 的 现象 ,这 个 方法 虽 有 在 理论 上 不 妥当 的 地 方 , 即 在 时 
间 1/2 是 否 是 g%? 倍 .但 是 在 应 用 的 时 候 并 不 出 现 困难 , 其 主要 原因 
是 一 个 正 数 可 以 任意 开 方 ,也 就 是 


ty ogg 
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可 能 事实 上 虽然 72 不 定义 , 但 我 们 理想 地 设想 它 存在 , 并 不 会 发 生 
什么 矛盾 . 

如 果 有 人 希望 把 这 一 规律 推广 到 多 个 现象 的 时 候 , 那 就 势必 要 
求 方 阵 P 的 平方 根 , 求 方 阵 P 的 任意 方 根 .是 否 有 非 负 方 阵 的 平方 
等 于 P? 如 果 没 有 , 则 用 微分 处 理 是 不 可 能 的 . 举 个 例子 :没有 非 负 方 
阵 的 平方 等 于 

人 

j 
其 理由 是 极 简单 的 ,如 果 

wl i001 

[ -| [ 中 
则 a? + bc = 0, 由 a,b,c 的 非 负 性 质 得 a= 0 及 0 或 c = 0. 这 是 不 
可 能 的 .换言之 ,如 果 方 阵 P 不 是 “无 穷 可 分 的 ", 也 就 是 没有 实 方 隆 
Q 使 P = e9, 则 不 可 能 用 微分 方法 来 处 理 . 在 研究 线性 弹性 系统 微 
振动 的 富 动 性 质 的 时 候 , 所 对 应 的 方 阵 的 特征 根 全 是 正 的 , 而 且 是 不 
同 的 ,因而 Q 是 存在 的 .但 在 经 济 现象 中 , 有 波浪 式 前 进 , 螺旋 式 上 
升 的 现象 ,这 说 明 它 所 对 应 的 方 阵 不 可 能 全 部 是 正 根 ,而 可 能 有 负 根 
或 复 根 存在 , 如 果 出 现 负 根 即 就 无 法 保证 “无 穷 可 分 ” 性. 因而 用 微 
分 方程 的 理论 来 笼统 地 处 理 经 济 现象 是 欲 巧 反 拙 的 . 

在 物理 现象 及 概率 现象 中 , 当 运 用 微分 方程 来 处 理 这 种 现象 的 
时 候 , 既 要 考虑 能 不 能 , 又 要 考虑 要 不 要 , 如 果 并 不 能 证 明 "无 穷 可 
分 " 时 ,用 差分 方程 保险 些 . 在 证 明了 “无 穷 可 分 ” 时, 也 可 能 用 差分 
方程 更 简单 些 .不 一 定 要 用 微分 方程 . 

这 里 再 说 些 题 外 之 言 ,完成 演变 所 需要 的 时 间 是 否 有 “单位 ” 存 
在 ? 即 短 于 这 个 时 间 , 不 能 完成 某 种 演变 . 在 这 样 的 情况 下 , “差分 ” 
法 比 “ 微 分 ” 法 更 能 表达 客观 现象 .在 这 种 现象 中 , 时 间 变 为 “高 散 ”. 
但 基本 单位 是 多 长 ?如 果 多 种 不 同 单位 现象 的 混合 , 情况 又 如 何 ?在 
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数学 上 反映 出 来 更 有 可 度 约 与 不 可 度 约 的 情况 . 因而 类 似 数论 中 
Diophantine 逼近 的 现象 出 现 了 , 但 确 是 更 复杂 的 问题 . 

附 记 1. 关于 非 负 方 阵 的 一 些 性 质 . 

定理 1 如 果 


D0 攻 宙 2 向 (1) 
则 方 阵 A = (os ) 的 特征 根 的 绝对 值 都 < g. 
这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 .由 特征 根 4 的 定义 , 有 非 全 为 零 的 
zi，"…, zn 使 


Sa = MAzi. 
因此 


iAllzil< Dasl zl, 
A 


所 以 
141 p> 1zil< DDe) Zi < lzil 

即 得 所 证 . _ 

这 一 性 质 在 以 后 要 用 , 所 以 给 予 证 明 . 实质 上 , 非 负 方 阵 的 若干 
性 质 与 特征 ,似乎 都 有 它 的 经 济 学 (或 其 他 用 得 到 它 的 学 科 ) 上 的 重 
要 意义 .例如 , 非 负 方 阵 有 一 个 最 大 正 特征 根 , 这 似乎 可 以 用 来 作为 
一 个 经 济 体系 的 发 展 速度 的 标志 , 而 对 应 于 这 个 特征 根 有 一 非 负 元 
素 的 特征 矢量 , 这 个 特征 矢量 似乎 反应 了 各 种 产品 之 间 , 或 产品 与 劳 
动 之 间 的 正确 等 价 关 系 ,如 果 有 复 虚 数 的 特征 根 存在 , 则 反映 了 可 能 
若干 部 门 间 会 出 现 螺旋 式 上 升 ,波浪 式 前 进 的 情况 . 

不 仅 如 此 ， 还 可 以 提供 “应 当 改 进 哪些 系数 (如 每 吨 钢 的 煤耗 系 
数 ) 可 能 使 我 们 的 经 济 系统 增长 最 快 "的 线索 ， 因而 决定 应 当 改进 的 
关键 性 的 环节 .当然 这 样 的 建议 只 能 作为 参考 , 而 更 重要 的 是 人 的 作 
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用 .在 这 里 所 讲 的 只 不 过 是 在 政治 挂帅 的 条 件 下 , 这 些 研究 才 可 能 有 
作为 参考 的 价值 . 


多 算 了 反而 吃亏 一 一 实用 调和 分 析 


在 广泛 的 应 用 中 , 我 们 经 常 要 把 一 个 函数 f(x) 展开 成 为 
Fourier 级 数 , 即 


f(z) ~ 多 + Sn Cy 
这 里 
am =1 三 f(z)cosmrdr, 


(2) 
bm 1 i f(z)sinmzrdz. 


有 时 用 等 从 的 复数 形式 的 Fourier 级 数 


f(z)~ > Cue™s, 
(3) 
c= 去 [fre mdz. 
如 果 f(z) 是 由 实验 得 来 的 , 有 时 仅 测 得 有 限 个 数据 , 根据 这 有 
限 个 数据 , 怎样 求 出 渐 近 的 Fourier 级 数 来 呢 ? 有 时 f(z) 即使 有 解析 
表达 式 ,但 积分 (2), (3) 的 原 函 数 无 法 获得 , 因而 必须 进行 数值 积 
分 .对 于 这 两 种 情况 , 一 般 都 用 以 下 的 方法 来 处 理 . 
假定 在 [0,2x] 中 给 了 n( = 2n” + 1) 个 点 的 函数 值 


多 = /至 )， 0<i<n-l, 
而 用 
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来 近似 计算 av 与 5b， .也 许 会 出 现 这 样 的 错觉, 少 取 几 个 数据 ,利用 
现代 计算 工具 多 算 几 项 ae , 6, 则 

最 证 as + b'msinmz) (4) 
会 更 精确 地 逼近 于 f(z). 这 是 不 对 的 ,如 果 仅 给 了 个 数据 , 即 用 
个 点 的 函数 值 来 近似 计算 aw 与 bw, 过 多 的 计算 不 但 不 能 增加 精确 
度 , 反 而 会 增 大 误差 , 甚至 于 变 成 荒 雇 的 结论 . 其 理由 是 ao。 = 
antmbm = bim(m = 1,2,…), 所 以 级 数 


2 + De mCOSmMmI + b'sinmz) (5) 


是 发 散 的 .因而 一 “ 直 算 下 去 ， 所 得 出 的 结果 将 大 大 偏离 于 原来 所 给 的 
函数 /(z)( 特 别 当 f(z) 是 有 一 定 光滑 的 函数 , 例如 连续 , 可 微 商 
等 ) .我 们 可 以 证 明 最 好 是 算 到 项 , 多 算 则 浪费 精力 , 造成 更 大 的 误 
差 , 少 算 则 没有 充分 利用 数据 . 

用 初等 指数 和 的 方法 来 处 理 这 一 问题 ,方法 是 离散 性 的 ,并且 亦 
易于 计算 . 先 从 复数 形式 的 Fourier 级 数 讲 起 :假定 在 区 间 [- r, r] 
中 给 了 函数 f(z) 的 n( = 2n” + 1) 个 数据 


x = /BE) 0 tl, tn (6) 
利用 公式 
工 呈 ammr 0, 着 nm， 
ne 全 和 nlm 2 
可 以 从 
= DD Cem, IlI<n” (8) 


定 出 C。 来 . 定 C", 的 方法 是 :以 e-?ma/" 乘 (8) 式 ,并 对 1 求 和 ,由 
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(7) 得 出 
Tye = Ye. De Wns nc’. (9) 
因此 建议 我 人 用 。 
S,(z) = De 
Co = 1 Dye (10) 
来 逼近 /(z) .我 们 现在 来 估计 S,(z) 与 /(z) 的 误差 


定理 1 假定 f(z) 在 [- x, x] 中 有 7r( 宇 2) 阶 连续 微 商 ,而 且 
是 以 2x 为 周期 的 函数 , 并 且 假定 


[GT<C; 

则 
= SR SE 
LTGz) - Su(z) 1< tS (11) 
证 :已 知 

f(z)= 3 a 

Ca = 直 fC)emaz. (12) 
分 部 积分 r 次 得 

7) -im 

Cn = 27 my) fx (zr)e dz. 
立刻 推 得 

LGs <7. 
因此 


| rz) - Dol<z D7 


ee 
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Wl 2 (13) 
S20 | rz (rr-lD)na”™! 
当 1zm 1 入 ”时 ， 


4 1 Ty aamm 
Cs -Ch = Cs- 2 
1 


= 二 圭 De 2rim/n 3 Cyer™a/n 


[和 


C= ! 立 已 Vere m)l/n 
Pe 


因此 
LG = C's I > (op 

这 里 >) 表示 和 号 中 除去 = 0 一 项 .因此 
[Se= cerl< > 六 LS 


SS 2 


人 7 委 2C 
nt | 


人 十 Cra 
2C 
< (14) 


( 任 一 整数 ! 可 以 唯一 地 表 成 为 nt + m(1 m 1 过 n) 的 形式 ,但 1 关 
0, 这 表达 除去 1 1 |< n” 以 外 的 所 有 整数 , 故 得 所 云 ). 
因此 由 (12),(13), (14) 得 


全 C 一 : 
1J(z) - So(z) 1< CL nr 


在 实际 计算 的 时 候 , S(z) 还 可 以 表达 得 更 简单 些 . 


Su(z) = 3 人 
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1 5 SY ye ?mm /nem 
ed et 

一 革 3 Henn 
1 ne 


sin( 本 立 }( -2xl/n) 


Ey 
到 7 


sin 二 (z — 2xl/n) 


1 心 sin nr -xl 
= Dy, PS 


i 人 sin 二 (z -2nl/n) 
sin 方 nz a CE 1)'y, 
= 一 >} = (15) 
Ei sin 7 (zx — 2xl/n) 
附 记 1. 如 果 分 点 


0<z<'<r,<2x 
不 是 均匀 的 , 则 可 以 由 联 立 方程 


2 + D(a’ cosmzr; + bnsinmzi)=y(l <i<n), 
2 


2 + an + bnsinmr)= y(r) 
消去 a'0, a ,bw 而 得 出 y 与 y1,…, y, 的 关系 . 
五 ”差分 方法 -一 连续 与 离散 间 一 座 常 用 的 桥梁 


在 微分 方程 的 求解 中 , 我 们 常用 差分 方法 , 这 是 一 个 应 用 十 分 
广泛 的 方法 . 简 言 之 , 这 一 方法 是 将 微分 方程 的 求解 问题 化 为 代数 方 
程 ( 即 所 谓 差分 方程 ) 的 求解 问题 .为 了 简单 起 见 , 作为 例子 , 我 们 现 
在 扼要 地 介绍 一 下 用 这 一 方法 来 处 理 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 
的 过 程 . 在 求解 差分 方程 时 , 我 们 将 要 谈 到 代数 方法 与 Monte Carlo 
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方法 , 并 作 一 些 分 析 比 较 . 
问题 : 命 G 是 一 个 有 光滑 周 界 的 有 界 的 平面 单 联通 区 域 . 在 它 
的 边界 厂 上 给 了 一 个 连续 函数 /(x, y), 求 连续 函数 u(x, y) 适合 于 
(i) 在 G 内 满足 Laplace 方程 
mr (1) 
(ii) 在 研 上 取 已 给 函数 的 值 . 
关于 w 的 近似 求法 的 步骤 如 下 : 
I . 网 格 化 .在 平面 上 作 与 坐标 轴 平 行 的 两 族 曲线 
r= mh,y= nh, 
这 里 h 是 某 一 正 数 ,而 m,n 过 所 有 的 整数 值 .这 样 的 区 域 G 当然 为 一 
些 以 h 为 边 长 的 正方 形 所 覆盖 .正方 形 的 顶点 称 为 整 点 .与 G 有 公共 
点 的 正方 形 所 成 的 区 域 以 G* 表 之 .G" 是 一 多 边 形 . 命 Q 是 G* 的 边 
界 上 的 整 点 , 假定 了 与 Q 的 最 近 点 是 P( 如 果 有 许多 点 有 相同 的 距离 ， 
则 可 取 其 中 的 任意 一 点 ), 我 们 定义 f(Q) = /(P). 这 样 在 G* 的 边界 
T" 的 整 点 上 都 有 了 函数 值 f( Q). 
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开 . 差分 化 .用 
u(T+h,y)— 2u(r,y)+ u(r—-h,y) 
7 


及 


u(xz,y+h) 一 2x(z,y)+u(zy 一 天) 
大 2 


各 代替 二 阶 偏 微 商 3 及 2 学 , 则 Laplace 方程 可 以 改写 为 


7 
u(z,y) = 1[u(z + h,y) + u(r —h,y)+ 
+ u(r,y+h)+ u(rz,y—h)]. (2) 


也 就 是 在 非 边界 整 点 (xz, y), 函数 u(z,y) 的 数值 等 于 其 东 、 南 、 西 、 
北 四 邻近 整 点 的 函数 值 的 平均 . 

焉 .问题 一 变 而 为 已 知 多 边 形 边界 整 点 的 函数 值 而 求 内 部 整 点 
的 函数 值 的 问题 了 ， 即 问题 化 为 求解 线性 方程 组 
(2). 

但 是 由 此 得 到 的 是 否 会 是 矛盾 方程 组 ?是 否 仅 有 唯一 的 解 ?都 是 
必须 解答 的 问题 .我 们 现在 先 举 一 个 简单 的 例子 , 然后 就 直觉 地 看 出 
一 般 的 理论 了 . 

不 妨 取 h = 1, 给 了 八 点 的 函数 值 (2,0), wu(1,1), u(0,2)， 
u(—1,1),u(-2,0),u(- 1, ~ 1),u(0, ~ 2),u(1, - 1), 求 u(0， 
0), wu(1,0),u(0,1),u(--1,0),u(0, - 1) 五 值 *. 

将 方程 式 全 部 列 出 : 


* 不 难看 出 , 对 于 这 个 例子 ,图 3 与 引 图 形 是 等 价 的 . 
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(0,0) = 3(u(1,0) + u(0,1) 
+u(—1,0) + wu(0, — 1)) 
二 (ze(2,0) + ul1,1) 

+ u(0,0) + u(1, — 1)) 


u(1,0) = 


u(0,1) = Au(1,1) + u(0,2) 


(3) 
+ u(— 1,1) + u(0,0)) 
u(-1,0) = 0u(0,0) + u(- 1,1) 
+u(-2,0) + u(-1, -1)) 
«(0, =1) = 了 (ve -1) + wu(0,0) 
P= 0, = 2)); 
由 消去 法 得 出 
u(0,0) = 二 (4(2,0) + wu(0,2) 
+ u(— 2,0) + u(0, -2)) 
+ Cul D) + ul-1,l) 
+ u(-1, -1)+u(l, -1)), (4) 
u(1,0) = Bu(2,0) + 寺 (ulD) + zh -1)) 
+ 二 Ce-LD+aueCL-D) 
+ 起 (wu(0,2) + u(- 2,0) 
+ u(0, -2)) (5) 


等 等 

这 些 系数 吉 , 十 , 加,… 的 意义 是 什 么 ? 我 们 以 后 再 交代 ， 先 作 
以 下 的 代数 处 理 ， 把 这 十 三 个 点 的 函数 值 作为 一 个 列 矢量 的 元 素 ， 
则 (3) 式 可 以 写成 
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(9) 


(z- 0)m 
(0'Z-)n 
(zoOn 
(0'Z)n 
(T- “Dn 
{I= -J 
(IT'1-)n 
(TDn 
(I~ ‘On 
(0'1-)n 
(TO0)n 
(0°Dn 
{0°0)n 


(Z- ‘Om 
(0¢-)n 
(Zon 
(0'z)n 
(IT- "Dn 
(I~- 1-)n 
(TT-)n 
(TDn 
(1- "0)m 
(OT-)n 
(T'On 
(0°'Dn 
(0°0)n, 
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可 以 抽象 得 
“|] -| (07) 
v) lolJlyv 
这 里 v 是 边界 整 点 的 函数 值 所 成 的 列 矢量 ， 而 x 是 “内 部 整 点 ” 
的 函数 值 所 成 的 列 矢 量 . 这 种 表达 法 对 一 般 的 问题 都 对 ， 它 实质 上 
表达 了 两 件 事 : @ 内 部 整 点 的 函数 值 可 以 表 为 其 东 、 南 、 西 、 北 四 
邻近 整 点 的 函数 值 的 平均 ，@ 边 界 点 仍然 是 边界 点 . 

因为 一 个 整 点 只 能 是 不 超过 四 个 整 点 的 邻近 点 ， 所 以 方 阵 P 
的 每 列 元 素 之 和 皆 和 过 1 现在 来 证 明 P 的 每 列 元 素 之 和 和 皆 <1. 若 
不 然 ， 由 于 已 的 元 素 只 能 取 0 与 1/4 二 值 ， 故 P 必 包 有 子 方 阵 


二 
4 4 4 14 
圭一 二 -过 
4 4 4 4 
a 二: 得 
4 4 4 4 
| 
4 4 4 4j. 


但 是 因为 不 能 有 两 个 不 同 的 整 点 具有 同样 的 东 、 南 、 西 、 北 四 邻近 
整 点 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 . 因此 P? 的 每 列 元 素 之 和 和 皆 <1， 因 此 
由 (三 ) 可 知 P? 的 特征 根 的 绝对 值 皆 <1， 从 而 
limP"=0. 
而 且 
Q+PQ+P2Q+… 
收敛 (收敛 于 (T- P) -1Q). 将 (7) 式 连续 迭代 ”次 得 
u] [PQY'fu 
门 : | I ] 加 
四 ee ll 
0 二 


也 
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命 一 co， 则 得 
和 
v) lo I v 
因此 


u =(Q+PQ+PQ+.…)v= 
=(T+P+P2+…)Qu. (8) 
这 就 是 问题 的 解答 ， 也 就 是 当 给 了 边界 整 点 的 函数 值 v， 可 以 由 
(8) 算出 内 部 整 点 的 函数 值 x 来 ， 这 建议 了 以 下 的 算法 : 
(A) 代数 法 .把 x 写成 列 矢量 (wu1，…，w)，w 写成 (wi， 
…， ve) ， 如 果 内 部 整 点 ”ww 与 边界 整 点 w 相 邻 ， 则 在 Q 的 (i 
7) 位 置 记 上 1/4， 和 否则 记 上 0， 如 果 内 部 整 点 w 与 相 邻 ， 则 在 
P 卫 的 (i,，j) 位 置 记 上 1/4， 和 否则 记 上 0. 这 样 得 出 P 与 Q， 用 以 
下 的 格式 算出 (8) 来 . 


Qu 
了 PQv Ri= Qv+ PQv 
过 | P2R， Rz= Ri+ PR 
3 了 4R2 1 R3= R,+ P‘R;, 
La PR3 R = R3+ PsR3 


用 到 我 们 的 例子 上 ， 由 于 


3=1 
也 = 才 忆 ， 


所 以 


* 内 部 整 点 与 边界 整 点 亦 分 别 记 之 为 u,，…，w, 与 v,，…，vw， 请 忽 混 淆 . 
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Q+PQ+PQ+. 
三 2 生 直 二 …)) 
=(1+(P+P?)(1+ 计 + 六 + Q 
=(1+$(P+Pp’))Q 
了 
666612312 712 1 
eh Us A Sa A eh) 
24 24 24 24 48 48 48 48 
国民 
|24 24 24 24 48 48 48 48 
3 
24 24 24 24 48 48 48 48 
EY :ls TD 


24 24 24 24 48 48 48 48 
必须 指出 ,这 里 所 介绍 的 计算 程序 比 解 方程 组 的 普通 程序 更 快 
速 


相 


现在 再 来 看 看 (4), (5) 中 系数 的 几何 意义 ,看 一 下 (4) 式 中 的 二 
及 十 可 能 会 想到 :由 (0,0) 出 发 到 (0,2) 有 一 条 直路 ,到 (1, 1) 有 两 条 
路 “人 "与 "j ,一 共有 12 条 路 , 因而 到 (0,2) 的 可 能 性 是 十 ,而 到 (1， 
1 的 可 能 性 是 六 = 二 等 等 

这 种 讲法 是 有 道理 的 ,但 不 易 推广 . 请 看 下 面 的 说 法 :从 (0,0) 到 
其 东 、 南 西北 各 邻近 点 的 可 能 性 各 占 十 ,但 这 四 点 均 非 边界 整 点 ， 
因而 由 (0,0) 一 步 到 达 边界 的 可 能 性 是 零 

任何 一 内 点 到 其 四 邻 点 的 可 能 性 都 是 十 ,因此 从 (0, 0) 走 两 步 ， 


共 16 种 可 能 性 .其 中 到 一 顶点 的 各 有 -- 种 ( 共 四 种 ), 到 一 边 点 的 各 
有 二 种 ( 共 八 种 ), 进一步 退 一 步 仍 在 原点 的 四 种 .因此 任意 走 两 步 达 
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到 每 一 项 点 的 可 能 性 是 吉 , 达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 去 = 二, 仍 回 


原 地 的 可 能 是 省 . 
走 三 步 不 可 能 由 (0,0) 到 达 边界 点 . 
再 看 走 四 步 的 情况 , 走 两 步 已 达 边界 的 情况 不 谈 了 .后 二 步 依然 


从 (0,0) 出 发, 但 现在 到 边界 点 的 可 能 性 要 乘 上 十 了, 即 由 (0,0) 走 四 
步 达 到 每 一 顶点 的 可 能 性 是 地“ 让 ,达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 于 ， 
言 ' 而 返回 原 地 的 可 能 性 是 十 "十 . 


五 步 不 能 , 而 六 步 的 可 能 性 各 为 
二 ,于 


和 16， 本 语 ， 相 下 
等 等 .由 (0,0) 出 发 走 奇 数 步 达到 边界 点 的 可 能 性 是 没有 的 . 走 21 步 
达到 每 一 顶点 的 可 能 是 

二 
44-1 16 
达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 

ee 

pT 
而 返回 原 地 的 可 能 性 是 

1 

4 人 4 
因此 , 达到 每 一 顶点 的 可 能 性 是 

1 + 工 1 让、 


16” 4'16+ #16™ 


二 二 Re 
= 者 (+ 于 + 十 + ) 
= 和 
= 者 (: +) a 


2 
而 达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 


256 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


返回 原 地 的 可 能 性 是 
lim# =0. 

这 就 是 概率 论 中 的 随机 游 动 . 

再 看 (5) 式 中 如 的 意义 :由 (1,0) 一 步 可 能 到 达 (2,0), 可 能 性 是 
到 .由 (1,0) 走 一 步 不 到 边界 点 只 可 能 到 (0, 0), 可 能 性 是 二 ,以 后 的 
情况 与 从 (0,0) 出 发 相同 .因此 走 一 步 以 上 达到 (2,0) 的 可 能 性 是 二 
- 
巧 .总 的 可 能 性 是 


pe 

4 4 12 48- 

同样 到 (1,1)( 或 (1, -1)) 的 可 能 性 是 
Ws A 

6 24° 


1 

和 

414 
到 其 他 的 边界 点 必 经 (0,0), 因 此 就 是 (0,0) 到 达 这 些 点 的 可 能 性 乘 
以 十 , 即 得 


Gl 


由 1 1 
4 12 48 


区 
4°6 24 


Q 
图 4 图 5 
从 这 一 简单 的 例子 , 不 难 直觉 地 看 出 一 般 的 理论 .这 也 建议 我 们 
用 概率 方法 来 解决 “Laplace 方程 的 边界 值 问 题 ”. 实 质 上 ,解决 "差分 
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化 后 的 代数 方程 组 ”. 
(B)Monte Carlo 法 (或 概率 法 ). 我 们 先 一 般 地 定义 二 维 随机 游 
动 如 下 : 设 有 一 质点 从 G* 的 某 一 整 点 出 发 , 以 等 概率 1/4 向 其 东 、 
南 、 西 . 北 四 相 邻 整 点 移动 一 步 ,然后 再 以 同样 的 方式 , 从 新 的 位 置 向 
其 相 邻 的 四 整 点 处 移动 一 步 , 如 此 继续 下 去 , 直到 达到 某 一 边界 束 
点 , 游 动 便 告终 止 . 设 随机 游 动 的 一 条 路 线 是 
7A:A 一 AI 一 … 一 Ai-I-QET ， 
则 定义 随机 变量 的 值 为 
#= 8(74)=/(Q). 
此 处 /(Q) 为 边界 整 点 Q 的 函数 值 , 若 Q 为 边界 整 点 , 则 定义 
ee(yo)= CQ) 
随机 变量 6 的 数学 期 望 E(&) 即 方程 组 (2) 的 解 . 换 言 之 ， 
E(e(74))=F Ee )), 
车 AEG*， (9) 
及 
E(#(ya))=/(Q), 车 BET'， (10) 
此 处 Au，Ai2，Ai3，Au 分 别 为 A 的 东 、 南 、 西 、 北 四 邻 点 . 
命 (ya) 表示 循 路 线 ya 游 动 的 概率 . 
则 
P (ya) = 十. 
因此 
E(é(74)) = De(7a) PYs), 
此 处 有 端 为 对 一 切 从 A 出发 的 游 动 路 线 求 和 .由 A 出 发 ,第 一 步 必 
然 是 走 到 其 东 \ 南 、 西 \ 北 四 邻 点 , A, Aiz, Ata, A 中 的 一 个 , 然后 
再 继续 游 动 .因此 
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E(#(74))= SEE PATAD PY ). 


由 于 P(A 一 A1i)= 误 , 所 以 


E(e(7) = ey Ps,) 


= 3E(e(y,). 

此 即 (9) 式 .其 次 当 QET* 时 , 只 有 一 条 游 动 路 线 , 即 停止 不 动 . 因 
此 

E(é€(7,))= SZé(Ya)P(Y0)= (70)= f(Q). 

ma 
故 得 (10) 式 . 
设 对 进行 了 N 次 观察 得 到 

6 EN. 

则 根据 大 数 定律 可 知 , 对 于 任意 。 >0 皆 有 


imP( E(#)- LT%e <e)=1. 
lm Ni 


因此 当 N 充分 大 时 
就 可 以 作为 E(&)( 即 解答 ) 的 近似 值 . 

随机 游 动 一 般 是 用 物理 方法 或 者 用 数学 方法 产生 的 随机 数 来 实 
现 的 .在 此 不 详 谈 了 .这 里 说 一 个 通俗 的 办 法 : 用 粉笔 将 G* 画 在 
围棋 盘 上 .如 果 要 求 某 点 的 函数 值 ， 可 以 先 在 此 做 ~- 记 号 ， 再 放 上 
一 个 棋子 ， 用 标 有 东 、 南 、 西 、 北 的 正四 面体 山子 〈 见 图 5) 投 
搓 ， 如 果 落 地 的 一 面 是 东 (或 南 ， 西 ， 北 )， 则 向 东 (或 南 ， 西 ， 
北 ) 走 一 步 ， 再 掷 再 走 ， 一 直到 达 边 界 为 止 . 这 样 便 得 到 一 条 随机 
游 动 ， 边 界 点 的 函数 值 即 游 动 的 随机 变量 的 值 &. 进行 充分 多 次 的 
游 动 ( 设 为 N 次 )， 记 下 & 对 这 N 次 游 动 的 值 
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6 ec EN- 

其 算术 平均 就 是 所 欲求 点 的 函数 值 的 近似 值 . 

结论 ”差分 方法 的 误差 由 三 部 分 构成 : @ 网 格 化 时 ， 移 动 边界 
值 所 产生 的 误差 . @ 差 分 化 时 ， 把 微 商 换 成 差分 的 误差 . @@ 解 差分 
方程 时 ， 代 数 法 产生 的 是 普通 的 误差 ， 而 Monte Carlo 法 产生 的 是 
概率 的 误差 . 

因此 ，Monte Carlo 法 的 误差 比 代数 法 的 误差 更 大 些 ， 亦 更 不 
可 靠 些 . 但 另 一 方面 ，Monte Carlo 方法 的 计算 程序 特别 简单 ， 而 
且 如 果 我 们 只 需要 求 得 某 些 整 点 的 函数 值 ， 而 不 是 全 部 整 点 的 函数 
值 ， 用 这 一 方法 就 更 加 经 济 了 . 


六 解析 表达 式 一 有 时 会 引入 迷途 


有 些 解析 公式 看 来 不 错 ， 似 乎 是 很 解决 问题 的 ， 甚 至 于 彻底 解 
决 问题 的 ， 但 如 果 不 加 思索 地 加 以 运用 却 会 被 引入 迷途 .如 果 较 全 
面 地 理解 “连续 ”与 “离散 ” 间 的 关系 ， 这 些 失误 是 完全 可 以 避免 
的 ! 并 且 与 此 相反 ， 反 而 有 相辅相成 之 妙 ， 也 就 是 解析 表达 式 可 以 
启示 新 计算 方法 的 苗头 ， 而 不 仅仅 是 理论 上 的 重要 性 而 已 ， 我 们 仍 
旧 以 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 为 例子 ， 并 且 取 区 域 为 单位 圆 . 
Laplace 方程 的 极 坐标 形式 是 

问题 : 求 连续 函数 w(p，0)， 它 在 单位 圆 内 适合 (1)， 而 在 
圆周 上 与 已 给 的 连续 函数 相符 合 ， 即 

ul(p,0)|r= 9(0). (2) 

今后 常 假定 p(9) 为 [0,2x] 中 有 (之 2) 阶 连续 微 商 ,而 且 是 以 
2z 为 周期 的 函数 , 并 且 假 定 | pg'"(9)| < C. 将 pg(9) 展 开 成 Fourier 
级 数 
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9(0)= 凶 + bp (amcosmg+ bsinmO), (3) 
此 处 
an=l 三 9(g)cosmgdg， 
st (9)sinmbdb (4) 
用 sin 
容易 看 出 


p™ cosmO, p” sinmO( m=0,1,2,.…) (5) 
部 是 (1) 的 解 ,而 且 分 别 以 cosm0 与 sinm0 为 边界 值 . 因此 可 以 希望 

ul(p, 0)=+ 5 (amCosm0 + bm sinm0) p™ (6) 
为 (1 适合 (2) 及 (3) 的 解 "由 于 

过 六 用 

=o0 人 (二 让 =o 人 (去 )， 

所 以 易 见 (6) 的 确 是 (1) 适 合 (2) 及 (3) 的 解 . 
因为 


“ 201 一 2pcosg+ p2) 
所 以 由 (4), (6) 得 
u(p, 0) 


= 三 ro) (3+ 之 0 
-三 hy > ln 


(7) 


1- 
2 ?(9)1- 3pcost0 Wr 
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这 称 为 Poisson 公式 . 
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这 是 解答 u(p,9) 的 解析 公式 .这 个 公式 的 确 很 不 错 , 似乎 都 把 
问题 彻底 解决 了 .但 是 仔细 想 一 下 , 是 否 真 的 解决 问题 了 呢 ? 如 果 
92(%) 给 了 之 后 ,能 够 算出 积分 (7)( 即 找到 原 函 数 ), 则 问题 的 确 圆满 
解决 了 .但 如 果 算 不 出 积分 (7)( 这 种 情形 比 能 算出 的 情形 多 得 多 )， 
或 者 当 边 界 值 仅 仅 由 实验 给 出 了 若干 数据 时 ,就 产生 了 如 何 近似 求 
解 x(o,9) 的 问题 了 .很 自然 地 会 想到 用 数值 积分 的 方法 来 近似 计 


算 (7) .我 们 将 在 下 面 指出 这 样 做 会 导出 很 荒 雇 的 结论 来 . 
(i) 矩形 公式 建议 我 们 用 
到 


1 /2 1-p 
T,(p,0)= n 之 ( n ) 2xl 2 
’ 1-2pc0s(0- A )+p 


来 通 近 wu(p, 9) .现在 来 看 看 当 p~>1- 0 时 的 情况 : 
(RS 


0, 当 9 关 2 弄 或 9=2 弄 


an 
=1 而 ?( 轩 )=0(0<i<), 
o, 当 0= 2 型， ?(E)z00<i<). 
因此 用 T,(p, 9) 来 通 近 w(p, 9) 是 十 分 荒 雇 的 . 
(ii) 我 们 在 Poisson 积分 中 ， 用 阶梯 函数 
(0=9( 宇 )， 
其 中 


gc UtD (ogc), 


来 代替 p( 9). 换言之 ,用 


1 9 (UU-p) 
R,(p,0)= | I-2p00s( $0) + pid 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


262 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


来 通 近 u(p,0). 由 于 


i )m 
log(1 ~ pe*)= 一 3 
取 虚 部 即 得 
m Sinm0 -1_posinb 
之 m ped 
因此 
R,(p, 0) 
"(2 和 ， 
= Ee EE Ti 
1 二 PS +tp’ 
1 /2 1 /2m 
”+ 


> (sinm (ED 了 - 4) 


= 3 oe)+t 3 人 (= ) 
2 


1 
-oe Li 中 (12) 


1_osing 人 -1 Ve- 
Jutg ipeos5= dmte Cl- p)® 


换言之 , 当 p 一 1 ~ 0, 9 一 0 时 , tg! 4995 可 以 趋 近 于 


,过 ] 中 的 任意 值 .因此 若 0。= ,而 且 p (2 上 x 


二 
2° 
Ls 


?(e)o<i<n), 则 当 p10, 9 一 06 时 , R,(p, 9) 的 极限 是 不 
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存在 的 .所 以 必须 给 趋 限 的 方法 以 限制 . 例如 规定 趋 限 是 延 着 向 径 的 
方向 等 .而 且 可 以 证 明 , 虽然 如 此 ,用 R,(p, 29) 来 逼近 u(p, 9), 精密 
度 仍 然 是 不 高 的 . 在 此 就 不 作 详细 讨论 了 . 
以 上 这 两 个 从 解析 公式 出 发 的 近似 计算 方法 都 没有 下 面 这 个 初 
等 方法 更 为 精密 些 . 
设 给 了 (=2x +1) 个 点 的 函数 值 
=p) sn). 
则 如 (四 ) 所 示 , 命 
S,(0)= DD Ce”, 


c= > ye 2rilm/n® (13) 
如 果 pg(9) 在 [ -x, x] 中 有 xr( 之 2) 阶 连续 微 商 ,而 且 是 周期 为 2x 的 
函数 ,并 且 有 | pg”(9)|< C, 则 


lg(0)- S,(0)|<— 


地 i (14) 


命 

S,(p,0)= pb Cemioml, (15) 
则 

u(p,9)- S,(p,0) 


1 [「 (p(y)-S,(y))(1- -p’) 
2r .-" 1-2pcos(0— yp)+p? 


* 为 简单 起 见 ,我 们 用 复 形式 的 Fourier 级 数 . 复 形式 与 实 形式 的 Fourier 级 数 的 关系 


Go = 去 (oz)， 


C-m= 寺 (a + bo) m=1,2,.). 
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所 以 
lu(p,0)- So(o,6)1 


1[ le(y)-S,(y)|(1-p’) 
<25」. 1-2pcos(0—y)+p? 
4C Lf Es 
(rlnr 2 -1-2pcos(0— yp) +p 
四 4C 
Tar (16) 
在 实际 计算 时 , 因为 


dy 


jzdy 


Depl"l= D+ 六 (ezp)” 


mc 
es 2 
1- pr ES 
oa 
1-2pcosr + p? 
Ry ng 2 2p. "cos(1+ 1) x +2p. ?coslz 
1-2pcostr + p* 


pillit1)z +1l Ne 
Sl | 


—-1 


所 以 
S,(p,0)= be 1 2riim/ neimbp lm | 


moa Rn 


Pp 3 立 ea(e- mp Iml 


RR mn 


=1 Dy 


nd len 


1 -2p tooo’ + D) (9-H) +2p" ?ooon’ (0- 2 


2pcos (0— ee +p? 


总 之 ,我 们 得 到 
定理 1 命 u(p, 9) 为 方程 (1) 满 足 (2) 的 解 ,此 处 p(8) 为 有 
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(二 2) 阶 连续 微 商 , 而 且 是 有 周期 2x 的 函数 , 并 且 假 定 
1942(9)1 入 C, 则 


lp -2p" eosn’ +1) (90- ee) 
. -到 | 
一 
4C 
4C 5 18 
CE (18) 


七 一 致 分 布 一 数论 方法 与 Monte Carlo 方法 


要 计算 函数 f(z) 在 [0, 1] 上 的 积分 ,我们 可 以 把 [0, 1] 分 成 ” 
等 份 , 取 分 点 的 函数 值 的 算术 平均 , 用 来 作为 F(z) 的 积分 的 近似 值 
(矩形 公式 ), 这 就 是 化 连续 为 离散 的 方法 . 实际 上 , 不 仅 等 分 点 有 这 
样 的 性 质 ,凡是 适合 所 谓 “一 致 分 布 " 条 件 的 点 列 都 有 这 个 性 质 .粗略 
地 说 , 一 致 分 布 的 意义 是 说 点 列 落 在 [0, 1] 中 任何 一 点 附近 的 可 能 性 
都 是 相等 的 .严格 地 , 可 以 定义 如 下 : 

命 zi(i=1,2,…) 是 [0,1] 间 的 一 个 点 列 ,a 为 适合 0<a<1 的 
任意 实数 , n 个 点 zx1,…, z, 落 在 分 区 间 [0, a] 中 的 个 数 用 N, (a ) 表 
它 .如 果 常 有 


=a， (1) 
则 称 点 列 zi(i=1,2,…) 在 [0, 1] 中 一 致 分 布 . 
关于 一 致 分 布 有 如 下 的 判别 条 件 . 
定理 1 点 列 
Ze Tm OTTnSl (2) 
是 一 致 分 布 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 对 任 一 在 [0, 1] 上 可 Riemann 求 
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积 的 函数 f(x) 常 有 


lmD Ae) fer)az. G3) 
证 : 先 证 明 , 如果 1z,| 是 一 至 分布, 则 (3) 式 成 立 
1) 取 f(z) 是 如 下 的 函数 : 
( Ee 
让 10, 不 然 . 
如 此 则 
i f(xzDttf(r) C jim Ni(a) _ oe 
lim lim 一 全 
= [rcaz. 
0 


所 以 ,对 于 这 样 的 函数 F(z), 定理 真实 . 
2) 如 果 (3) 式 对 于 户 ，…， 太 成立， 则 对 cyfj + 十 cfs 
也 成 立 ， 因 此 (3) 式 对 所 有 的 阶梯 函数 也 真实 . 
3) 如 果 f 是 一 Riemann 可 积 函 数 ， 则 任 给 e >0， 皆 有 二 阶梯 
函数 pg。(z) 及 中 (zx) 使 
pe (z) <f (z) SB, (x), 0<zr<1, (4) 
且 使 
| (2) -mw (2)) dz<e. (5) 
由 2) 已 知 本 定理 对 8。(z) 及 8。(z) 真实 ， 所 以 


1 

mw C2) dz= liml (ge C(x) ++ pe Ca] 
Slimd (f (z) +…+ (x,)) 
Sliml (, (z1) + + 8, (z,)) 


= J Cx) dr 
故 得 
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n 
这 证 明了 定理 的 必要 部 分 . 
定理 的 充分 部 分 的 证 明 极为 容易 ， 仅 取 
1, 车 0<r<a,， 
0， 不 然 . 


|im 2 - fs (x) dz|<e. 


f(z) -| 
(3) 式 就 变 为 


、 Ne (a) 
Hb 
n 


定理 证 完 . 

显然 ， 一 致 分 布 的 定义 与 它 的 判别 条 件 可 以 很 容易 地 推广 至 多 
个 变数 高 维 单位 立方 体 ) 的 情况 . 由 定理 1 可 见 ， 数 值 积分 方法 
实 依赖 于 一 致 分 布点 列 的 选取 .怎样 选取 最 好 的 一 致 分 布点 列 就 是 
数值 积分 的 中 心 问题 ， 对 于 计算 [0，1] 中 的 积分 ， 用 等 分 点 是 能 
够 导出 最 精密 的 误差 的 〈 指 误差 的 阶 ). 但 在 多 变数 的 情况 ， 如 果 
用 等 分 点 来 进行 计算 ， 误 差 依赖 于 积分 的 重 数 . 详细 言 之 ， 固 定 分 
点 的 个 数 ， 则 当 积 分 的 重 数 增加 时 ， 误 差 亦 随 之 而 迅速 增加 .或 者 
可 以 说 ， 当 要 求 有 一 定 的 精密 度 时 ， 则 必须 分 点 的 数目 随 着 积分 重 
数 的 增加 而 迅速 增加 .因此 用 这 一 方法 来 处 理 高 维 空间 的 数值 积 
分 ， 计 算 量 十 分 巨大 ， 而 难于 实现 . 具体 地 说 ， 对 于 重 积分 ， 欲 
误差 的 精密 度 达 到 O (1/n)， 则 分 点 的 个 数 需要 O(n:). 

近年 来 发 展 起 来 的 Monte Carlo 方法 ， 是 常用 的 高 维 空间 的 数 
值 积分 方法 . 即 随机 地 取 n 个 点 (zx 人 9，…，z,) (k=1,，2， 
…，7)， 然 后 以 这 个 点 的 函数 值 的 算术 平均 来 逼近 积分 ， 所谓 
“随机 ”的 意思 是 指 取 每 一 点 的 概率 都 是 相等 的 .这 样 ， 当 n 充分 
大 时 ， 就 可 能 达到 一 定 的 精密 度 ， 随 机 取 点 的 方法 一 般 都 是 在 计算 
机 上 用 数学 方法 来 实现 的 ， 而 这 些 数学 方法 多 为 数论 方法 ， 特 别 是 
同 余 式 的 方法 .Monte Carlo 方法 的 优点 在 于 在 机 器 上 运算 的 手续 
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简便 ， 收 敛 速度 虽然 比 矩形 公式 快 些 ， 但 是 由 这 一 方法 得 到 的 只 能 
是 概率 的 误差 而 不 是 真正 的 误差 . 

所 谓 数 论 方法 ， 即 按照 事先 选 定 的 最 佳 分 布 的 点 列 上 的 函数 值 
所 构成 的 单 和 来 逼近 多 重 积分 ， 因 而 得 到 的 误差 不 再 是 概率 的 ， 而 
是 肯定 的 ,不仅 如 此 ， 这 些 肯定 的 误差 竟 比 概率 误差 还 要 好 些 ， 而 
且 可 以 证 明 ， 对 于 某 些 函数 类 来 说 ， 这 种 逼近 的 误差 的 主 阶 已 经 至 
于 至 善 了 . 具体 地 说 ， 误 差 的 主 阶 与 单 重 积分 是 一 样 的 . 

例 假定 f(z1，…，zs) 为 各 变数 第 有 二 阶 连续 微 商 的 函 
数 ， 且 各 阶 微 商 皆 为 各 变数 有 周期 1 的 函数 ， 且 


E# er 5 
| (2r)”( 站 +…+1=r，0 生 r 和 10， 
2 过 i 宇 0)， 
则 
1 1 
| | | f(x, *%*, x5) dzl…dz5 一 
od 


13019 


1 Sy k 10641k 2640k 6710k 781k 
15019 ft ~ \15019’ 15019 ”15019， 15019’ 15019 


“<0.0032( 肆 ) c， 

必须 指出 ， 数 论 方法 不 仅 在 数值 积分 方面 有 用 ， 而 且 可 以 用 于 
函数 通 近 论 及 积分 方程 的 渐 近 求解 等 方面 ， 例 如 ， 我 们 可 以 证 明 ， 
适合 某 些 光滑 条 件 的 各 变数 皆 有 周期 为 1 的 函数 ， 都 可 以 用 一 个 三 
角 多 项 式 来 通 近 ， 而 逼近 的 主 阶 不 依赖 于 函数 的 变数 的 个 数 ， 关于 
这 些 方面 ， 请 参看 [1]. 
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纯粹 数学 与 应 用 数学 


在 讨论 纯粹 数学 与 应 用 数学 之 前 ， 我 们 先 谈 谈 数学 科学 及 它 在 
近代 科学 技术 中 的 位 置 ， 数 学 问题 的 来 源 及 它 的 价值 观点 等 问题 


一 ”数学 科学 


钱学森 在 论 及 现代 科学 结构 的 时 候 ， 将 它 分 成 自然 科学 、 社 会 
科学 与 数学 科学 ， 后 来 又 加 上 系统 科学 、 思 维 科学 与 人 体 科学 等 
( 见 [1]，178，296 页 ). 前 三 者 是 基本 的 . 自然 科学 看 客观 世界 
的 角度 ， 也 就 是 恩格斯 在 自然 辩证 法 中 所 阐述 的 看 法 : 研究 物质 在 
时 空中 的 运动 ， 物 质 运动 的 不 同 层次 ， 不 同 层次 物质 运动 的 相互 关 
系 . 简 言 之 ， 自 然 科学 是 从 物质 运动 这 个 着 眼 点 去 研究 整个 客观 世 
界 . 社会 科学 研究 人 类 社会 的 发 展 运动 ， 社 会 的 内 部 运动 ， 也 研究 
客观 世界 对 人 类 社会 发 展 运动 的 影响 简 言 之 ， 社 会 科学 是 从 人 类 
社会 发 展 运动 的 着 眼 点 来 研究 整个 客观 世界 的 ( 见 [1]，297 一 299 
页 ). 

数学 科学 是 什么 ? 无 论 那 一 门 科学 技术 ， 都 离 不 开 数 学 科学 的 
一 门 或 几 门 学 科 ， 所 以 数学 科学 是 研究 整个 客观 世界 ， 这 一 点 是 容 
易 理 解 的 . 但 数学 科学 是 从 什么 着 眼 点 来 研究 整个 客观 世界 的 呢 ? 
恩格斯 说 : “ 纯 数 学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 与 数量 关系 .” 


* 1996 年 7 月 2 日 在 上 海 大 学 的 报告 ， 载 于 《自然 》 杂 志 ，19:2，1997，63 一 65. 
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( 见 [2] 77 页 ). 胡 世 华 说 : “数学 科学 是 从 质 和 量 对 立 统一 ， 质 
和 量 互 变 的 着 眼 点 去 研究 整个 客观 世界 的 .”( 见 [3]) 总 之 ， 数 学 
科学 应 该 是 独立 于 自然 科学 与 社会 科学 的 另 一 门 科 学 . 

中 国 科学 院 曾 提出 自然 科学 的 “基础 学 科 ” 是 “ 数 ， 理 ， 化 ， 
天 ， 地 ， 生 ”六 门 . 但 钱学森 认为 “一 门 是 物理 ， 研 究 物 质 运动 基 
本 规律 的 学 问 . 一 门 是 数学 ， 指 导 我 们 推理 和 演算 的 学 问 ， 其 他 学 
问 都 是 从 这 两 门派 生出 来 的 .“ “比如 化 学 ， 它 实际 上 是 研究 分 子 变 
化 的 物理 ". “天 文学 已 经 不 是 光 看 否 月 竞 ， 太 阳 ， 星 星 在 天 上 的 位 
置 和 它们 的 运行 规律 了 ， 而 是 要 研究 星星 内 部 到 底 是 怎样 变化 的 "， 
“要 研究 的 是 宇宙 的 演化 "， 这 只 能 靠 物理 . 地 学 就 是 研究 地 球 ， 现 
代 的 板块 理论 与 弄 清 地 球 深 处 的 情况 都 要 车 物理 . “生物 学 到 分 子 
水 平 ， 生 物 学 也 就 归结 到 物理 学 上 去 了 ”， 总之,“ 天 ， 地 ， 生 ， 化 
这 四 门 科学 ， 从 现代 科学 技术 观点 讲 ， 都 可 以 归结 于 物理 学 的 分 支 
了 . 当然 ， 这 里 要 推理 演算 ， 就 要 用 数学 ， 数 学 是 一 个 工具 ”. 
“天 ， 地 ， 生 ， 数 ， 理 ， 化 这 六 门 基础 学 科 在 科学 技术 的 体系 中 并 
不 是 完全 同 排 并 坐 的 ， 其 中 数学 和 物理 又 是 其 他 四 门 学 科 的 基础 ” 
( 见 [1]，521 一 525 页 )， 我 同意 钱学森 的 意见 . 


二 ”数学 问题 的 来 源 


数学 中 最 初 的 、 最 古老 的 问题 都 起 源 于 经 验 ， 是 由 外 部 世界 的 
现象 提出 来 的 ， 整 数 起 源 于 “ 数 "， 它 的 运算 法 则 就 是 以 这 种 方式 
在 人 类 文明 的 早期 被 发 现 的 ， 最 初 的 几何 问题 也 是 这 样 ， 如 用 圆规 
与 直 尺 三 等 分 任意 角 、 化 贺 为 方 及 一 倍 立方 问题 等 ， 以 后 的 微 积 
分 、 曲 线 论 及 传 里 叶 级 数 中 最 初 的 问题 与 来 自 天 文学 、 力 学 与 物理 
学 的 问题 都 是 这 样 的 .但 是 随 着 数学 的 发 展 ， 它 意识 到 自身 的 独立 
性 ， 自 身 独 立地 发 展 着 ， 通 常 不 受 明显 的 外 部 影响 ， 而 是 借助 于 推 
理 ， 对 概念 进行 一 般 化 、 特 殊 化 的 综合 分 析 来 提出 自己 的 问题 ， 例 
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如 素数 论 与 伽 罗 华 理论 等 ( 见 [4，5]). 由 此 可 见 ， 数 学 发 展 的 动 
力 与 源泉 有 二 : 一 是 来 自 外 部 客观 世界 ， 二 是 来 于 自身 发 展 的 矛 
盾 . 随 着 科学 技术 日 新 月 异地 发 展 ， 外 部 世界 还 会 不 断 提 出 新 的 数 
学 问题 . “ 反 右 运动 ”后 的 二 十 年 ， 左 的 干扰 常常 以 所 谓 “ 理 论 联 
系 实际 ”来 否定 纯粹 数学 研究 ， 其 思想 本 质 就 是 否定 数学 发 展 的 内 
部 动力 .这 就 必然 导 至 取消 数学 研究 ， 甚 至 取消 整个 数学 科学 ， 其 
危害 是 非常 大 的 . 其 实 华罗庚 早 在 50 年 代 即 反复 强调 “从 数学 本 
身 来 说 ， 它 研究 的 最 基本 的 对 象 是 “ 数 " 与 “ 形 '， 因此，' 几 何 图 
形 ” 所 引出 的 几何 直觉 ， 和 由 “ 数 ， 而 引出 的 具体 关系 和 概念 ， 往 
往 是 数学 中 极 丰富 的 源泉 ”( 见 [6]). 

数学 问题 的 选择 对 于 数学 研究 与 发 展 是 至 关 重要 的 .最 早 系统 
地 指出 这 一 观点 的 是 希 尔 伯 特 在 1900 年 国际 数学 大 会 的 著名 报告 
( 见 [4])， 他 在 报告 中 特别 提出 三 体 问题 与 费 马 问题 作为 例子 来 说 
明 一 个 好 的 数学 问题 对 于 推动 数学 发 展 的 作用 . 费 马 问题 是 说 不 定 
方程 

te 

当 整 数 "之 3 时 ， 没 有 非 寻 常 解 ， 所 谓 寻 常 解 即 为 x= 0，y = 2 或 
y=0，xz=z. 这 样 一 个 非常 特殊 ， 似 乎 不 重要 的 问题 却 对 数学 发 
展 产生 了 十 分 重大 的 影响 ， 受 这 个 问题 的 启发 ， 库 默 尔 引进 了 理想 
数 并 发 现 分 圆 域 的 整理 想 唯一 素 理想 因子 分 解 定理 ， 这 个 定理 又 被 
戴 德 金 与 克 郎 内 克 尔 推广 到 任意 代数 数 域 ， 其 意义 已 经 远 远 超出 数 
论 范围 而 深入 到 代数 与 函数 论 等 数学 领域 ， 最 近 费 马 猜想 的 巨大 进 
展 及 最 终 证 明 (发 尔 廷 与 怀 尔 斯 ) 与 代数 几何 、 椭 贺 曲 线 、 徊 罗 华 
表示 论 、 模 形式 理论 等 的 重大 成 就 密切 相关 ， 希 尔 伯 特 特别 提出 
23 个 问题 推荐 给 20 世纪 的 数学 家 . 这些 问题 基本 上 都 来 自 数学 自 
身 的 矛盾 ， 例 如 第 八 问题 就 是 黎 曼 猜想 与 两 个 变数 整 系数 非 齐 次 线 
性 不 定 方程 在 素数 中 的 求解 问题 .后 者 包括 哥 德 巴赫 猜 想 与 李 生 素 
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数 无 穷 猿 想 作为 例子 .所谓 哥 德 巴赫 猜想 是 说 ， 每 一 个 偶数 之 4 都 
是 两 个 素数 之 和 .由 此 可 导出 每 个 奇数 之 7 都 是 三 个 素数 之 和 .所 
谓 挛 生 素数 对 是 指 相差 为 2 的 一 对 素数 ， 例 如 3，5; 5，7; 11， 
13; … 有 一 个 猜想 是 说 这 种 素数 对 有 无 穷 多 ， 这 两 个 问题 都 是 很 自 
然 的 ， 众所周知， 自然 数 可 以 唯一 分 解 成 素数 之 积 ， 那 么 分 解 成 素 
相 加 如 何 呢 ? 肯定 不 唯一 .但 限制 被 加 数 个 数 为 2 或 3 又 如 何 ? 又 
已 知 素数 有 无 穷 多 ， 那 么 挛 生 素数 对 呢 ? 有 限 还 是 无 穷 ? 这 种 问题 
成 为 解析 数论 最 重要 的 研究 对 象 ， 由 于 研究 这 些 问 题 ， 导 致 了 黎 曼 
西塔 函数 零点 分 布 理 论 、 圆 法 、 三 角 和 估计 方法 与 筛 法 等 的 产生 与 
发 展 ， 对 数学 发 展 起 到 了 很 重要 的 作用 . 
另 一 方面 ， 客 观 世 界 总 是 不 停 地 给 数学 提供 问题 ， 过 去 天 文 
学 、 物 理学 与 力学 曾 为 微 积分 、 微 分 方程 与 伟 里 叶 分 析 等 的 产生 与 
发 展 起 过 作用 . 40 年代， 将 数学 方法 用 于 军事 与 经 济 产生 了 运筹 
学 . 概率 论 与 数理 统计 的 发 展 则 是 更 早 就 受到 工农 业 生产 与 军事 的 
需要 与 刺激 ， 又 如 近代 组 合 学 与 图 论 的 发 展 就 受到 计算 机 科学 的 很 
大 影响 . 
总 之 ， 数 学 问题 的 两 种 源泉 都 是 很 重要 的 ， 至 今 也 远 远 没有 村 
竭 . 
什么 是 衡量 数学 成 果 的 价值 标准 ? 数学 既然 是 一 门 独立 科学 ， 
那 就 不 能 把 是 否 对 其 他 学 科 有 用 当成 唯一 的 价值 标准 或 重要 的 价值 
标准 .数学 除 要 求 真 实 性 外 ， 还 要 求 “ 美 ". 什么 是 数学 美 ? 这 无 
疑 带 有 一 定 的 主观 色彩 ， 也 与 数学 家 的 文化 背景 有 关 . 哈代 说 过 : 
“ 美 是 第 一 要 素 ， 世 界 是 不 会 给 丑 的 数学 以 永久 的 位 子 的 .” 韦 尔 说 
过 :“ 我 的 工作 总 是 把 美和 真 联系 起 来 ， 而 当 我 必须 作出 选择 时 ， 
我 通常 选择 美 .” 汉 ' 诺 依 曼 说 : “我 认为 数学 家 无 论 是 选择 题材 还 
是 判断 成 功 的 标准 ， 主 要 都 是 美学 的 .” 庞 加 莱 说 :“ 数 学 家 非常 重 
视 他 们 的 方法 和 理论 是 否 优美 ， 这 并 非 华而不实 的 作风 . ”概括 地 
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说 : 美 就 是 “简单 ， 清 晰 ， 对 称 ， 奇 异 ”( 见 [4，5，7])， 当然 应 
用 数学 作为 一 个 学 科 登 上 数学 科学 的 舞台 丽 怕 还 是 近 半 个 多 世纪 的 
事 . 除 要 求 真 与 美 外 ， 还 应 该 加 上 是 否 真正 有 用 .从 上 述 观 点 来 衡 
量 ， 这 些 年 来 ， 在 纯粹 数学 方面 ， 被 证 明 的 费 马 猜想 、 比 仆 巴赫 猜 
想 与 鲁 净 猜想 等 都 是 非常 符合 数学 美的 标准 的 成 就 ， 在 应 用 数学 方 
面 ， 如 线性 规划 、 快 速 传 里 叶 分 析 、 有 限 元 方法 、 蒙 特 卡 罗 方法 与 
伪 蒙 特 卡 罗 方法 及 小 波 分 析 等 都 是 既 简 单 而 又 非常 有 用 的 成 就 . 


三 ”纯粹 数学 与 应 用 数学 


什么 是 纯粹 数学 ? 什么 是 应 用 数学 ? 它们 的 界线 怎样 划分 ? 这 
些 都 是 颇 为 模糊 的 问题 .纯粹 数学 与 应 用 数学 间 很 难 划 出 严格 的 界 
线 . 上 面 已 经 说 过 ， 数 学 问题 最 初 来 自 客观 世界 ， 往 后 则 按 其 自身 
的 规律 发 展 ， 慢 慢 地 脱离 原来 的 问题 ， 成 为 一 个 逻辑 上 完整 的 体 
系 ， 从 数学 问题 来 看 ， 由 数学 内 部 矛盾 引出 的 问题 来 发 展 数学 应 属 
纯粹 数学 ， 问 题 来 自 客观 世界 应 属 应 用 数学 . 但 还 有 些 问题 不 是 很 
明显 的 .从 价值 标准 来 看 ， 纯 粹 数学 总 是 将 美 与 真 放 在 一 起 ， 将 数 
学 美 作为 首要 评价 标准 之 一 .应 用 数学 除 要 求 数学 美 之 外 ， 总 还 要 
有 应 用 ， 至 少 是 应 用 的 前 景 

可 和 否 将 数学 分 成 若干 图 ? 最 里 面 是 纯粹 数学 ， 如 数理 逻辑 、 数 
论 、 代 数 、 几 何 、 拓 扑 、 分 析 学 .这些 学 科 中 的 问题 ， 都 是 来 自 数 
学 的 内 部 矛盾 ， 应 属 纯粹 数学 ， 往外 延伸 ， 如 微分 方程 、 概 率 论 、 
组 合 数学 等 则 要 具体 分 析 . 它们 都 已 形成 自身 的 理论 体系 ， 可 以 从 
自身 内 部 矛盾 来 提出 待 研究 的 课题 ， 也 有 以 自然 科学 与 工程 技术 为 
背景 提出 的 研究 课题 .至 于 计算 方法 、 数 理 统计 与 运筹 学 等 ， 其 实 
际 背 景 就 很 清楚 . 如 运筹 学 中 的 一 些 问题 就 是 用 数学 语言 来 描写 一 
个 实际 问题 ， 然 后 再 找 出 可 行 的 求解 方法 ， 统 计 中 的 试验 设计 就 是 
要 科学 地 安排 实验 ， 使 试验 次 数 尽 可 能 少 ， 而 得 到 的 信息 量 尽 可 能 
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大 些 . 在 这 里 数学 与 自然 科学 及 工程 技术 的 关系 就 相当 密切 了 .其 
价值 标准 除 要 求 理论 与 方法 简单 明了 外 ， 是 否 真正 有 用 就 很 重要 
应 该 属于 应 用 数学 范畴 . 再 从 处 理 数 学 问题 的 手段 来 看 ， 纯 粹 数学 
与 应 用 数学 也 很 有 差异 .纯粹 数学 中 ， 证 明定 理 的 手段 就 是 逻辑 推 
理 . 应 用 数学 则 允许 用 模拟 手段 ， 例 如 有 两 个 求 整体 极 大 的 方法 
我 们 将 这 两 个 方法 用 于 一 百 个 已 知 整体 极 大 的 例子 ， 看 看 这 两 个 方 
法 各 成 功 多 少 次 ? 各 耗 去 多 少 机 器 时 间 等 ， 由 此 来 说 明 这 两 个 方法 
的 优 劣 . 

以 上 只 是 一 些 个 人 意见 ， 还 需 进 一 步 深入 思考 .不 妥 之 处 欢迎 
批评 指正 ，(1996 年 7 月 2 日 在 上 海 大 学 报告 ) 
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中 国 的 数学 现状 与 发 展 - 


一 ”中 国 数学 的 现状 


这 是 我 在 国内 几乎 任何 场合 下 都 会 遇 到 的 一 个 问题 ， 但 回答 这 
个 问题 很 不 容易 .我 们 缺乏 起 码 的 统计 资料 ， 也 缺乏 衡量 数学 水 平 
比较 一 致 的 标准 等 ， 所 以 现在 中 国 数学 现状 的 分 析 与 评估 ， 应 该 说 
还 是 一 个 未 开始 起 步 的 研究 题目 . 

数学 是 炎黄 子孙 擅长 的 一 门 学 问 ， 从 公元 前 3 世纪 到 14 世纪 ， 
中 国 曾 对 数学 作 过 许多 重要 贡献 ， 其 中 有 些 发 现 早 于 阿拉 伯 、 印 度 
与 欧洲 的 发 现 达 几 个 世纪 . 但 14 世纪 后 ， 中 国 的 数学 发 展 变 得 停 
滞 ， 直 到 17 世纪 ， 才 由 一 些 传教 士 将 西方 的 科学 与 数学 传 入 中 国 ， 
随后 有 一 些 发 展 ， 但 并 非 西方 的 主流 数学 . 中 国 近代 数学 的 发 展 是 
本 世纪 20 年 代 才 萌芽 ，30 年 代 开 始 起 步 的 ， 上面 的 估计 ， 取 材 于 
李 约 瑟 的 “中 国 科学 发 展 史 ”与 1977 年 美国 数学 家 访 华 代表 团 的 
报告 〈 简 称 “ 报 告 "). 

该 “报告 ”认为 ， 从 1949 年 到 1966 年 的 十 七 年 ,“ 是 中 国 数 
学 走向 独立 与 成 熟 的 形成 时 期 ". “这 十 七 年 比 历 史上 任何 时 候 更 活 
跃 ". 根据 统计 资料 ，1949 年 至 1959 年 这 十 年 ， 中 国共 有 342 位 


* 这 是 1991 年 4 月 27 日 在 香港 中 文大 学 作为 伟 伦 访问 教授 的 公开 演讲 ， 并 在 1991 
年 5 月 19 日 在 南开 数学 研究 所 的 一 次 会 上 ， 由 李 忠 教授 代为 宣读 ， 发 表 于 《 京 港 学 术 
交流 )，1991 年 ，7 一 10， 及 《科学 》，1991，260 一 262. 
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数学 家 发 表 了 983 篇 论文 .1959 年 至 1966 年 每 年 发 表 的 论文 总 数 
是 递增 的 ， 所 以 从 1949 年 至 1966 年 这 十 七 年 至 少 有 450 位 数学 家 
发 表 了 1800 篇 论文 . 而 1949 年 之 前 ， 总 共 只 有 74 位 数学 家 发 表 
了 342 篇 论文 .这 就 是 说 数学 家 与 论文 数量 均 为 1949 年 前 总 和 的 
六 倍 .再 以 设备 看 ，1949 年 前 中 国 的 最 好 的 大 学 的 数学 系 所 具有 
的 图 书 杂 志 亦 极为 贫乏 .以 浙江 大 学 数学 系 为 例 ， 系 图 书馆 只 有 
20 平方 米 ， 藏 书 与 杂志 不 到 二 千 册 .其 他 有 些 大 学 恺 怕 只 有 几 本 
大 学 教 课 书 了 .1949 年 后 国家 花 了 一 些 钱 购 置 图 书 ， 不 少 大 学 与 
研究 所 的 藏书 与 杂志 都 超过 了 万 册 . 根据 “报告 ”看 法 ， 中 国 在 数 
论 、 拓 扑 、 函 数论 、 代 数 、 计 算数 学 与 经 典 几 何方 面 都 有 很 好 的 成 
线 ， 中 国 的 “数学 学 报 ” 被 美国 数学 会 全 文 译 成 英文 版 ， 现 在 举 几 
项 成 果 : 华罗庚 的 多 复 变 函数 论 ， 吴 文俊 的 拓扑 学 ， 陈 景 润 的 哥 德 
巴赫 问题 ， 华 罗 庚 的 近似 分 析 ， 汉 康 的 有 限 元 研究 都 曾 应 邀 到 国际 
数学 大 会 作 报告 

这 一 较 好 的 势头 ， 在 文化 大 革命 开始 即 告终 结 ， 数学 研究 全 被 
中 断 ， 数 学 杂志 被 迫 全 部 停刊 ， 直 到 1972 年 ， 才 恢复 了 两 种 杂志 
1976 年 文化 大 革命 结束 ， 特 别 是 这 十 年 的 改革 开放 ， 给 中 国 的 数 
学 发 展 带 来 了 转机 . 现在 缺乏 准确 的 统计 资料 来 说 明 这 个 差别 ， 只 
能 估算 一 下 .估计 的 方法 是 这 样 的 ， 即 中 国 科学 院 中 与 数学 有 关 的 
九 个 单位 约 占 全 国 数学 研究 力量 的 三 分 之 一 ， 数学 所 约 占 科学 院 数 
学 力量 的 四 分 之 一 。 从 以 下 四 个 方面 看 ，(1) 在 国外 出 版 的 专著 : 
1980 年 前 共 六 本 ， 现 在 已 达到 一 百 本 以 上 ， 其 中 包括 已 出 版 与 已 
签订 合同 者 ， 也 包括 著作 、 编 辑 与 讲义 ， 总 量 上 约 为 过 去 总 和 的 二 
十 倍 . 数学 所 已 经 搜集 到 四 十 多 本 . 其 中 的 五 本 书 ， 我 想 说 一 下 
即 《 单 复 变 函数 论 ;、《 数 论 在 中 国 )、《 计 算数 学 在 中 国 )、《 概 率 论 
在 中 国 》 与 《统计 在 中 国 )， 由 中 国人 主编 ， 中 国人 写 文章 系统 地 
介绍 中 国 的 成 就 . 这 些 书 能 够 在 外 国 出 版 ， 本 身 就 标志 着 这 些 学 科 
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的 成 就 ， 决 非 无 足 轻重 了 . 需 说 明 ， 还 有 几 个 学 科 也 达到 了 出 版 这 
类 书 的 水 平 ， 而 由 于 其 他 原因 未 能 组 织 出 版 . 大 量 专著 在 国外 出 
版 ， 至 少 标志 着 有 一 批 数学 家 已 做 出 较 好 的 工作 ， 是 他 们 对 自己 从 
事 的 数学 领域 已 有 相当 全 面 的 了 解 . (2) 在 国外 发 表 的 论文 每 年 约 
300 篇 ， 国 内 重要 杂志 是 300 多 篇 (中国 科学 、 数 学 学 报 、 数 学 年 
刊 与 应 用 数学 学 报 之 和 ， 即 够 300 篇 )， 即 每 年 论文 总 数 约 为 1949 
年 前 的 总 和 的 二 倍 ，1949 年 后 十 七 年 总 和 的 三 分 之 一 ， 中 国学 者 
的 论文 在 国内 外 学 者 的 书 与 论文 中 被 征 引 者 的 人 数 约 200 人 (数论 
确切 为 20 人 ， 数 论 占 整个 数学 不 到 十 分 之 一 ).， (3) 数学 的 分 科 门 
类 已 较 齐 全 ，49 年 前 几乎 没有 应 用 数学 ，49 年 后 注意 发 展 了 偏 微 
分 方程 、 常 微分 方程 、 泛 函 分 析 、 概 率 论 、 统 计 、 计 算数 学 、 运 筹 
学 、 控 制 论 、 数 学 物理 与 密码 学 等 .经 这 几 十 年 ， 均 已 壮大 并 趋 于 
成 熟 ， 现 在 又 兴起 计算 机 科学 的 研究 ， 原 来 有 较 大 队伍 的 经 典 数学 
分 支 数论 现在 已 是 一 个 小 学 科 了 . (4) 设备 有 较 大 改善 ， 例 如 科学 
院 数学 所 的 藏书 有 七 万 多 册 ， 有 些 图 书馆 已 开始 考虑 用 计算 机 来 管 
理 ， 由 于 复印 机 的 逐步 普及 ， 资 料 的 传递 也 比较 方便 

下 面 想 谈 谈 中 国 的 数学 与 国际 数学 及 国内 各 门 学 科 间 的 比较 
这 是 一 个 非常 难 准确 回答 的 问题 ， 现 在 只 举 一 点 侧面 材料 ， 根 据 科 
学 出 版 社 与 外 商 合作 出 版 的 书 的 数量 来 看 ， 数 学 约 占 总 数 的 三 分 之 
一 ， 而 且 很 受 外 商 重视 . 可 以 说 中 国 各 门 科学 的 发 展 ， 数 学 还 是 较 
好 的 ， 这 当然 与 数学 的 投资 较 少 有 关 . 至 于 中 国 的 数学 与 数学 的 发 
达 国家 相 比 ， 应 该 说 还 有 相当 差距 ， 特 别 与 数学 大 国美 、 苏 相 比 ， 
差距 更 大 ， 但 不 能 以 只 有 几 位 中 国 数学 家 被 历届 世界 数学 大 会 邀请 
作 报 告 ， 就 说 明 中 国 数学 不 行 ， 众 所 周知， 国际 数学 大 会 是 由 某 些 
国家 掌握 的 ， 去 年 在 日 本 京都 召开 的 国际 数学 大 会 ， 中 国 去 了 近 七 
十 人 .大 家 都 知道 真正 优秀 的 报告 较 少 ， 大 多 数 报告 的 水 平 ， 国 内 
是 有 不 少 人 也 达到 了 这 样 的 水 平 的 . 至 于 中 国 在 亚洲 ， 也 许可 以 说 
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是 数学 强国 之 一 . 但 另 一 方面 ， 中 国有 十 一 亿 多 人 口 ， 更 显得 数学 
家 与 论文 数量 相对 地 说 ， 太 省 了. 另外 ， 大 陆 的 数学 发 展 也 很 不 平 
衡 ， 主 要 集中 在 北京 、 上 海 等 少数 城市 与 少数 科研 机 构 与 大 学 

总 之 ， 我 们 既 要 对 已 取得 的 成 绩 有 个 恰当 的 估计 ， 以 增强 我 们 
的 信心 ， 也 应 该 看 到 我 们 的 不 足 之 处 ， 切 不 可 盲目 乐观 ， 放 松 了 我 
们 的 努力 . 


二 ”中 国 数学 发 展 中 的 几 个 问题 


(1) 要 坚持 贯彻 “ 双 百 方针 ”与 继续 并 扩大 改革 开放 .可 以 
这 样 说 ，49 年 之 前 只 有 个 别人 在 做 数学 研究 ，49 年 之 后 的 十 七 年 ， 
是 少数 单位 在 做 研究 ， 现 在 则 是 在 大 得 多 的 面 上 搞 研究 ， 这 是 由 于 
“ 双 百 方针 ”与 改革 开放 在 起 作用 . 只 要 举 一 个 简单 的 例子 ， 刚 开 
放 时 ， 外 国 数学 家 来 作 报告 都 要 配 上 翻译 才 行 ， 现 在 有 一 百 余 本 英 
文 专著 已 在 或 即将 在 国外 出 版 ， 国 内 出 版 的 英文 版 数学 杂志 就 近 十 
种 ， 能 用 英文 写 文章 ， 能 听 英 文 演讲 者 ， 至 少 干 人 以 上 .这 只 是 从 
一 个 侧面 反映 了 改革 开放 的 好 处 .这 些 年 大 量 数学 家 出 国 交流 ， 对 
于 他 们 的 科研 方向 的 确定 ， 了 解 最 新 研究 动态 等 都 具有 决定 性 的 好 
处 .这 些 年 来 ， 不 少 人 来 香港 访问 开会 ， 更 近 与 方便 ， 对 国内 数学 
发 展 很 有 帮助 . 香港 出 版 的 杂志 论文 集 国内 也 有 投稿 ， 我 想 这 点 大 
家 都 清楚 ， 总 之 ， 要 有 一 个 宽松 的 思想 环境 ， 有 一 个 开放 的 环境 

(2) 增加 横向 联系 ， 加 强 对 数学 的 宏观 领导 .改革 开放 后 ， 数 
学 在 各 地 都 搞 起 来 了 ， 重 点 的 研究 所 与 著名 大 学 的 重要 性 在 相对 降 
低 ， 每 个 单位 的 力量 又 都 不 足 ， 大 家 对 加 强 合作 ， 以 便于 做 些 大 的 
事情 的 愿望 很 强烈 .中 国 数学 会 是 数学 家 选举 产生 的 机 构 ， 历 届 中 
国 数学 会 在 促进 中 国 数学 界 的 横向 联系 上 都 发 挥 了 很 大 作用 .中 国 
数学 会 能 够 做 一 些 工作 的 最 重要 的 原因 就 是 有 一 个 非常 团结 与 合 
作 ， 相 对 年 轻 与 务实 的 领导 集体 ， 对 中 国 数学 现状 比较 了 解 ， 做 到 


中 国 的 数学 现状 与 发 展 279 


办 事 基 本 上 公正 .中 国 数学 会 的 工作 除 经 常 的 学 术 交 流 ， 数 学 普及 
与 出 版 工作 外 ， 并 做 了 下 面 几 件 事 ，@ 举 办 了 有 54 个 国家 与 地 区 
参加 的 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 (简称 IMO). 这 件 事 的 意义 远 
不 止 是 得 了 五 块 金牌 ， 一 个 团体 冠军 . 我 们 组 织 了 十 多 位 高 水 平 的 
数学 家 对 各 国 提出 的 一 百 多 道 试题 进行 了 分 析 、 简 化 与 改进 ， 从 中 
选 出 二 十 八 个 题 供 各 国 领队 挑选 ， 结 果 选 中 的 六 道 题 中 ， 除 一 个 题 
目 外 ， 其 余 五 道 题 都 是 我 们 预见 到 的 ， 证 明 我 国 的 数学 水 平 是 较 高 
的 . 我 们 组 织 了 中 国 科学 院 、 北 京 大 学 、 复 旦 大 学 、 中 国 科技 大 
学 、 南 开 大 学 等 单位 七 十 位 中 年 优秀 数学 家 担任 调 协 员 ， 对 各 国 领 
队 的 评 卷 进行 了 核查 . 我 们 的 人 中 有 十 七 位 博士 生 导 师 ， 有 懂得 
英 、 俄 、 德 、 法 、 朝 鲜 等 文 的 数学 家 . 这 两 项 工作 反映 了 中 国 的 整 
体 数学 水 平 ， 得 到 各 国 的 一 致 好 评 . 特别 是 大 大 鼓励 了 亚洲 国家 ， 
这 种 过 去 一 直 由 白 种 人 操办 的 事 ， 亚 洲 人 也 能 做 了 . 大 家 期 待 香 港 
能 在 1994 年 举办 好 第 三 十 五 届 IMO， 香 港 是 有 实力 的 ，@@ 组 织 约 
五 十 人 参加 在 日 本 京都 召开 的 国际 数学 大 会 及 会 后 的 一 系列 学 术 活 
动 ,开阔 了 了 眼界， 增强 了 信心 。 大 陆 与 台湾 联合 参加 IMU 的 会 
议 ，@ 组 织 约 七 十 人 参加 在 香港 召开 的 第 一 届 亚 洲 数学 大 会 ， 世 界 
著名 数学 家 印 成 桐 、 吴 文俊 应 邀 作 报告 ， 影 响 很 大 .这 次 大 会 提高 
了 亚洲 数学 地 位 . 中 国 大 陆 约 有 十 人 应 邀 作 了 大 会 报告 与 邀请 报 
告 ， 还 有 约 十 人 主持 了 讨论 会 ， 大 面积 地 宣传 了 中 国 的 数学 成 就 
大 陆 还 准备 举办 以 后 的 亚洲 数学 家 大 会 ， 盼 望 得 到 香港 各 界 支持 . 
@ 组 织 学 术 专著 到 国外 出 版 ， 仅 通过 科学 出 版 社 联系 的 就 不 下 二 十 
本 . 这 里 要 说 明 一 下 ， 目 前 可 能 会 有 较 大 难度 ， 这 是 由 于 苏联 与 东 
欧 已 开放 ， 我 们 面临 更 激烈 的 国际 竞争 ，@@ 组 织 翻 译 十 卷 苏联 数学 
百科 全 书 ， 约 八 百 万 字 ， 这 一 工作 的 进展 也 很 顺利 ，@@ 组 织 讨论 钱 
学 森 教授 关于 数学 科学 及 数学 教学 改革 的 意见 ，@ 组 织 评审 “ 陈 省 
身 数学 奖 ”. 总 之 ， 中 国 数学 会 还 要 做 更 多 的 工作 以 促进 中 国 的 数 
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学 发 展 . 

(3) 适当 增加 投入 与 经 费 支 持 . 数学 为 其 他 学 科 提 供 了 许多 结 
果 、 方 法 、 工 具 ， 是 科学 技术 的 基础 。 数 学 在 训练 与 培育 人 才 方 面 
也 有 着 重要 作用 . 纯粹 数学 的 研究 也 属于 精神 文明 建设 范畴 ， 能 反 
映 一 个 民族 的 文化 修养 深度 ， 应 用 数学 与 计算 机 科学 则 更 有 广泛 的 
联系 与 使 用 的 场地 ， 均 是 很 重要 的 ， 也 是 可 能 超前 发 展 的 .前 面 列 
举 的 数字 说 明 数学 的 出 版 物 数量 早已 翻 了 两 严 ， 但 无 论 对 青年 数学 
家 的 培养 还 是 科研 条 件 的 改善 ， 特 别 是 边远 地 区 的 研究 条 件 的 建 
立 ， 都 显得 经 费 相当 紧张 .物价 上 涨 后 ， 科 研 教学 的 投资 往往 不 能 
同步 增长 ， 由 于 交通 、 住 宿 、 伙 食 费 上 涨 均 很 快 ， 现 在 进行 学 术 交 
流 就 显得 日 益 困 难 ， 这 些 年 来 ， 很 感激 国家 自然 科学 基金 委 尽力 对 
数学 研究 作 了 支持 ， 又 设立 了 “天 元 基金 ”加 以 支持 ， 基 金 是 支持 
基础 理论 研究 的 好 形式 ， 我 们 还 盼望 得 到 有 关 方面 给 予 数学 研究 更 
多 的 注意 与 大 力 支持 

(4) 大 力 培养 与 提拔 青年 数学 家 . 首先 我 们 是 有 不 少 优秀 青年 
数学 家 在 成 长 着 ， 但 由 于 需要 量 大 增 而 仍然 显得 人 才 很 不 足 ， 我 提 
供 几 个 材料 : 在 今年 的 概率 统计 年 会 上 L， 二 百 多 名 参加 者 中 ， 四 十 
岁 以 下 者 占 三 分 之 二 ， 即 一 百 多 人 . 在 北京 举办 的 密码 学 讨论 班 
上 ， 四 十 岁 以 下 者 亦 占 三 分 之 二 ， 约 七 、 八 十 人 .再 以 数学 所 为 
例 ， 三 十 岁 左右 的 人 ， 工 作 十 分 活跃 ， 更 以 数论 这 一 学 科 看 ， 活 力 
最 大 的 人 很 快 就 会 明显 地 显示 出 来 也 是 年 青 人 了 .我 想 培养 青年 数 
学 家 的 一 个 好 办 法 就 是 严格 要 求 他 们 ， 让 他 们 作为 课题 组 的 负责 人 
或 把 他 们 吸收 到 各 级 领导 岗位 上 来 ， 给 他 们 加 重担 子 ， 使 他 们 增强 
责任 感 、 使 命 感 、 人 生 价值 感 .这样 不 仅 能 更 大 地 发 挥 他 们 的 作 
用 ， 还 能 增加 他 们 的 爱国 心 与 凝聚 力 ， 他 们 是 中 国 数学 真正 的 力量 
所 在 ， 真 正 的 未 来 ， 他 们 很 愿意 作出 奉献 。 当 然 也 需 为 他 们 解决 工 
作 条 件 与 生活 中 的 困难 ， 较 大 幅度 地 提高 他 们 的 待遇 ， 在 这 方面 可 
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以 采取 合理 的 倾斜 政策 ， 但 要 防止 吃 大 锅 饭 ， 搞 平均 主义 

(5) 加 强 对 中 国 数学 现状 的 分 析 与 研究 ， 对 论文 的 数量 与 专著 
的 数量 需要 有 精确 的 统计 与 分 析 . 首先 要 建立 健全 档案 与 资料 ， 在 
这 个 基础 上 才 谈 得 上 对 中 国 的 数学 现状 与 水 平 进行 准确 的 评估 ， 这 
是 很 基础 的 工作 ， 现 在 还 没有 一 个 单位 来 抓 ， 更 谈 不 上 起 步 来 搞 
了 . 目前 有 个 好 现象 ， 就 是 对 近代 中 国 数学 史 的 研究 开始 起 步 了 ， 
这 是 很 重要 的 . 历史 是 一 面 镜 子 ， 研 究 近 代 中 国 数学 史 与 数学 家 
目的 在 于 吸收 好 的 经 验 及 避免 失败 的 教训 ， 以 便 更 好 地 前 进 . 但 要 
防止 一 哄 而 上 的 现象 . 

(6) 端正 学 风 ， 提 候 学 术 道 德 ， 我 见 到 个 别 国家 中 ， 数 学 家 的 
生活 与 工作 条 件 都 不 错 ， 但 数学 并 搞 不 起 来 . 我 想 我 们 老 一 辈 的 数 
学 家 那 种 艰苦 奋斗 的 精神 及 优良 的 学 术 道德 与 作风 是 一 个 很 优良 的 
传统 ， 要 保持 与 发 扬 光 大 .我 想 学 术 道德 应 包含 热爱 真理 ， 坚 持 真 
理 ， 老 老实 实 ， 严 肃 认真 地 做 学 问 ， 积 极 向 上 ， 尊 敬 有 学 问 的 人 
爱护 有 才干 的 青年 人 等 这 些 具 体内 容 . 这 决 不 是 一 件 小 事 ， 这 个 问 
题 以 及 其 他 问题 ， 如 果 处 理 得 不 好 ， 中 国 的 数学 事业 的 发 展 就 有 可 
能 蒙受 意 想不到 的 损失 .就 目前 来 说 ， 中 国 的 数学 研究 应 该 特别 强 
调 提高 质量 总之， 我 们 要 加 强 正确 的 引导 . 


关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储量 
与 坡地 面积 的 问题 (与 华罗庚 合作 ) 


== .31 言 


感谢 我 国 的 地 理 、 矿 治 与 地 质 工作 者 们 , 他 们 向 我 们 介绍 了 不 
少 计算 矿藏 储量 与 计算 坡地 面积 的 实用 方法 , 使 我 们 能 学 习 到 这 些 
方法 , 从 而 进行 了 一 些 研究 . 作者 试图 在 本 文中 对 这 些 方法 进行 比 
较 ,阐明 它们 相互 之 间 的 关系 与 这 些 方 法 的 偏差 情况 ,并 提出 若干 建 

关于 分 层 计算 矿藏 储量 方面 , 在 矿 体 几 何 学 上 ( 见 [2] 
一 [4]) 有 Bayman 公式 , 截 锥 公式 与 梯形 公式 . 设 用 它们 算出 来 的 
矿藏 体积 分 别 为 v,v 与 wz 本文 证 明了 它们 满足 不 等 
式 : 

7 和 由 委 v， 

并 且 完 全 确定 了 取 等 号 的 情况 .关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 , 作者 认 
为 主要 应 从 量 纲 来 看 , 因此 我 们 认为 Baywa 公式 的 局 限 性 较 少 . 

本 文 提供 了 一 个 双 层 合算 矿藏 储量 的 公式 , 这 个 公式 的 获得 首 
先 在 于 我 们 找到 了 Bayman 公式 的 一 个 新 证 明 .这 个 证 明 既 简单 ,又 
易于 进一步 改进 . 它 的 优点 在 于 比 Bayman 公式 麻烦 得 并 不 很 多 , 但 
比 Baywan 公 式 多 考虑 了 一 些 因素 , 同时 也 比 Co6omnesckaii 公 式 ( 即 通 


* 原 载 (数学 学 报 》,1,1961,29 ~ 40. 
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常 的 双 层 合算 矿藏 储量 的 公式 , 见 [2] ~ [4]) 多 考虑 了 一 些 因素 .我 
们 推荐 它 供 我 国 矿藏 储量 计算 工作 者 参考 或 试用 ， 

关于 坡地 面积 的 计算 方面 , 在 地 理学 上 常用 Bonkos 方法 ( 见 [5] 
一 [6]); 在 矿 体 几何 学 上 ， 则 常用 Bayman 方法 ( 见 
[1] ~ [2]). 本 文 指出 , Baywan 方法 比 Bonkoa 方法 精密 , 但 用 这 两 
个 方法 算出 的 结果 常 比 真正 的 结果 偏 低 . 本 文 完全 定 出 了 能 够 用 这 
两 个 方法 来 无 限 精 密 地 计算 其 面积 的 曲面 及 指出 这 两 个 方法 的 偏差 
情况 . 详 言 之 , 偏差 依赖 于 曲面 上 点 的 倾角 的 变化 . 只 有 当 整 个 曲面 
上 各 点 的 倾角 都 相差 不 大 时 , Bonkos 方法 才能 得 到 精确 结果 , 而 只 
有 当 曲 面 在 相 邻 两 等 高 线 间 的 点 的 倾角 的 变化 不 大 时 , Bayman 方法 
才能 给 出 精密 的 结果 .然而 在 其 他 情况 下 , 用 这 两 个 方法 的 误差 就 可 
能 比较 大 了 . 因此 我 们 建议 在 等 高 线 图 上 通过 制高点 引进 若干 条 放 
射线 , 当 曲 面 与 直 纹 面相 近 时 , 可 以 分 别 求 出 相 邻 两 条 放射 线 间 的 表 
面积 , 然后 总 加 起 来 .如 果 相 邻 两 条 等 高 线 间 与 相 邻 两 条 放射 线 间 ， 
曲面 的 倾角 的 变化 都 比较 大 时 , 可 以 分 别 算出 由 放射 线 及 等 高 线 所 
织 成 的 每 一 小 块 的 表面 积 , 然后 总 加 起 来 . 这样 算 出 的 结果 , 偏差 就 
比较 小 了 . 


二 “矿藏 储量 计算 


1. Bayman 方法 . 

假定 有 一 张 矿藏 的 等 高 线 图 , 高 程 差 是 h, 地 图 上 所 表示 的 一 
图 ,实际 上 便 是 一 定 高 程 的 矿 体 的 截面 积 .我 们 来 估计 两 张 这 样 的 平 
面 之 间 的 矿藏 的 体积 .这 两 张 平面 之 间 的 距离 便 是 高 程 差 .我 们 以 
A,B 各 表示 下 、 上 两 个 等 高 线 图 所 包围 的 截面 ( 见 图 1， 它们 的 面积 
亦 记 为 A, B). Bayman 建议 用 


v= [二 4A+ B) -工人 8] (1) 
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来 估算 这 两 个 高 程 间 的 一 片 的 体积 w, 此 处 T(A,B) 是 用 以 下 方法 
所 画 出 的 图 形 的 面积 , 称 它 为 Bayman 改正 数 . 

如 图 2 中 , 从 制高点 O 出 发 , 作 放 射线 OP, 这 条 放射 线 在 地 图 
上 A,B 之 间 的 长 度 是 1. 另 作 图 3, 取 一 点 0, 与 OP 同方 向 取 O’P” 
= !. 当 己 延 着 A 的 周 界 走 一 圈 时 , P“ 也 得 一 图 形 , 这 个 图 形 的 面积 
就 称 为 Bayman 改正 数 . 因为 它 依赖 于 两 截面 A 与 B, 所 以 我 们 用 
T(A,B) 来 表示 它 . 
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把 算出 来 的 矿 体 体积 一 片 一 片 地 加 起 来 , 就 得 到 矿藏 的 体积 
V .换言之 , 设 矿 体 的 等 高 线 图 的 n + 1 条 等 线 所 围 成 的 面积 依次 为 
So, S1,…, S,, 则 矿 体 的 体积 V 由 下 式 来 近似 计算 : 
V= (名 + Ss EFT(S,, ss， (2) 
此 处 为 高 程 差 (图 4). 
定理 (Bayman) ”已 知 物体 的 下 底 A 与 上 底 B( 其 面积 亦 记 为 
A,B) 均 为 平面 , 且 A 平行 于 B,h 为 它们 之 间 的 高 , O 为 B 上 一 点 . 
若 用 任意 通过 O 而 垂直 于 的 平面 来 截 物 体 , 所 得 的 截面 都 是 四 边 
形 , 则 物体 的 体积 v 恰 如 (1) 式 所 示 . 
证 :以 O 为 中 心 , 引进 极 坐标 ( 见 图 5). 命 高 度 为 z 的 等 高 线 的 
极 坐 标 方程 为 
p=p(z,0) (0<0<27r), 
其 中 p(z,0) = po(z,2x). 今 后 我 们 常 假定 Pp(z,0)(0<0<2x,0< 
z 太 h) 是 连续 的 .我 们 不 妨 假定 A, B 的 高 程 各 为 0 及 九 ,并 且 记 
p1(0) = p(0,0), p2(0) = p(h, 0). 
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由 假定 可 知 
p(z10) = Ep2(0) + LESp(0)(0< < <h). 
因此 物体 的 体积 为 


1 [ | pC, 0)d0ds 


2 
让 ( 凑 (0+ 生 
记 (a2 罗 (0) 了 per)p2(0) ]d6 


2 
sp1(0)) dzd0 


于 
2 
要 h 
2 
| ae) a 


[Coc0) - ee))zdo] 


六 


人 
二 全 (4 A 全 T(A,B). 
定理 证 完 . 
2. Bayman 公式 , 截 锥 公式 与 梯形 公式 的 关系 . 
假定 物体 的 下 底 A 与 上 底 B 均 为 平面 , 且 A 平行 于 B,h 为 它们 
之 间 的 高 , O 为 B 上 一 点 . 除 Bayman 公式 外 ,常用 下 面 两 公式 来 近似 


计算 物体 的 体积 : 
截 锥 公式 :vi = 委 (A + B + VAB)， (3) 
梯形 公式 :v = 名 (A + B)， (4) 
` 通 常 当 全 B > 40% 时 ,用 公式 (3), 而 当 全 地 < 40% 时 ,用 公式 
(4). 
定理 1 不 等 式 
vv (5) 


便 成 立 . 当 且 仅 当 物 体 为 截 锥 , 且 此 锥 体 的 顶点 至 底面 A 的 垂 线 通 
过 点 O 时 ,v = vi; 当 且 仅 当 A = B 时 ,wv = v. 
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证 :如 Baywaa 定理 中 的 假定 .由 Bayman 公式 及 BynakoBcknii 一 
Schwarz 不 等 式 可 知 


三 (pi(6) + p2(0) + p1(0)p2(0))d0 < 


上 
[二 人 oi(b)dg+ 工 于 pie)de + 


+ 二 | ot(b)db | ee 


= (A+B+VAB) = wu 
当 且 仅 当 p1(9) = coz(0)(0 过 9 近 
2r,c 为 常数 ) 时 , 即 当 这 个 物体 为 
一 截 头 锥 体 , 而 此 锥 体 的 顶点 至 底 


面 A 的 垂 线 通过 点 O 时 , 才 会 取 等 
号 (图 6). 
又 由 于 
人 (a {0) 
wm- v= 各 (A+B) Po 
- (A+B+VAB) < 
= (VA -VB):>0， 


所 以 
V1 < v2, a 

当 且 仅 当 A = B 时 取 等 号 .定理 证 完 . 

关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 , 我 们 认为 主要 应 该 从 量 纲 来 看 . 
面 的 量 纲 为 2, 所 以 把 面 的 量 纲 考虑 为 1 所 得 出 的 公式 , 局 限 性 往往 
是 比较 大 的 . 

梯形 公式 是 把 中 间 截面 看 成 上 底 与 下 底 的 算术 平均 而 得 到 的 ， 
所 以 把 面 的 量 纲 当 作 1. 
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Bayman 公式 则 是 将 中 间 截 面 作为 量 纲 2 来 考虑 的 . 详 言 之 , 它 
假定 了 o (z,0) 为 o(0,9) 与 p(h,0) 关 于 z 的 线性 关系 而 得 到 的 
( 见 1). 

截 锥 公式 亦 是 将 中 间 截 面 的 量 纲 考虑 为 2, 但 比 Bayman 公式 还 
多 假定 了 p(0,0) = cp(h,0)(0 达 0 过 27), 此 处 c 为 一 常数 . 
此 我 们 认为 Bayman 公式 更 具有 普遍 性 , 所 以 用 它 来 近似 计算 
物体 的 体积 , 一 般 说 来 , 应 该 比较 精确 . 但 这 并 不 排斥 对 于 某 些 个 别 
物体 ,用 其 他 两 个 公式 更 恰当 些 的 可 能 性 .例如 有 一 梯形 , 其 上 底 与 

下 底 的 宽度 相等 (如 图 7 所 示 ). 用 梯形 公式 反而 能 获得 它 的 真正 体 
积 , 而 用 Bayman 公式 与 截 锥 公式 来 计算 , 结果 就 偏 低 了 .不 过 , 我 们 
注意 此 时 这 个 梯形 的 截面 的 量 纲 为 1( 由 于 沿 y 轴 未 变 ). 

相对 于 Baywaa 公式 ,我 们 还 可 以 估计 用 梯形 公式 与 截 锥 公式 的 
相对 偏差 . 


图 7 


例如 当 全 元 号 < 40% ( 即 B > 当 A ) 时 ,用 梯形 公式 算出 的 结 

果 相对 于 Bayman 公式 算出 的 结果 的 相对 偏差 为 
汪汪 党 
4 = 衬 


工 二 天 
2(A+B)h F(A+B)h+ 6T(4,B) 


A h 
(4 + B)h— 6T7(A,B) 
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a T(A,B) 
3(A+B)-T(A,B): 
FR 
因为 T(4,B) < A - B( 即 序 下 (p1(0) - p2(0)) db < 
去 [ao)d9 - 去 三 oa(e)dg, 此 不 等 式 显 然 成 立 ) ,所 以 
A-B 
A<3AT4B- 
再 以 条 件 B > 号 A 代入 ,得 


A-3A 
4 三 一 一 一 一 <10%. 


3. 建议 一 个 计算 矿藏 储量 的 公式 . 

Bayman 公式 是 假定 p(z,0) 为 p(0,0) 与 p(h,90) 关 于 z 的 线性 
关系 而 得 到 的 .如 果 我 们 将 两 相 邻 分 层 放 在 一 起 估计 , 即 已 知 相 邻 三 
等 高 线 p(0, 0), p(h,90) 与 p(2h,9), 那么 我 们 用 通过 Pp(0,0), p(h, 
9) 与 p(2h,0) 的 抛物 线 所 形成 的 曲面 p = p(xz, 9) 来 逼近 矿 体 这 两 
分 层 的 表面 , 因此 我 们 建议 用 如 下 的 计算 方法 . 

命 A,B,C 分 别 表示 连续 三 等 高 线 所 围 成 的 截面 (面积 亦 记 为 
A,B,C),A 与 B 及 B 与 C 之 间 的 距离 都 是 h, 则 这 两 片 在 一 起 的 体 
积 可 用 以 下 公式 来 近似 计算 

Ws= 和 (4 + 4B + C) -二 (2T(A,B) + 2T(B,C) - 
T(tA CD: (6) 

如 果 不 计 (6) 式 中 的 第 二 项 , 就 是 熟知 的 Co6oneacKa 放 公式 .把 
二 片 二 片 的 体积 总 加 起 来 , 就 得 到 矿藏 的 总 体积 V 的 近似 公式 . 换 
言 之 , 设 矿藏 的 等 高 线 图 的 2 + 1 条 等 高 线 所 围 成 的 面积 依次 为 
So S1,…，, Sz2,, 而 高 程 差 为 h, 则 矿藏 的 体积 V 由 下 式 来 近似 计算 


290 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


Li nl 
V = [So+ Sa, +45) Sz +25)S2] 


-名 [2D TS2, S211) +23) T( S21, S2112) 


= Ts,, S20)]. (7) 

注意 :如 果 等 高 线 图 含有 偶数 条 等 高 线 , 则 最 上 面 一 片 可 以 单独 估 
计 , 其 余 的 用 公式 (7) . 

定理 2 已 知 物体 的 上 底 C 与 下 底 A 均 为 平面 , B 为 中 间 截 面 
(面积 亦 分 别 记 为 C,A, B), 且 A, C 都 与 了 平行 , A 与 B 之 间 及 B 与 
C 之 间 的 距离 都 是 h, O 为 C 上 一 点 (图 8). 若 用 任意 通过 O 而 垂直 
于 C 的 平面 截 物 体 , 所 得 的 截面 的 周 界 均 由 两 条 直线 及 两 条 抛物 线 
所 构成 , 则 物体 的 体积 vs 恰 如 (6) 式 所 示 . 

证 :以 O 为 中 心 , 引 进 极 坐标 , 命 高 度 为 x 的 等 高 线 的 极 坐标 方 
程 为 

p= p(z,0)(0<0<2r,p(z,0) = po(z,2r)). 
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不 妨 假定 A, B,C 的 高 程 分 别 为 0,h,2h, 并 且 记 
p1(0) = p(0,0), p2(0) = p(h,0),p3(0) = p(2h,0). 
由 假定 可 知 
p(xz,0) = ( 


2 ps0). (8) 


因此 物体 的 体积 vs 为 


1 2h 2r 2 
志 pz(z,0)dgdz 


_ 工 fo fr h)(e— 2h) 
二 各 | 0 | 2h2 p1(0) 


2—h)(s -2h), (9) _ z(z -2h) 


ji 22(0) 


* 


es | 


wt 2 
- s(s 32)p(0) 1 3ps(0)] dz 


h [*"[4 16 
= 让 [ 攻 cio) 党 1503(0) 


4 
+ 许 e3(9) + 襄 p1(0)p2(0) + 
4 2 
+ 1SP2(0)p3(0) - 千 p1(0)p3(0) ]do 
hh [feit() 4p2(0) p23(0) 
= 雪上 [的 和 
这 
一 亩 (p1(9) - ex(9))2 - 兰 (ox(6) - pa(0))? 


+ 吉 (p1(0) - ps(0))*]ao 


h h 

3 (A+4B+C)- 15(2T(A, B) 
+2T(B,C) - T(A,cC)). 
定理 证 完 . 
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三 ”坡地 面积 计算 


4.Bayman 方法 及 Bonxos 方法 . 

现在 先 介 绍 矿 学 家 及 地 理学 家 所 常用 的 方法 , 假定 地 图 上 以 Ah 
为 高 程 差 画 出 等 高 线 , 今后 我 们 常 假定 有 一 制高点 及 等 高 线 成 圈 的 
情况 来 讨论 (其 他 情况 也 可 以 十 分 容易 地 被 推出 来 ). 我们 假定 由 制 
高 点 出 发 , 向 外 一 圈 一 圈 地 画 出 等 高 线 (1, 1), (1,_2),…, (10)( 图 
9). 记 (40) 的 高 度 为 0, 而 制高点 用 (1,) 表 之 , 它 的 高 度 是 h,(1;) 与 
(Lir1) 之 间 的 面积 用 B; 表示 ( 即 投影 的 面积 ) . 


图 9 
工 . 矿 体 几何 学 上 常用 的 方法 的 步骤 如 下 : 


a.Ci = 去 (4 + 1)Ah( 中 间 直 立 隔 板 的 面积 ); 


nl 
b. VEIT Ci 就 是 所 求 的 斜面 积 的 渐 近 值 (Baywan 方法 ) 
下. 地 理学 上 常用 的 方法 的 步骤 如 下 ， 
a.4 = 4( 等 高 线 的 总 长 度 ),B = 吕 B,( 总 投影 面积 ), tg 


= 今生 (平均 倾角 ); 


b.Bseca = VBz+(AA 1) 就 是 所 求 的 斜面 积 的 渐 近 式 
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(Bonxos 方法 ) . 

附 记 :V az + bY 可 以 借 商 高 定理 ,用 图 解法 很 快 求 出 . 

这 两 个 方法 哪 一 个 更 好 一 些 ? 这 些 方法 给 出 的 结果 在 怎样 的 程 
度 上 迫近 斜面 积 ? 换 句 话说 , 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 限 精 密 时 (也 就 
是 人 h 一 0 时 ), 这 些 方法 所 给 出 的 结果 是 什么 ?是 否 就 是 真正 的 斜 
面积 呢 ?一 般 说 来 , 答案 是 否定 的 .仅仅 是 一 些 十 分 特殊 的 曲面 , 答案 
才 是 肯定 的 .我 们 将 在 下 面 定 出 这 些 曲面 , 并 将 给 出 这 些 方法 和 实际 
结果 的 相差 比例 ,同时 指出 避免 较 大 偏差 的 计算 步骤 . 

5. Ba, Bo 与 S 的 关系 . 

以 制高点 (4) 为 中 心 0, 引进 极 坐标 . 命 高 度 为 = 的 等 高 线 方程 
为 

p= p(z,0)(0<0<27r), 


其 中 p(z,0) = p(z,2) .我 们 在 今后 常 假定 和 (入 02 与 92 (0)(0 
夺 0<2r,0<z<<h) 都 是 连续 的 . 命 = = 和 i, 则 ;所 包围 的 面积 
等 于 

二 [pc 0)d0, 
所 以 由 中 值 公式 可 知 

B= 去 tec.,0) — p(zir1,0)]d0 


2 人 va) 


=- po(z 0) dOAh, 


此 处 = E [zi, zir1], 而 介 h = i 的 长 度 等 于 


由 Baywaa 方法 所 得 出 的 结果 是 


294 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 
2r ” 2 
全 三 人 p72,0) + (2) dOAh, 
这 里 用 了 中 值 公 式 ,z;”E€ [zi,ziw]， 因 此 当 Ah 一 0 时 ， 
/CG 趋 近 于 


Ba = A 三 pea0) + (fF Ver (gy) a0) dz. (9) 


这 便 是 用 Bayman Dl! 当 人 h 一 0 时 所 趋向 的 数值 . 
又 易 见 


B= 十 [e200, 0)a0 = | db [ -pe3edz 
(注意 :p(h,0) = 0) 及 人 h… 4 的 极限 应 当 等 于 


tm pee,0) + (Be ao 
Pa: YE 
因此 用 Bonxos 方法 算出 的 斜面 积 , 当 人 h 一 0 时 , 所 趋向 的 数值 为 
Bo = 


Whe) ) + (Ff ‘a0 [Ve+ (BS)a (10) 


ds2 = [( 细 ) + p?]do? + 2 % dodz 


+ 人 ( + () )as, 


所 以 斜面 的 面积 S 为 


S= ‘ao [p+ + (名 ) +(- p22) d6. (11) 


关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储量 与 坡地 面积 的 问题 295 


为 了 比较 Ba, Bo 与 S, 我 们 引进 一 个 复 值 函数 


/2,0) = pa + P+ (名 )， (12) 
则 得 

Ba = 由 [fx,0)a0 dz， (13) 

了 和 

Bo = | 上 小 f(z,0)d0dz|, (14) 
及 

S = 『 1 f(z,0) 1dbgdz. (15) 
因此 显然 有 不 等 式 

Bo< Ba< S. (16) 


由 此 可 见 :(i)Baywaa 方法 比 Bonkos 方法 精密 ;(ii) 所 求 出 的 结 
果 比 真正 的 结果 偏 低 一 些 ; ( 刘 ) Eaywa 方法 既然 偏 低 , 因此 可 以 作 
如 下 的 修改 , 即 取 C; = L; 公 hh .这样 既 简化 了 算法 又 增 大 了 数值 . 

现在 来 考虑 Bo = S 及 Ba = S 的 曲面 . 先 讲 下 面 的 引 理 : 

引 理 ” 若 f(z) 为 区 间 [a, 5] 中 的 复 值 函数 ,此 处 a, 6 均 为 实 
数 , 则 等 式 


| freeaz| s 『 NC (17) 


成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 f(z) 的 虚实 部 分 之 比 为 常数 . 
证 : 命 f(z) = p(z)e*(?),p(z) 之 0, 而 90(z) 是 实 函 数 .显然 如 
果 0(z) 为 与 z 无 关 的 常数 , 则 (17) 成 立 .反之 ,由 于 


(| | raz| ) = [ rz) Fazay 
等 『 fp)o en- ardy 


=2 [| ocz)eCy)eost0(z) - 0(y)1dzdy, 


ac<z<y<6 
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{ | 1f(zx)1 ar) =2 J p(xz)p(y)drdy, 


a<i<y<s 
因而 若 (17) 成 立 , 则 必 
cos(0(z) - 0(y))=1, 
即 9(z) 硅 0(y). 此 即 引 理 所 需 . 
易 知 对 于 多 重 积分 , 引 理 依然 成 立 . 
由 引 理 可 知 


po= | | [p(s,0) dzdo 


= fienlardo=s 


成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 f(z, 0) 的 虚实 部 分 之 比 是 常数 c, 则 得 
偏 微分 方程 


e+ (ga) = “(oe¥). (18) 
换言之 , 仅 有 适合 这 个 偏 微 分 方程 的 函数 P = p(z,0), Bonkos 方 法 
才能 给 出 正确 答案 .这 当然 要 适合 以 下 的 条 件 :p(h,9) = 0( 这 是 制 
高 点 ) 及 p(0, 9) = po(9)( 这 是 曲面 的 底盘 方程 ). 
我 们 并 不 解 这 个 偏 微 分 方程 ,而 是 从 它 的 几何 意义 入 手 .把 9 与 
z 看 成 参 变 数 , 即 
I = peosb,y = psing,z = z, 


而 p 是 9 与 z 的 函数 ,由 


镭 = 多 ee — psinb， 如 = sing + pcosg 
久 = Ea = ee， 
人 sing 闫 =1 


得 知 在 曲面 上 的 点 (9, z) 的 法 线 方向 是 
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( 影 sne + pocosb, 一 名 cos0 + psing, — cE): 
由 (18) 可 知 它 与 = 轴 的 交角 a( 即 点 (9, zx) 的 倾角 ) 的 余弦 等 于 


_ ao 
4az | 
ao /ao ire 
(oe) + () + 


是 一 常数 .也 就 是 说 , 这 个 曲面 的 切 平面 与 地 平面 ( 即 zy 平面 ) 成 一 
固定 角度 “ .我 们 来 说 明 这 样 的 曲面 的 几何 性 质 . 

从 制高点 向 zy 平面 作 任 一 垂直 平面 , 这 个 平面 与 该 曲面 的 交 线 
有 以 下 性 质 :这 条 曲线 上 每 一 点 的 切线 与 zy 平面 的 交角 为 a. 因此 ， 
它 是 一 条 直线 . 

从 任 一 平面 封闭 曲线 (io) 作 底 盘 , 以 任 一 投影 在 盘 内 的 点 (2,) 
作 制 高 点 .通过 制高点 与 底盘 垂直 的 直线 称 为 轴 . 通 过 (1o) 上 任 一 点 
A 作 一 直线 , 它 在 A 与 轴 所 成 的 平面 上 , 与 底盘 的 交角 是 a. 这 样 直 
线 所 成 的 图 形 便 是 适合 Bo = S 的 图 形 . 

所 以 ,如 果 有 最 高 峰 , 而 且 向 下 看 没有 陡峭 的 角度 , 则 仅 有 以 下 
的 曲面 才能 Bo = S: 底 盘 是 圆 或 圆 的 若干 切线 形成 的 多 角形 或 一 些 
圆 弧 及 一 些 切线 所 形成 的 图 形 , 轴 的 尖端 在 通过 圆心 而 垂直 于 底盘 
的 直线 上 ( 见 图 10). 

通俗 些 说 ,只 有 蒙古 包 , 金字 塔 和 一 些 由 此 复合 出 来 的 图 形 , 才 
能 由 Bonkos 方法 来 无 限 副 近 . 

但 什么 时 候 Ba = S 呢 ? 当 然 Bo = S 的 时 候 Ba = S. 除 掉 上 面 
所 求 的 曲面 ,还 有 其 他 曲面 否 ?答案 :有 .证 明 如 下 :从 


Ba = [| [fC,0)40 


dz 


加 | [1 f(z,0) 1 dods -Ss 
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opO 
图 10 
得 出 
(lrc,0la -| [ps0a0|)as =0. 
因为 积分 号 下 的 函数 是 非 负 的 , 因此 对 任 一 z 常 有 


i 1 /(z,0)1d0 = | [rz.0)a0|. 
因此 当 固 定 = 时 , f(z, 90) 的 虚实 部 分 之 比 是 常数 , 即 方程 (18) 中 的 
< 是 仅 为 = 的 函数 .所 以 仅 有 下 面 的 曲面 才能 Ba = S :高程 相同 之 
处 , 曲面 有 相同 的 倾角 .用 通俗 的 话说 , 只 有 葫芦 , 白 塔 (北海 ), 才能 
由 Baywa 方法 来 无 限 逼 近 . 

现在 我 们 来 估计 一 下 这 两 个 方法 给 出 的 结果 的 偏差 情况 . 假定 

曲面 上 点 的 倾角 的 余弦 介 于 两 正常 数 & 与 7 之 间 , 即 

Scosa Sy, 


即 


a 
a 


OO <”, 
ao ao\Vz 
(e¥) + (8) + 


se 


由 此 可 得 
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2 
2+ (13o 
p+ 
i 


Pf az 

因而 
三 下 [p+ (加 ) aza0 > v1 = 也 三 ae， 
I (e) + (多 ) + pzdz = V1- YS, 
ke | -odsd0 > ¢s, 

因此 


Bo>VESi+t(l-7)S= VI+t 7s. 
又 因为 1 > wy 宇 8 > 0, 所 以 
A 
(将 两 端 平 方 ,此 式 即 (六 -好 )(1 -好 ) 宇 0), 即 得 
Bo> 4s， 
总 而 言 之 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 : 
定理 3 若 曲 面 o = p(z,0)(0 过 xz 过 kh,0 达 9 过 2x) 上 任 一 
点 的 倾角 a 的 余弦 都 满足 0 < & 过 cosa 入 7, 则 不 等 式 


fs<Bho<ba<s (19) 


成 立 .Bo = S 的 充 要 条 件 是 曲面 的 任意 点 都 有 相同 的 倾角 , Ba = S 
的 充 要 条 件 是 曲面 在 高 程 相等 处 的 点 有 相同 的 倾角 . 

6. 算 法 建议 . 

由 定理 3 可 以 看 出 只 有 当 曲 面 上 的 点 的 倾角 变化 不 大 时 ， 
Bonxos 方法 才能 得 到 精确 结果 ,而 只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 高 程 间 的 点 
的 倾角 相差 不 大 时 , aywaa 方法 才能 给 出 精密 的 结果 . 而 在 其 他 情 
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况 下 ,用 这 种 方法 的 误差 就 可 能 比较 大 了 . 

因此 我 们 建议 如 下 的 算法 : 在 等 高 线 图 上 (图 11), 通过 制高点 
4 引进 若干 条 放射 线 00,01,…, 0。1, 其 中 0 的 幅 角 等 于 2 开放 射 
线 0,,0,,1 与 等 高 线 4, 4;,1 所 围 成 的 面积 记 为 di,;l; 被 0, 与 0,,1 所 截 
取 的 一 段 的 长 度 记 之 为 4 


图 11 


方法 [.a.D = Sd,( 等 高 线 图 在 放射 线 与 6 ，， 之 间 的 面 
积 ); 


b.E, = (器 )a( 中 辐 昭 板 在 两 直立 坟 避 之 问 的 面积 之 
和 ); 
co = 了 VDITB 就 是 所 求 曲 面 面 积 的 源 近 值 . 
方法 上 La cy = 14h( 中 间隔 板 在 两 直立 墙 避 之 间 的 面积 ); 
oz = py Vd + 所 就 是 所 求 曲面 面积 的 渐 近 值 . 


与 上 段 相同 的 方法 可 知 
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«= (oe) + (TVe+ (Ba) eo 


= rc, 0)dz|dg (20) 
及 
SEE 上 『 /+ ()+ (型 ) dao 
= I 上 1 f(z,0) 1 dzdb (21) 


分 别 为 当 n 一 %, m 一 % 时 ,ci 与 o 所 趋 近 的 数 (关于 f(z,0) 的 
定义 请 参看 (12) 式 ). 

显然 Bo 二 K < S( 见 (10)), 同 上 段 的 方法 可 知 K = S 的 充 要 
条 件 为 曲面 为 直 纹 面 .由 于 cz 趋 于 真 面 积 , 所 以 方法 了 最 为 精密 可 
靠 . 
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《数学 百科 全 书 》 出 版 说 明 - 


数学 的 重要 性 是 妇 玛 皆 知 的 .只 要 看 看 一 个 人 从 进 小 学 开始 到 
大 学 毕业 为 止 ， 数 学 系 以 外 ， 不 论 那 一 个 专业 ， 学 习 数学 课 的 时 间 
都 有 十 二 年 至 十 四 年 之 久 ， 就 可 以 明白 这 一 点 .在 电脑 已 相当 发 达 
与 普及 的 今天 ， 数 学 更 有 了 广阔 应 用 的 场地 ， 除 传统 的 学 科 ， 如 天 
文 ， 力 学 ， 物 理 ， 化 学 与 工程 技术 外 ， 生 命 科学 ， 地 学 ， 经 济 学 ， 
军事 科学 与 管理 科学 等 也 愈 来 愈 多 地 用 到 数学 ， 使 这 些 学 科 从 定性 
研究 向 定量 研究 发 展 . 

由 于 数学 所 用 的 方法 是 逻辑 推导 ， 它 有 严格 的 定义 与 特定 的 记 
号 ， 它 的 研究 对 象 是 “抽象 ”的 数量 关系 与 空间 形式 ， 对 于 没有 相 
当 的 训练 与 基础 知识 的 人 是 难于 入 门 的 ， 所 以 数学 又 使 人 望 而 生 
晨 . 另 一 方面 ， 数 学 发 展 得 很 快 ， 文 献 星 指数 增长 ， 浩 如 烟 海 ， 一 
个 人 很 难 了 解数 学 的 许多 方面 ， 这 就 使 得 数学 的 应 用 的 困难 加 重 
Ts 

原 苏联 科学 院 院士 ， 世 界 著名 数学 家 维 诺 格 拉 采 夫 (I. M. 
Vinogradov) 为 首 ， 组 织 了 上 百 位 数学 家 ， 撰 写 编辑 了 一 套 (数学 
百科 全 书 )， 共 约 八 百 万 字 ， 它 的 重要 性 是 极为 显著 的 .美国 立即 
组 织 大 量 数学 家 将 它 译 成 英文 ， 并 对 一 些 “ 条 目 ” 作 了 补充 . 

当 得 知 《数学 百科 全 书 》 在 原 苏联 出 版 时 ， 中 国 很 多 著名 数学 


* 这 是 为 原 苏联 《教学 百科 全 书 》 撰 写 的 .该 书 已 由 科学 出 版 社 出 版 ，1994. 
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家 与 数学 老师 ， 纷 纷 要 求 将 这 部 书 译 成 中 文 出 版 ， 使 我 国 数学 家 
特别 是 广大 科技 工作 者 有 一 本 很 好 的 工具 书 ， 可 以 从 中 查询 到 所 需 
的 数学 知识 及 作 进 一 步 了 解 的 线索 . 这 无 疑 是 一 件 十 分 重要 的 事 
情 . 

中 国 数学 会 常务 理事 会 经 过 认真 讨论 ， 完 全 支持 中 国 广大 数学 
家 与 科技 人 员 的 要 求 ， 立 即 领导 与 组 织 了 原 苏联 《数学 百科 全 书 》 
的 翻译 工作 ， 并 将 它 列 为 中 国 数学 会 的 最 重要 的 工作 之 一 来 做 .由 
于 这 项 工作 得 到 了 中 国 广 大 数学 家 的 支持 与 参 于 ， 所 以 翻译 工作 进 
展 非常 快 ， 必 须 指出 ， 这 项 工作 ， 从 头 到 尾 都 得 到 科学 出 版 社 的 大 
力 支持 ， 他 们 将 这 项 工作 作为 该 社 的 一 项 重点 特急 任务 来 抓 ， 我 们 
拟 将 全 书 分 为 五 卷 出 版 .现在 第 一 卷 即 问世 了 . 

本 书 除 中 文 简体 字 版 本 外 ， 还 有 繁体 字 版 由 科学 出 版 社 排版 
而 由 台湾 九 章 出 版 社 出 版 发 行 ， 这 也 是 海峡 两 岸 数学 家 与 出 版 界 人 
士 的 良好 合作 . 这样， 在 海外 的 学 者 与 炎黄 子孙 都 得 一 览 本 书 ， 从 
中 受益 

老 一 辈 数学 家 苏 步 青 教授 为 本 书 题写 书 名 ， 陈 省 身 教 授 撰写 
《中 文 版 序 )， 苏 步 青 ， 陈 省 身 ， 吴 文俊 ， 程 民 德 教授 出 任 名 誉 纺 
委 . 对 于 他 们 的 支持 ， 谨 致 以 衷心 的 感谢 

最 后 ， 对 于 书 中 的 欠 妥 与 错误 之 处 ， 还 望 读者 不 音 指教 
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数学 既是 一 门 基础 学 科 ， 又 是 其 他 学 科 的 有 力 工具 . 不仅 物理 
学 ， 天 文学 ， 化 学 ， 技 术科 学 需要 愈 来 愈 多 的 数学 ， 就 连 生 物 学 ， 
地 学 ， 医 学 ， 经 济 学， 管理 科学 等 乃至 日 常生 活 也 日 益 需要 数学 . 
电脑 的 发 展 与 普及 更 为 数学 向 其 他 领域 渗透 提供 了 有 力 的 武器 .其 
原因 在 于 数学 研究 的 对 象 是 现实 世界 的 数量 关系 与 空间 形式 ， 而 
“ 数 ” 与 “ 形 ” 是 出 现 于 一 切 科学 技术 之 中 的 . 正 像 马克 思 所 说 : 
“一 种 科学 只 有 在 成 功 地 运用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 真正 完善 的 地 
步 .” 

数学 是 炎黄 子孙 搜 长 的 一 门 学 问 ， 从 公元 前 3 世纪 到 14 世纪 ， 
中 国 曾 对 数学 作 过 许多 重要 贡献 ， 其 中 有 些 发 现 早 于 阿拉 伯 、 印 度 
与 欧洲 的 发 现 达 几 个 世纪 . 例如 汉 朝 刘 微 的 割 贺 术 ( 约 在 263 年 )， 


南朝 祖冲之 429 一 500 年 ) 用 密 率 3 污 来 近似 计算 x， 黎 源 于 “ 孙 
子 算 经 ”( 汉 时 书 藉 ) 而 发 扬 光 大 于 秦 九 韶 的 “ 数 书 九 章 ” (1247 
年 ) 中 的 “大 衡 求 一 本"， 及 秦 九 盔 的 方程 近似 求解 法 等 ， 都 是 很 
辉煌 的 成 就 但 14 世纪 以 后 ， 中 国 的 数学 发 展 变 得 停滞 ， 明 显 地 
落后 了 .直到 17 世纪 ， 才 由 一 些 传教 士 将 西方 的 自然 科学 与 数学 


，* 这 是 为 《中 国 科学 技术 专家 传略 》 数 学 卷 写 的 前 言 .该 书 已 由 河北 教育 出 版 社 于 
1996 年 出 版 . 
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传 和 中国， 随后 有 一 些 发 展 ， 但 仍 脱离 西方 数学 之 主流 . 因此 要 发 
展 中 国 的 现代 数学 ， 还 不 能 继续 中 国 自己 的 传统 . 

中 国 现代 数学 的 研究 与 教学 ， 只 能 另起炉灶 . 由 一 些 早 期 留学 
欧美 及 日 本 的 留学 生 将 近代 数学 知识 带 回 中 国 ， 培 养 学 生 ， 逐 步 在 
中 国 进行 开拓 ， 生 根 发 芽 ， 开 花 结果 . 中国 现 代数 学 的 研究 与 教学 
直到 本 世纪 20 年 代 前 后 刚 开始 起 步 . 

辛亥 革命 后 ， “京师 大 学 堂 ” 改 为 “北京 大 学 "，1917 年 始 设 
算 学 门 ， 有 冯 祖 苟 与 秦 汾 在 执教 ， 自 30 年 代 初 ， 江 泽 涵 ， 申 又 检 
陈 簿 准 加 入 后 ， 学 术 水 平方 有 大 提高 . “南开 大 学 ”的 算 学 系 是 姜 
立夫 于 1920 年 创办 的 .南方 的 “东南 大 学 ”的 数学 系 创办 于 1921 
年 ， 最 早 的 执教 者 有 熊 庆 来 ， 何 鲁 ， 有 段 调 元 .“ 武 昌 高 等 师范 学 堂 ” 
自从 1921 年 ， 陈 建功 往 任教 后 ， 始 有 起 色 . 直到 1929 年 与 1931 
年 ， 陈 建功 与 苏 步 青 分 别 去 “浙江 大 学 ”执教 ， 浙 江 大 学 才 成 为 中 
国 数学 的 研究 与 教学 的 中 心 之 一 ， 郑 之 蕃 于 1920 年 来 “清华 学 校 ” 
任教 ， 他 是 该 校 算 学 系 的 创办 人 之 一 ，1927 年 他 邀请 人 熊 庆 来 来 
“清华 大 学 ”执教 并 主 掌 算 学 系 ， 从 此 清华 大 学 算 学 系 大 有 起 色 

以 数学 为 主 科 在 国外 得 到 博士 学 位 的 中 国人 还 非常 少 ， 其 中 的 
一 些 人 又 由 于 种 种 原因 ， 未 能 对 发 展 中 国 数学 作出 较 大 贡献 ， 实 在 
可 惜 。 那 时 的 数学 系 均 以 教学 为 主 ， 研 究 工作 则 寥 若 晨星 ， 图 书 设 
备 更 为 匿 乏 ， 再 加 以 军阀 擅 权 ， 战 火 频 起 ， 各 大 学 逐年 欠 薪 ， 教 职 
员 生活 颠沛 ， 在 这 种 情况 下 ， 必 须 以 极 大 的 高 力 才能 坚持 工作 

北伐 胜利 ， 人 心 振奋 ， 生 活 趋 于 安定 .至 1930 年 前 后 ， 中 国 
的 科学 与 教育 的 发 展开 始 进 入 一 个 好 时 期 ， 华罗庚， 陈省身 ， 许 宝 
驿 等 就 是 在 这 一 时 期 开始 数学 研究 工作 的 一 批 年 青 人 ， 可 惜 这 个 时 
期 只 延续 了 几 年 就 爆发 了 抗日 战争 . 

抗日 战争 爆发 后 ， 著 名 大 学 纷纷 迁 至 四 川 ， 云 南 ， 人 贵州 一 带 
由 于 日 本 的 封锁 ， 图 书 杂志 几乎 断绝 ， 生 活 之 困难 更 是 人 人 箔 知之 
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事 . 在 这 样 的 情况 下 ， 仍 有 一 部 分 人 在 坚持 数学 研究 工作 ， 尤 其 是 
昆明 的 西南 联合 大 学 与 贵州 的 浙江 大 学 ， 学 术 空 气 更 浓 . 这 时 的 研 
究 工 作 要 求 有 自己 独立 的 原始 思想 ， 要 求 有 坚韧 不 拔 的 持久 精神 
才能 在 不 依赖 于 图 书 杂志 的 情况 下 进行 研究 工作 .抗日 战争 胜利 
后 ， 接 着 是 三 年 多 内 战 . 直到 中 华人 民 共 和 国 建立 ， 才 着 到 发 展 中 
国 科学 与 教育 的 第 二 个 好 时 期 

从 1949 到 1966 年 的 十 七 年 ， 是 中 国 数学 走向 独立 与 成 熟 的 形 
成 时 期 ,这 十 七 年 比 历史 上 任何 时 候 更 活跃 .这 十 七 年 约 有 450 位 
数学 家 发 表 了 1800 篇 学 术 论文 . 而 1949 年 前 只 有 74 位 数学 家 发 
表 了 342 篇 论文 在 这 十 七 年 中 ，1957 年 前 发 展 的 更 好 一 些 . “ 反 
右 运动 ” 及 “大 跃进 ”后 ， 左 倾 思 潮 对 数学 研究 不 断 有 冲击 ， 表 现 
在 只 承认 数学 发 展 的 外 部 动力 ， 而 不 承认 数学 的 内 部 矛盾 也 是 数学 
发 展 的 推动 力 ， 对 所 谓 “理论 联系 实际 ”的 原则 作 实用 主义 的 片面 
解释 ， 以 致 数学 的 正常 发 展 遭 到 损伤 .但 总 的 说 来 ， 取 得 的 成 绩 仍 
很 可 观 . 中 国 在 数论 ， 拓 扑 学 ， 函 数论 ， 经 典 几何 学 ， 代 数 ， 计 算 
数学 ， 数 理 逻 辑 ， 微 分 方程 ， 泛 函 分 析 ， 概 率 统计 ， 控 制 理论 与 运 
筹 学 等 均 取得 了 可 喜 的 成 绩 ， 中 国 的 “数学 学 报 ” 被 美国 数学 会 全 
文 译 成 英文 发 表 ， 华罗庚 ， 吴 文俊 ， 汉 康 ， 陈 景 润 被 国际 数学 大 会 
邀请 作 报 告 

这 一 较 好 的 发 展 势头 ， 在 “文化 大 革命 ”开始 即 告终 结 ， 数 学 
研究 全 被 中 断 ， 数 学 杂志 被 迫 全 部 停刊 .但 仍 有 很 少数 人 在 私下 坚 
持 数 学 研究 工作 

1976 年 , “文化 大 革命 ”结束 ， 特 别 是 中 国 执行 改革 开放 政策 
的 十 多 年 来 ， 给 中 国 的 数学 发 展 带 来 了 好 机 会 ， 由 于 广泛 的 国内 外 
学 术 交流 ， 中 国 数学 家 的 眼界 大 为 开阔 了 ， 中 外 数学 家 间 的 密切 联 
系 使 原来 数学 研究 力量 较 薄弱 的 地 区 与 学 校 ， 也 开始 在 数学 研究 上 
有 了 长 足 的 进步 .目前 每 年 在 国内 外 著名 杂志 上 发 表 的 论文 数量 已 
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达 六 百 篇 以 上 . 十 多 年 来 在 国外 出 版 的 中 国 数学 家 的 书籍 也 愈 来 傅 
多 了 ， 这 标志 着 数学 的 研究 工作 已 趋 于 系统 与 深入 . 但 由 于 数学 研 
究 的 人 力 与 财力 的 投入 仍 较 低 ， 知 识 分 子 的 收入 更 偏 低 一 些 ， 以 致 
优秀 的 年 轻 数学 人 才 外 流 . 社会 的 各 种 不 正之 风 在 数学 家 中 也 有 所 
反映 ， 这 将 直接 影响 到 数学 的 研究 质量 . 这些 问题 车 不 妥善 解决 
则 可 能 会 对 中 国 的 数学 发 展 产生 损失 ， 应 加 以 解决 

关于 近 现代 中 国 数学 史 的 研究 ， 过 去 可 以 说 是 一 个 缺 门 ， 仅 近 
年 来 刚刚 开始 起 步 . 现在 连 起 码 的 准确 的 统计 资料 还 没有 ， 例 如 每 
年 全 国 数学 家 在 国内 外 著名 杂志 上 发 表 的 论文 总 数 及 数学 家 人 数 到 
底 是 多 少 ? 更 不 用 说 作 进一步 的 分 析 了 . 中国 科学 技术 协会 组 织 编 
写 “ 中 国 科 学 技术 专家 传略 ”提供 了 这 样 一 个 机 会 ， 促 进 这 项 研究 
工作 的 开展 .我 们 必须 将 撰写 科技 专家 的 传略 作为 一 项 近 现代 科学 
史 的 科研 项 目 来 做 ， 应 该 实事 求 是 ， 内 容 翔 实 可 靠 ， 通 过 撰写 有 成 
就 的 数学 家 的 传略 弄 清 中 国 近 现代 数学 发 展 的 情况 ， 用 他 们 的 学 术 
成 就 ， 爱 国 主义 精神 与 艰苦 奋斗 的 作风 来 鼓舞 年 轻 一 代数 学 家 ， 将 
我 国 的 数学 事业 推 上 一 个 新 的 台阶 

在 编写 的 过 程 中 ， 考 虑 到 中 青年 数学 家 正 处 于 事业 之 鼎盛 时 
期 ， 以 后 还 有 更 大 的 成 就 ， 可 待 以 后 再 写 传 ， 所 以 入 传 者 的 年 龄 均 
偏 大 一 些 ， 又 有 一 部 分 数学 家 ， 由 于 一 时 难 找 扎 稿 人 ， 只 好 待 各 方 
面条 件 更 具备 时 再 入 传 ， 居 于 港 、 澳 、 台 的 数学 家 与 华裔 外 籍 数学 
家 ， 由 于 不 易 搜集 材料 亦 暂 不 入 传 ， 好 在 这 本 传略 还 要 不 断 补充 完 
善 的 . 

考虑 到 撰写 传略 是 一 项 科学 研究 工作 ， 所 以 除 我 本 人 之 外 ， 其 
他 编 委 均 是 从 事 中 国 近 现代 数学 史 的 研究 工作 的 .本 书 的 编辑 工作 
亦 是 他 们 承担 的 .由 于 中 国 近 现代 数学 史 的 研究 工作 起 步 不 入， 水 
平 不 高 ， 本 书 中 不 妥 甚 至 错误 之 处 在 所 难免 ， 盼 读者 不 音 指教 
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在 我 国 改革 开放 逐步 深入 发 展 的 形势 下 ， 我 们 迎 来 了 中 国 数学 
家 之 家 “中 国 数学 会 ”( 简 称 数 学 会 ) 成 立 六 十 周年 . 

数学 是 炎黄 子孙 擅长 的 学 科 ， 从 公元 前 3 世纪 到 14 世纪 ， 中 
国人 对 数学 作出 过 不 少 重大 贡献 ， 其 中 有 些 成 就 先 于 阿拉 伯 、 印 度 
与 欧洲 的 同样 成 果 达 几 个 世纪 . 但 从 14 世纪 起 ， 中 国 数学 就 相当 
停滞 ， 直 到 17 世纪 ， 一 些 传教 士 才 将 西方 的 科学 与 数学 传 入 中 国 ， 
紧 随 着 有 一 个 较 活跃 的 发 展 ， 但 仍 脱离 西方 数学 发 展 的 主流 . 

中 国 现代 数学 的 研究 与 教学 是 由 一 些 早期 留学 欧 、 美 及 日 本 的 
留学 生 将 现代 数学 知识 带 回 中 国 的 ， 他 们 培养 学 生 ， 逐 步 在 中 国 进 
行 开拓 ， 生 根 发 芽 ， 开 花 结果 . 截至 1920 年 ， 获 得 数学 博士 学 位 
者 只 有 胡 明 复 与 姜 立 夫 ， 至 1930 年 ， 也 只 有 陈 建 功 、 江 泽 涵 、 杨 
武之 、 孙 光 远 等 十 余人 . 所 以 中 国 现代 数学 研究 是 30 年 代 才 真正 
开始 的 . 

辛亥 革命 后 ， 北 方 的 “京师 大 学 堂 ”于 1912 年 改 为 “北京 大 
学 "， 并 设 算 学 门 ， 有 冯 祖 荀 与 秦 汾 在 执教 ，30 年 代 初 ， 江 泽 涵 、 
申 又 栓 与 陈 毓 准 加 入 后 ， 学 术 水 准 有 大 提高 . 初 建 于 1911 年 的 
“清华 学 校 ” 是 一 所 留美 预备 学 校 ，1926 年 改制 “清华 大 学 "， 学 


* 这 是 为 任 南 衡 、 张 友 余 著 《 中 国 数学 会 史料 》 所 写 的 序 ， 江 苏 教育 出 版 社 出 版 ， 
1995. 
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术 上 突飞猛进 ， 郑 之 蕃 与 能 庆 来 先后 主持 了 数学 系 ， 南开 大 学 数学 
系 是 1920 年 姜 立 夫 创办 的 . 南方 的 “东南 大 学 ”数学 系 创 办 于 
1921 年 ， 最 早 执教 者 有 能 庆 来 、 何 鲁 、 段 调 元 . “武昌 高 等 师范 学 
堂 ” 自 1921 年 陈 建 功 往 执 教 后 ， 方 有 起 色 . 1929 年 与 1931 年 陈 
建功 与 苏 步 青 先后 去 “浙江 大 学 ”任教 ， 浙 大 数学 系 遂 成 为 中 国 数 
学 研究 与 教学 的 中 心 之 一 ， 那 时 虽然 人 数 寥寥 ， 但 以 一 当 百 ， 他 们 
的 艰苦 创业 精神 足以 永 为 后 人 之 楷模 

中 国 数学 界 在 聚积 力量 ， 经 过 反复 联络 ， 终 于 1935 年 7 月 在 
上 海 成 立 中 国 数学 家 自己 的 团体 “中 国 数学 会 ~， 数学 会 下 设 董事 
会 、 理 事 会 与 评议 会 .董事 有 胡 敦 复 、 何 鲁 、 冯 祖 苟 、 秦 汾 与 郑 之 
蕃 等 ;理事 有 能 庆 来 、 孙 光 远 、 陈 建功 、 江 泽 涵 与 苏 步 青 等 ;评议 
员 有 钱 宝 琼 、 胡 坤 附 、 束 星 北 、 伟 种 孙 与 曾 远 荣 等 ， 数 学 会 决定 在 
中 国 创办 专门 的 与 普及 的 两 种 数学 杂志 .1936 年 ， 数 学 会 第 二 次 
年 会 在 北平 举行 ， 专 门 的 数学 杂志 《中 国 数学 会 学 报 〉( 简 称 学 报 ) 
与 普及 性 的 《数学 杂志 》 陆续 创刊 ， 它 们 分 别 以 苏 步 青 与 顾 澄 为 总 
编辑 ， 二 十 五 岁 的 华罗庚 担任 学 报 助理 编辑 

数学 会 的 成 立 与 学 报 的 出 版 是 中 国 数学 开始 走向 独立 与 成 熟 的 
里 程 碑 . 

1937 年 ，“ 七 七 事变 "， 日 本 侵略 军 大 举 侵入 中 国 ， 大 片 国土 
沦陷 在 日 本 军 铁 蹄 之 下 . 刚 开始 两 年 的 数学 会 被 迫 停止 了 活动 
1940 年 ， 在 四 川 、 云 南 、 贵 州 等 地 的 数学 家 又 组 织 起 自己 的 团体 
“新 中 国 数学 会 ”以 区 别 于 原来 的 中 国 数学 会 ， 以 姜 立 夫 为 会 长， 
能 庆 来 、 陈 建功 、 苏 步 青 、 孙 光 远 、 江 泽 涵 、 杨 武之 、 华 罗 庚 ( 兼 
司库 ) 与 陈省身 ( 兼 文书 ) 为 理事 ， 他 们 在 十 分 困难 的 经 济 条 件 下 
组 织 过 一 些 学 术 活动 ， 直 到 1947 年 与 1948 年 ， 他 们 还 活动 过 . 

中 国 数学 会 真正 的 大 发 展 还 是 中 华人 民 共和 国 成 立 之 后 的 事 
从 1949 年 7 月 起 ， 即 开始 筹备 酝酿 ，1951 年 8 月 15 日 至 20 日 在 
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北京 大 学 召开 了 规模 空前 的 中 国 数学 会 第 一 次 代表 大 会 ， 到 会 代表 
63 人 .开会 时 ，《 数 学 学 报 》 已 经 出 版 ， 第 一 期 《数学 杂志 》 在 编 
排 中 .大 会 选举 了 理事 21 人 ， 候 补 理 事 7 人 . 以 华罗庚 、 江 泽 涵 、 
陈 建 功 、 曾 昭 安 、 吴 大 任 、 傅 种 孙 、 关 和 肇 直 、 段 学 复 与 王 寿 仁 为 常 
务 理事 .华罗庚 为 理事 长 ， 王 寿 仁 实际 上 担当 起 秘书 长 职务 . 

1951 年 至 1956 年 是 数学 会 的 一 个 黄金 时 代 ， 无 论 在 组 织 学 术 
交流 ， 出 版 发 行 数学 杂志 与 从 书 ， 数 学 教学 改革 与 数学 普及 活动 ， 
都 领导 全 国 数学 家 做 了 大 量 工作 . 1956 年 8 月 13 日 至 19 日 在 北 
京 大 学 举行 了 规模 空前 的 数学 论文 宣读 大 会 ， 参 加 者 约 一 百 多 人 ， 
宣读 论文 一 百 七 十 多 篇 ， 其 中 建国 后 大 学 毕业 者 的 论文 占 半 数 以 
上 . 这 是 又 一 块 里 程 碑 ， 标 志 着 中 国 数学 已 经 开始 走向 世界 ， 具 有 
一 定 的 成 熟 与 实力 . 

1957 年 “ 反 右 运动 ”至 1966 年 这 十 年 间 ， 除 1961 年 后 的 两 、 
三 年 外 , “ 左 ”的 政策 贯穿 着 各 方面 ， 数 学 会 当然 不 能 例外 ， 这 个 
阶段 ， 数 学 会 诸 领导 人 的 文章 与 讲话 当然 也 带 上 了 “ 左 ” 的 烙印 
我 们 要 历史 地 看 问题 ， 这 是 整个 大 环境 在 数学 活动 中 的 反映 . 我们 
不 能 用 现在 的 眼光 来 衡量 当时 数学 会 诸 领导 人 的 言行 ， 他 们 在 这 个 
阶段 的 工作 是 异常 困难 的 ， 应 予 充分 肯定 

“文化 大 革命 ”十 年 浩 动 ， 中 华 民族 蒙受 了 巨大 的 苦难 ， 数 学 
会 停止 了 活动 ， 留 下 了 十 年 的 空白 

“文化 大 革命 ”结束 后 ， 中 国 的 数学 与 数学 会 迎 来 了 美好 的 春 
天 ， 走 上 了 大 发 展 的 坦途 ， 其 活动 规模 比 “ 反 右 运动 ”前 也 大 大 地 
超过 了 . 这 是 有 目 共 睹 的 事实 ， 在 此 就 不 次 述 了 

随 着 改革 开放 的 深入 ， 过 去 不 涉足 的 中 国 现代 数学 史 研 究 也 开 
始 了 . 这 是 一 件 好 事 . 历史 是 一 面 镜子 .从 研究 历史 中 ， 既 能 看 到 
过 去 的 得 失 ， 又 能 预见 今后 的 发 展 道路 ， 数 学 史 是 每 一 个 数学 家 都 
要 研究 的 学 问 目前 我 国 已 经 出 版 了 一 些 关 于 中 国 现代 数学 家 传略 
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与 中 国 现代 数学 史 略 方面 的 书籍 . 数学 会 的 历史 无 疑 是 中 国 现代 数 
学 史 重 要 的 一 章 ， 理 应 加 以 研究 .陕西 师范 大 学 教授 张 友 余 长 期 注 
意 收集 数学 会 的 历史 资料 ， 她 与 多 年 在 数学 会 工作 的 任 南 衡 教授 合 
作 ， 收 集 与 考证 了 数学 会 各 个 时 期 的 文献 资料 ， 集 成 书 出 版 ， 这 对 
中 国 现代 数学 史 的 研究 无 疑 是 很 有 帮助 的 ， 当 然 也 应 该 指出 ， 中 国 
现代 数学 史 研 究 才刚 开始 起 步 ， 需 要 我 们 加 倍 努 力 ， 使 研究 向 更 深 
层次 发 展 . 

不 少 中 国 现代 数学 的 创始 人 与 前 辈 都 健在 ， 我 作为 一 个 晚辈， 
根本 没有 资格 为 本 书写 序 . 但 另 一 方面 ， 我 也 愿意 借 写 序 的 机 会 表 
示 一 下 我 对 中 国 现代 数学 史 研 究 的 支持 

六 十 年 来 ， 中 国 经 历 了 两 次 战争 ， 十 年 “ 左 ”的 干扰 ， 十 年 
“文化 大 革命 ”浩劫 ， 但 中 国 数学 仍然 顽强 地 向 前 发 展 了 ， 这 表示 
了 中 国 数学 家 将 中 国 数学 推 向 世界 水 平 的 不 可 动摇 的 信心 现在 虽 
然 还 有 不 少 困难 ， 但 我 们 应 该 相信 ， 随 着 改革 开放 的 深入 ， 中 国 数 
学 必定 会 更 快 地 发 展 起 来 ， 让 我 们 百倍 努力 ， 迎 接 中 国 作为 世界 数 
学 强国 的 日 子 到 来 吧 ! 
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一 ”数学 竞赛 的 简 史 


数学 竞赛 与 体育 竞赛 相 类 似 ， 它 是 青少年 的 一 种 智力 竞赛 ， 所 
以 原 苏 联 入 首创 了 “数学 奥林匹克 ”这 个 名 词 .在 类 似 的 以 基础 科 
学 为 竞赛 内 容 的 智力 竞赛 中 ， 数 学 竞赛 历史 最 悠久 ， 参 赛 国 最 多 
影响 也 最 大 .比较 正规 的 数学 竞赛 是 1894 年 在 匈牙利 开始 的 ， 除 
因 两 次 世界 大 战 及 1956 年 事件 而 停止 了 7 届 外 ， 记 今 已 举行 过 90 
届 ， 原 苏联 的 数学 竞赛 开始 于 1934 年 ， 美 国 的 数学 竞赛 则 是 1938 
年 开始 的 ， 这 两 个 国家 除 第 二 次 世界 大 战 期 间 各 停止 了 3 年 外 ， 均 
已 举行 过 50 多 届 . 其 他 有 长 久 数 学 竞赛 历史 的 国家 是 罗马 尼 亚 
( 始 于 1902 年 )、 保 加 利 亚 〈 始 于 1949 年 ) 和 中 国 ( 始 于 1956 
年 ). 

1956 年 ， 东 欧 国 家 和 原 苏联 正式 确定 了 国际 数学 奥林匹克 的 
计划 ， 并 于 1959 年 在 罗马 尼 亚 布 拉 索 夫 举行 了 第 一 届 国 际 数学 奥 
林 匹 克 【〈International Mathematics Olympiad， 简 称 IMO)， 以 后 每 
年 举行 一 次 . 除 1980 年 因 东 道 国 蒙古 经 济 困 难 停办 外 ， 至 今 共 举 
行 过 31 届 ， 参 赛 国家 也 您 来 愈 多 ， 第 一 届 仅 7 个 国家 参加 ， 至 
1980 年 已 有 23 个 ， 到 1990 年 ， 则 有 54 个 

必须 说 明 在 上 述 历史 之 前 已 有 一 些 数学 竞赛 活动 . 例如 原 苏联 


* 原 载 《自然 杂志 》 13:12，1991，787 一 790. 
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人 说 ， 在 1886 年 帝 俄 时 代 就 举行 过 数学 竞赛 .又 如 1926 年 在 中 国 
上 海 市 举办 过 包括 学 生 、 银 行 和 钱庄 职员 在 内 的 珠算 比赛 ， 中 华 职 
业 学 校 一 年 级 学 生 ，16 岁 的 华罗庚 赁 智慧 夺 得 了 冠军 ， 这些 都 是 
关于 数学 竞赛 的 佳话 ， 不 列 入 正史 


二 ”数学 竞赛 的 发 展 


数学 竞赛 活动 是 由 个 别 城市 ， 向 整个 国家 ， 再 向 全 世界 逐步 发 
展 起 来 的 ， 例 如 原 苏联 的 数学 竞赛 就 是 先 从 原 列宁 格 勒 和 莫斯科 开 
始 ， 至 1962 年 拓展 至 全 国 的 . 美国 则 是 到 1957 年 才 有 全 国 性 的 数 
学 竞赛 的 

数学 竞赛 活动 也 是 由 浅 入 深 逐 步 发 展 的 .几乎 每 个 国家 的 数学 
竞赛 活动 都 是 先 由 一 些 著名 数学 家 出 面 提倡 组 织 ， 试 题 与 中 学 课本 
中 的 习题 很 接近 ; 然后 逐渐 深入 ， 并 有 一 些 数学 家 花 比较 多 的 精力 
从 事 选 题 及 竞赛 组 织 工 作 ， 这 时 的 试题 逐渐 脱离 中 学 课本 范围 ， 当 
然 仍 要求 用 初等 数学 语言 陈述 试题 并 可 以 用 初等 数学 方法 求解 例 
如 原 苏联 数学 竞赛 之 初 ， 著 名 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 、 亚 历 山大 洛 
夫 、 狄 隆 涅 等 都 参与 过 这 一 工作 ， 在 美国 ， 则 有 著名 数学 家 伯 克 乱 
夫 父 子 、 波 利 亚 、 卡 普兰 斯 基 等 参与 过 这 项 工作 

国际 数学 奥林匹克 开始 举办 后 ， 参 赛 各 国 的 备 赛 工 作 往往 主要 
是 对 选手 进行 一 次 强化 培训 ， 以 拓 广 他 们 的 知识 ， 提 高 他 们 的 解 题 
能 力 ， 这 种 培训 课程 是 很 难 的 ， 比 中 学 数学 深 了 很 多 .这 时 就 需要 
少数 数学 家 专门 从 事 这 项 活动 

数学 竞赛 搞 得 好 的 国家 ， 竞 赛 活动 往往 采取 层 层 竞赛 、 层 层 选 
拔 这 种 金字 塔 式 的 方式 进行 .例如 ， 原 苏联 分 五 级 竞赛 ， 即 校 级 、 
市 级 、 省 级 、 加 盟 共 和 国 级 和 全 苏 竞赛 ， 每 一 级 的 竞赛 人 数 约 为 前 
一 级 的 1/10， 还 设立 了 8 个 专门 的 数学 学 校 (或 数学 奥林匹克 学 
校 )， 以 培养 数学 素质 好 的 学 生 . 
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数学 竞赛 虽然 历史 悠久 ， 但 最 近 10 年 有 很 大 发 展 和 变化 ， 有 
关 工 作 愈 趋 专门 . 我 们 要 认真 注意 其 发 展 ， 认 识 其 规律 . 


三 ”数学 竞赛 的 作用 


1， 选拔 出 有 数学 才能 的 青少年 . 由 于 数学 竞赛 是 在 层 层 竞赛 
水 平 逐步 加 深 的 考核 基础 上 选拔 出 优胜 者 ， 优 胜 者 既 要 有 踏实 广泛 
的 数学 基础 ， 又 要 有 灵活 机 智 的 头脑 和 富 于 创造 性 的 才能 ， 所 以 他 
们 往往 是 既 刻 苦 努 力 又 很 聪明 的 青少年 ， 这些 人 将 来 成 才 的 概率 是 
很 大 的 .数学 竞赛 活动 受到 愈 来 愈 多 国家 的 注意 ， 在 世界 上 发 展 得 
那么 快 的 重要 原因 之 一 就 在 于 此 .在 匈牙利 ， 著 名 数学 家 费 叶 、 黎 
欧 、 合 贵 、 寇 尼 希 、 哈 尔 、 拉 多 等 都 曾 是 数学 竞赛 的 优胜 者 ， 在 波 
兰 ， 著 名 数论 专家 辛 哲 尔 是 一 位 数学 竞赛 优胜 者 .在 美国 ， 数 学 竞 
赛 优胜 者 中 后 来 成 为 菲 尔 效 数学 奖 获 得 者 的 有 米尔 诺 、 曼 福 德 、 奎 
伦 三 人 ， 也 有 不 少 优胜 者 成 为 著名 的 物理 学 家 或 工程 师 ， 如 著名 力 
学 家 冯 ' 卡 门 . 

2. 激发 了 青少年 学 习 数学 的 兴趣 .数学 在 一 切 自然 科学 、 社 
会 科学 和 现代 化 管理 等 方面 都 愈 来 愈 显得 重要 和 必 不 可 少 ， 由 于 电 
子 计算 机 的 发 展 ， 各 门 科学 更 趋 于 深入 和 成 熟 ， 由 定性 研究 进入 定 
量 研究 .因此 青少年 学 好 数学 对 于 他 们 将 来 学 好 一 切 科 学 ， 几 乎 都 
是 必要 的 ， 数 学 竞赛 将 健康 的 竞争 机 制 引进 青少年 的 数学 学 习 中 
将 激发 他 们 的 上 进 心 ， 激 发 他 们 的 创造 性 思维 、 由 于 数学 竞赛 是 分 
级 地 金字 塔 式 地 进行 的 ， 所 以 国家 级 竞赛 之 前 的 竞赛 ， 试 题 基本 上 
不 脱离 中 学 数学 课本 范围 ， 适 合 广大 青少年 参加 .但 也 要 承认 人 的 
天 赋 和 数学 素质 是 有 差别 的 ， 甚 至 会 有 很 大 的 差别 ， 国 家 级 竞赛 及 
其 以 后 的 竞赛 和 培训 ， 只 能 在 少数 人 中 拔高 进行 ， 少 数 有 很 好 数学 
素质 的 青少年 是 吃 得 消 的 . 例如 ， 澳 大 利 亚 少年 托 里 . 陶 在 他 10 
岁 、11 岁 和 12 岁 时 分 别 在 第 27、28 和 29 届 国 际 数学 奥林匹克 上 
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获得 铜牌 、 银 牌 和 金牌 .在 数学 竞赛 的 拔高 阶段 当然 需要 一 些 大 学 
老师 和 数学 专业 研究 人 员 参 与 . 

3. 推动 了 数学 的 教学 改革 工作 . 数学 竞赛 进入 高 层次 后 ， 试 
题 内 容 往往 是 高 等 数学 的 初等 化 ， 这 不仅 给 中 学 数学 添 入 了 新 鲜 内 
容 ， 而 且 有 可 能 在 逐步 积累 的 过 程 中 ， 促 使 中 学 数学 教学 在 一 个 新 
的 基础 上 进行 反思 ， 由 量变 转 入 质变 . 中 学 教师 也 可 在 参与 数学 竞 
赛 活动 的 过 程 中 ， 学 得 新 知识 ， 提 高 水 平 ， 开 阔 限 界 . 事实 上 , 已 
有 一 些 数学 教学 工作 者 在 这 项 活动 中 逐渐 尝 到 了 甜头 .因此 数学 竞 
赛 也 可 能 是 中 学 数学 课程 改革 的 “催化 剂 ”之 一 ， 似 乎 比 自 上 而 下 
的 “灌输 式 ”的 办 法 为 好 . 60 年 代 初 ， 西 方 所 谓 中 学 数学 教学 现 
代 化 运动 即 是 企图 用 某 些 现代 数学 代替 陈旧 的 中 学 数学 内 容 ， 但 采 
取 了 由 上 往 下 灌输 的 方法 ， 结 果 既 脱离 教师 水 平 ， 也 脱离 学 生 循序 
学 习 所 需要 的 直观 思维 过 程 . 现在 基本 上 被 一 风 吹 ， 宣 告 失败 了 ， 
相反 地 ， 数 学 竞赛 也 许 是 一 条 途径 .在 中 国 ， 中 学 生 的 高 考 压力 很 
重 ， 中 学 教师 为 此 而 奔波 ， 确 有 路 子 愈 走 愈 罕 之 感 ， 数 学 竞赛 或 许 
能 使 中 学 数学 的 教学 改革 走向 康 庄 大 道 . 


四 竞赛 数学 一 一 奥林匹克 数学 


随 着 数学 竞赛 的 发 展 ， 已 逐渐 形成 一 门 特 殊 的 数学 学 科 一 一 竞 
赛 数学 ， 也 可 称 为 奥林匹克 数学 ， 将 高 等 数学 下 放 到 初等 数学 中 
去 ， 用 初等 数学 的 语言 来 表述 高 等 数学 的 问题 ， 并 用 初等 数学 方法 
来 解决 这 些 问题 ， 这 就 是 竞赛 数学 的 任务 . 这 里 的 问题 甚至 解法 的 
背景 往往 来 源 于 某 些 高 等 数学 ， 数 学 就 其 方法 而 言 ， 大 体 上 可 以 分 
成 分 析 与 代数 ， 即 连续 数学 与 离散 数学 .由 于 目前 微 积分 不 属于 国 
际 数学 奥林匹克 的 范围 ， 所 以 下 放 离 散 数学 就 是 竞赛 数学 的 主体 . 
很 多 国际 数学 奥林匹克 的 试题 来 自 数论 、 组 合 分 析 、 近 世代 数 、 组 
合 几 何 、 函 数 方程 等 .当然 也 包含 中 学 课程 中 的 平面 几何 
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竞赛 数学 又 不 同 于 上 述 这 些 数学 领域 ， 通 常数 学 往往 追求 证 明 
一 些 概括 广泛 的 定理 ， 而 竞赛 数学 恰恰 寻求 一 些 特殊 的 问题 . 通常 
数学 追求 建立 一 般 的 理论 和 方法 ， 而 竞赛 数学 则 追求 用 特殊 方法 来 
解决 特殊 问题 ;而 且 一 旦 某 个 问题 面世 ， 即 成 为 陈 题 ， 又 需 继续 创 
造 新 的 问题 . 竞赛 数学 属于 “ 硬 ”数学 范畴 ， 它 通常 也 与 纯粹 数学 
一 样 ， 以 其 内 在 美 ， 包 括 问题 的 简练 和 解法 的 巧妙 ， 作 为 衡量 其 价 
值 的 重要 标准 

竞赛 数学 不 能 脱离 现 有 数学 分 支 而 独立 发 展 ， 否 则 就 成 了 无 源 
之 水 ， 所 以 它 往往 由 某 些 领域 的 专家 兼 搞 ， 如 参加 国际 数学 奥 林 匹 
克 的 中 国 代表 团 的 出 色 教 练 单 培 ， 就 是 一 位 数论 专家 

国际 数学 奥林匹克 的 精神 是 鼓励 用 巧妙 的 初等 数学 方法 来 解 
题 ， 但 并 不 排斥 高 等 数学 方法 和 定理 的 使 用 .例如 在 这 次 第 31 届 
国际 数学 奥林匹克 中 ， 有 学 生 在 解 题 时 用 到 了 贝 特 朗 假设 ， 也 称 车 
比 雪夫 定理 ， 即 当 n 大 于 1 时 ， 在 n 和 2n 之 间 必 定 有 一 个 素数 . 
还 有 人 在 解 题 时 用 到 了 谢 尔 宾 斯 基 定 理 ， 即 一 个 平方 数 表 成 ;个 平 
方 数 之 和 的 通 解 形式 .这 些 定理 须 在 华罗庚 所 著 的 《数论 导 引 》 
(大 学 数学 系 研究 生 教 本 ) 或 更 专门 的 书 中 才能 找到 ， 这 样 不 仅 已 
是 “ 杀 鸡 用 和 牛刀"， 而 且 按 某 外 国教 练 的 说 法 , “他 们 在 用 原子 弹 炸 
蚊子 ， 但 蚊子 被 炸 死 了 ! ”这 样 做 是 允许 的 ， 但 不 是 国际 数学 奥 林 
匹克 所 鼓励 的 . 

国际 数学 奥林匹克 的 一 个 难 试题 ， 经 简化 后 的 证 明 要 写 三 四 
页 ， 这 不 仅 大 大 超过 中 学 课本 的 深度 ， 也 不 低 于 大 学 数学 系 一 般 课 
程 的 深度 ， 当 然 不 包括 大 学 课程 的 广度 .实际 上 ， 大 学 数学 系 课程 
中 ， 一 条 定理 的 证 明 长 达 3 页 者 并 不 多 . 一 个 好 试题 的 解答 ， 大 体 
上 相当 于 一 篇 有 趣 的 短 论文 ， 因 此 用 这 些 问 题 来 考核 青少年 的 数学 
素质 是 相当 科学 的 . 它们 的 解决 需要 参赛 者 有 相当 宽广 的 数学 基础 
知识 ， 再 加 上 机 智和 创造 性 .这 与 单纯 的 智力 小 测验 完全 不 同 . 国 
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际 上 的 数学 竞赛 范围 ， 大 体 上 从 小 学 四 年 级 到 大 学 二 年 级 .小 学 生 
基础 知识 太 少 ， 这 期 间 的 所 谓 数学 竞赛 ， 其 实 是 智力 小 测验 型 . 
对 大 学 生 应 强调 系统 学 习 ， 要 求 对 数学 有 一 个 整体 了 解 . 因此 数学 
竞赛 的 重点 应 是 中 学 ， 特 别 是 高 中 . 

现在 已 经 积累 了 丰富 的 数学 竞赛 题库 ， 可 供 中 学 师 生 和 数学 爱 
好 者 练习 .国际 上 也 已 经 有 了 竞赛 数学 的 专门 杂志 . 


五 ”数学 竞赛 在 中 国 


我 国 的 数学 竞赛 始 于 1956 年 ， 当 时 举办 了 北京 、 上 海 、 武 汉 、 
天 津 四 城市 的 高 中 数学 竞赛 .华罗庚 、 苏 步 青 、 江 泽 涵 等 最 有 威望 
的 数学 家 都 积极 出 面 领导 并 参与 这 项 工作 . 但 由 于 “ 左 ”的 冲击 ， 
至 1965 年 ， 只 零 零 星星 地 举行 过 6 届 . “文化 大 革命 ”开始 后 ， 数 
学 竞赛 更 被 看 成 是 “ 封 、 资 、 修 ”的 一 套 而 被 迫 全 部 取消 ， 直 到 
“四 人 帮 ” 被 打倒 ， 我 国 的 数学 竞赛 活动 于 1978 年 又 重新 开始 ， 并 
从 此 走 上 了 迅速 发 展 的 康 庄 大 道 ，1980 年 前 的 数学 竞赛 属于 初级 
阶段 ， 即 试题 不 脱离 中 学 课本 .1980 年 以 后 ， 逐 渐进 入 高 级 阶段 . 
我 国 于 1985 年 第 一 次 参加 国际 数学 奥林匹克 ，1986 年 开始 名 列 前 
茅 ，1989 和 1990 年 连续 两 年 获得 团体 总 分 第 一 . 

今年 我 国 成 功 地 举办 了 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 ， 这 标志 着 
我 国 的 数学 竞赛 水 平 已 达到 国际 领先 水 平 ， 第 一 ， 中 国 再 次 获得 团 
体 总 分 第 一 ， 说 明 我 国 金字 塔 式 的 各 级 竞赛 和 选拔 体系 及 奥林匹克 
数学 学 校 和 集中 培训 系统 是 完善 的 .第 二 ， 我 国 数学 家 对 35 个 国 
家 提供 的 100 多 个 试题 ， 进 行 了 简化 与 改进 ， 从 中 推荐 出 28 个 问 
题 供 各 国 领队 挑选 ， 结 果 被 选中 5 题 ( 共 需 6 题 )， 这 说 明 我 国 竟 
赛 数 学 的 水 平 是 相当 高 的 .第 三 ， 各 国学 生 的 试卷 先 由 各 国 领队 批 
改 ， 然 后 由 东道 主 国 家 组 织 协调 认可 .我 们 组 织 了 近 50 位 数学 家 
任 协调 员 ， 评 分 准确 、 公 平 ， 提 前 半天 完成 了 协调 任务 ， 说 明 我 国 
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的 数学 有 相当 的 实力 .第 四 ， 这 是 首次 在 亚洲 举行 国际 数学 奥 林 匹 
克 ， 中 国 的 出 色 成 绩 鼓 舞 了 发 展 中 国家 ， 特 别 是 亚洲 国家 除 此 而 
外 ， 这 次 竞赛 的 组 织 工作 也 是 相当 不 错 的 . 

在 中 国 ， 从 老 一 辈 数学 家 ， 中 青年 数学 家 ， 直 至 中 小 学 老师 ， 
成 二 上 万 人 的 共同 努力 ， 才 在 数学 竞赛 方面 获得 了 今天 的 成 就 ， 这 
里 特别 要 提 到 华罗庚 ， 他 除 倡导 中 国 的 数学 竞赛 外 ， 还 撰写 了 《从 
杨辉 三 角 谈 起 》、《 从 祖冲之 的 圆周 率 谈 起 )》、《 从 孙子 的 “神奇 妙 
算 ” 谈 起 》、《 数 学 归纳 法 》 和 《 谈 谈 与 蜂 房 结 构 有 关 的 数学 问题 》 
5 本 小 册子 ， 这 些 是 他 的 竞赛 数学 作品 . 我国 在 1978 年 重新 恢复 
数学 竞赛 后 ， 他 还 亲自 主持 出 试题 ， 并 为 试题 解答 撰写 评论 .中 国 
其 他 优秀 竞赛 数学 作品 有 自学 复 的 《对 称 )、 闵 册 稚 的 《 格 点 和 面 
积 )、 姜 伯 驹 的 《一 笔画 和 邮递 路 线 问题 》 等 ， 这 里 还 应 提 到 王 寿 
仁 ， 他 从 跟 华罗庚 一 起 工作 起 ， 一 直到 今天 ， 始 终 领导 并 参与 了 数 
学 竞赛 活动 ， 他 带领 中 国 代表 队 3 次 出 国 参加 国际 数学 奥林匹克 ， 
并 领导 了 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 的 工作 .1980 年 以 后 ， 我 国 基 
本 上 由 中 青年 数学 家 接替 了 老 一 辈 数学 家 从 事 的 数学 竞赛 工作 ， 他 
们 积极 努力 ， 将 中 国 的 数学 竞赛 水 平 推 向 一 个 新 的 高 度 ， 刘 宗 沪 就 
是 一 位 突出 代表 ， 他 从 培训 学 生 到 组 织 领导 数学 竞赛 活动 ， 从 3 次 
带领 中 国 代表 队 参 加 国际 数学 奥林匹克 到 举办 第 31 届 国际 数学 奥 
林 匹 克 ， 均 作出 了 杰出 贡献 . 


六 ”关于 我 国 数学 竞赛 的 几 个 问题 


1. 要 认真 总 结 经 验 ， 既 要 总 结 成 功 的 经 验 ， 也 要 总 结 反面 的 
教训 .特别 是 1956 年 至 1977 年 的 22 年 中 只 小 规模 地 举行 了 6 次 
数学 竞赛 ， 完 全 停止 了 16 年 ， 比 匈牙利 因 两 次 世界 大 战 而 停止 数 
学 竞赛 的 时 间 长 一 倍 多 ， 这 也 从 一 个 侧面 反映 了 “ 左 ”的 危害 .要 
人 允许 甚至 鼓励 对 数学 竞赛 发 表 各 种 不 同 看 法 ， 以 避免 大 起 大 落 及 
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“一 刀 切 "， 当 有 了 缺点 时 ， 要 冷静 分 析 ， 划 清 数学 竞赛 内 含 的 不 合 
理性 与 工作 中 的 缺点 的 界线 

2， 完善 领导 体制 .可 否 设 想 ， 国 家 教委 和 中 国 科 协 通过 中 国 
数学 会 数学 奥林匹克 委员 会 (或 其 他 形式 的 一 元 化 领导 )， 统 一 领 
导 与 协调 全 国 各 级 数学 竞赛 活动 和 国际 数学 奥林匹克 的 参赛 和 组 织 
培训 工作 .成 立 数学 奥林匹克 基金 会 ， 资 助 某 些 数学 竞赛 活动 ， 奖 
励 数学 竞赛 优胜 者 和 作出 贡献 的 领导 、 教 练 、 中 小 学 教师 等 

3， 向 社会 作 宣 传 ， 宣 传 数学 竞赛 的 意义 和 功能 ， 以 消除 误解 
例如 “数学 竞赛 是 中 小 学 生 搞 搞 的 智力 小 测验 "， “这 是 选拔 天 才 ， 
冲击 了 正常 教学 ", “教师 ， 特 别 是 大 学 教师 ， 搞 数学 竞赛 是 不 务 正 
业 ” 等 ,要 用 事实 说 明 数学 竞赛 活动 的 成 绩 . 例如 仅仅 “文革 ”前 
的 几 次 低层 次 数学 竞赛 中 ， 已 有 一 些 竞赛 优胜 者 成 才 了 .如 上 海 的 
汪 嘉 网 、 陈 志 华 ， 北 京 的 唐 守 文 、 石 赫 ， 他 们 现在 已 经 是 国内 的 著 
名 中 年 数学 家 ， 有 的 已 获 博士 生 导师 资格 ， 他 们 在 “文革 ”中 都 被 
耽误 了 10 年 ， 否 则 完全 会 有 更 大 成 就 . 

4. 处理 好 普及 与 提高 的 关系 .数学 竞赛 需要 分 学 校 、 市 、 省 、 
全 国 、 冬 令 营 、 集 训 班 金字 塔 式 地 进行 . 前 3 个 层次 是 普及 型 的 ， 
试题 应 不 脱离 中 学 数学 课本 范围 ， 面 向 广大 学 生 和 教师 ， 国 家 级 竞 
赛 及 以 后 的 活动 是 提高 型 的 ， 参 赛 者 的 面 要 迅速 缩小 ， 至 于 冬令 营 
和 集训 队 ， 全 国 只 能 有 几 十 个 学 生 参加 ， 数 学 奥林匹克 学 校 要 注意 
质量 ， 宜 办 得 少 而 精 ， 对 于 参加 数学 学 校 的 学 生 要 严格 挑选 ， 不 要 
妨碍 他 们 德 、 智 、 体 的 全 面 发 展 ， 除 冬令 营 和 集训 班 需要 少数 数学 
家 集中 时 间 出 试题 和 进行 培训 工作 外 ， 宜 鼓励 广大 数学 家 和 中 小 学 
教师 利用 业余 时 间 从 事 数学 竞赛 活动 ， 不 要 妨碍 大 家 的 正常 工作 
总 之 ， 数 学 竞赛 的 普及 部 分 与 提高 部 分 不 要 对 立 ， 而 要 有 机 地 结合 
起 来 

5. 对 数学 竞赛 优胜 者 要 继续 进行 教育 和 培养 .一 方面 要 充分 
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肯定 优胜 者 的 成 绩 并 加 以 鼓励 . 另 一 方面 也 要 告诉 竞赛 优胜 者 ， 必 
须 式 骄 戒 躁 ， 谦 虚 谨 慎 ， 要 成 为 一 个 好 数学 家 或 其 他 方面 的 专家 ， 
还 须 经 过 长 期 不 懈 的 努力 ， 不 要 将 竞赛 获胜 看 成 唯一 的 目的 ， 要 看 
成 鼓励 前 进 的 鞭策 ， 还 要 为 数学 竞赛 优胜 者 创造 较 好 的 深入 学 习 的 
机 会 ， 使 他 们 能 迅速 成 长 .例如 可 以 考虑 允许 某 些 理工 科大 学 在 高 
中 全 国 数学 竞赛 优胜 者 中 ， 自 行 选 拔 一 部 分 学 生 免试 入 学 . 

6， 对 数学 竞赛 活动 作出 贡献 的 人 员 ， 包 括 组 织 领导 者 、 教 练 
.与 中 小 学 教师 的 工作 成 绩 要 充分 肯定 并 给 予 奖励 . 在 他 们 的 工作 考 
核 中 ， 作 为 提 职 晋级 的 依据 之 一 . 


谈 谈 数学 系 的 教学 与 科学 研究 


由 于 数学 科学 的 发 展 ， 在 一 些 国家 的 大 学 中 ， 某 些 领域 已 从 数 
学 中 分 离 出 来 ， 独 立成 系 ， 例 如 应 用 数学 系 ， 统 计 科 学 系 ， 计 算 机 
科学 系 (包括 科学 计算 )， 所 以 数学 系 往往 只 包括 传统 的 数学 分 支 . 
应 用 数学 与 统计 学 中 的 问题 是 有 明确 的 实际 应 用 背景 的 ， 而 计算 机 
科学 是 不 同 程度 地 依赖 于 电脑 的 发 展 或 引导 电脑 技术 的 发 展 ， 我 们 
不 拟 对 这 些 方面 展开 讨论 ， 本 文 只 限于 讨论 大 学 数学 系 的 教学 与 科 
学 研究 问题 


一 ”加 强 基础 课 教学 


数学 是 一 个 不 断 发 展 、 内 容 经 常 变迁 的 学 问 ， 如 何 掌握 它 ? 我 
想 最 要 紧 的 就 是 有 一 个 踏实 坚固 的 数学 基础 训练 ， 使 学 生 有 一 个 自 
学 的 能 力 ， 这 样 才 能 适应 数学 的 变化 与 发 展 . 大 学 数学 系 的 教育 对 
学 生 独 立 工作 能 力 的 开发 与 培养 往往 比 数学 书本 知识 的 传授 更 重要 
得 多 .有 了 牢固 的 数学 基础 之 后 ， 专 业 知识 就 可 以 通过 自学 来 学 
习 . 所 以 对 基础 课 的 学 习 一 定 要 加 强 . 大 学 数学 系 教学 不 同 于 中 学 
之 处 在 于 在 相当 程度 上 讲 ， 大 学 应 以 自学 为 主 ， 决 不 要 让 学 生死 读 
书 ， 并 仅 以 考分 高 低 来 评论 一 个 学 生成 绩 的 好 坏 . 课程 要 少 而 精 
让 学 生 多 一 些 自由 支配 的 时 间 . 大 学 阶段 的 时 间 很 有 限 ， 怎 样 来 安 


* 原 载 《面向 二 十 一 世纪 的 中 国 数学 教育 )， 江 苏 教育 出 版 社 ，1994，41 一 49. 
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排 课程 呢 ” 主 要 应 安排 基础 课 . 中 学 数学 是 离散 、 有 限 与 确定 的 古 
代数 学 ， 而 且 课 程 的 进度 又 很 慢 . 学 生 进入 数学 系 后 ， 在 一 些 课程 
刚 开 始 就 要 碰 到 跟 中 学 课程 完全 不 同 的 概念 ， 例 如 分 析 中 的 无 穷 
大 ， 无 穷 小 ， 极 限 ， 连 续 等 .大 学 的 抽象 代数 或 近世 代数 是 讨论 某 
些 数 学 结构 的 共性 ， 如 群 ， 环 ， 域 等 ， 也 不 同 于 中 学 代数 的 具体 方 
程 求解 ， 中 学 除 平面 几何 外 ， 都 着 重 计算 ， 大 学 课程 则 要 用 严格 的 
逻辑 推导 手段 来 论证 一 系列 定理 . 因此 首先 要 求 大 学 生 对 新 的 数学 
概念 有 清楚 的 认识 与 了 解 ， 善 于 进行 数学 逻辑 推导 ， 能 够 判断 定理 
证 明 过 程 的 对 错 ， 这 是 数学 系 学 生 的 第 一 道 关 ， 总 之 ， 如 果 概念 不 
清楚 ， 这 就 是 个 很 大 的 问题 . 这 样 的 学 生 就 不 宜 继续 在 数学 系 学 
习 ， 而 应 该 鼓励 他 们 转 到 更 适宜 于 他 们 的 科 系 中 去 学 习 

数学 系 的 基础 课 主要 是 两 个 系列 ， 即 连续 数学 与 离散 数学 ， 前 
者 包括 数学 分 析 ， 复 变 函 数论 ， 实 变 函数 论 ， 拓 扑 学 等 ， 包 括 无 穷 
大 ， 无 穷 小 ， 极 限 ， 连 续 ， 微 积分 及 其 应 用 ， 包 括 局 部 微分 几何 
学 ， 复 围 道 积分 ， 解 析 函 数理 论 ， 测 度 论 ， 积 分 论 ， 点 集 拓扑 与 代 
数 拓扑 初步 ， 后 者 包括 线性 代数 ， 抽 象 代数 ， 其 中 初等 数论 可 以 单 
独 开课 ， 也 可 以 作为 抽象 代数 的 背景 材料 来 讲 ， 其 他 功课 ， 如 微分 
方程 ， 概 率 论 ， 调 和 分 析 及 一 些 专业 课 则 可 以 作为 选修 课 或 在 基础 
课 学 到 一 定 阶段 后 ， 由 学 生 自修 .基础课 在 前 两 年 半 至 三 年 来 学 
习 ， 时 间 应 该 是 够 用 的 .学 生 的 负担 不 会 很 重 . 余下 时 间 可 以 组 织 
自学 让 他 们 自己 去 图 书馆 找 书 ， 借 书 ， 读 书 .学 生 自学 能 力 如 何 ， 
这 是 第 二 道 关 ， 通 过 对 学 生 自 学 能 力 的 考察 ， 可 以 更 明显 地 分 辨 出 
他 们 数学 才能 的 档次 . 

除数 学 基础 课外 ， 物 理学 的 基础 知识 学 习 也 很 重要 ， 物理 是 与 
数学 科学 关系 最 密切 的 自然 科学 领域 ， 物 理 也 是 其 他 自然 科学 领域 
的 基础 .在 大 学 阶段 就 掌握 好 物理 的 基础 知识 ， 无 论 对 于 日 后 继续 
钻研 纯粹 数学 或 从 事 应 用 数学 工作 都 会 得 益 菲 浅 ， 对 于 微电脑 应 学 
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二 ， 师 生 共同 举办 数学 讨论 班 


浙江 大 学 数学 系 在 陈 建 功 与 苏 步 青 教授 的 倡议 与 指导 下 ， 将 师 
生 共同 举办 的 数学 讨论 班 作为 数学 系 高 年 级 学 生 的 主要 课程 ， 这 是 
值得 推广 的 经 验 ， 通 过 讨论 班 来 培养 学 生 独 立 学 习 与 工作 的 能 力 及 
对 于 发 现 有 攻坚 才能 与 创造 性 强 的 学 生 ， 都 是 一 个 很 好 的 方法 浙 
大 数学 讨论 班 分 甲 种 与 乙 种 ， 甲 种 讨论 班 由 老师 给 每 个 学 生 指定 一 
篇 数学 论文 ， 乙 种 讨论 班 由 老师 给 每 个 学 生 指定 一 本 数学 书 ， 交 给 
学 生 自己 去 阅读 ， 然 后 由 学 生 轮 流 上 讲台 作 报告 ， 老 师 听讲 并 提 
问 ， 每 个 学 生 每 学 期 要 讲 四 、 五 次 ， 这样 的 学 习 方 式 比 老师 讲课 ， 
学 生 听 课 记 笔记 ， 做 习题 ， 当 然 是 高 了 一 个 层次 .学 生 开始 由 “被 
动 ”地 学 习 走 向 “主动 ”地 学 习 . 这 是 有 指导 的 自学 ， 在 这 个 阶段 
中 ， 学 生 间 的 能 力 的 差距 就 拉 开 了 ， 这 也 是 一 个 数学 系 大 学 生 由 学 
习 走 向 独立 地 从 事 研究 工作 的 过 渡 阶 段 


三 ”强调 自学 与 交流 


大 学 的 时 间 只 有 四 年 ， 大 学 毕业 后 ， 继 续 工 作 的 时 间 至 少 也 有 
三 十 年 左右 ， 相 比 之 下 ， 在 大 学 学 习 的 时 间 是 很 短暂 的 .毕业 后 的 
进修 与 提高 主要 靠 自 学 来 进行 。 因 此 在 大 学 阶段 养 成 自学 的 习惯 就 
非常 重要 . 大 学 课程 的 教授 方法 应 不 同 于 中 学 ， 讲 课 方 式 更 要 尽量 
避免 填 鸭 式 ， 即 将 数学 逻辑 推导 一 步 步 交 待 清楚 就 算 了 事 ， 应 尽量 
采取 启发 式 教 学 ， 华 罗 庚 教授 的 讲课 就 是 一 个 很 好 的 范例 ， 他 常常 
将 高 年 级 的 课程 联系 到 低 年 级 的 课程 内 容 ， 甚 至 中 学 课程 来 讲授 
他 更 注意 各 门 课 之 间 的 相互 联系 ， 使 学 生 对 数学 有 一 个 整体 了 解 
华罗庚 教授 倡导 的 “一 条 龙 ”教学 法 就 是 将 基础 课 放 在 一 起 教 ， 不 
像 传统 地 分 门 教授 。， 总之， 课程 门类 要 少 一 点 ， 内 容 要 精简 一 点 
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使 学 生 有 较 充裕 的 时 间 进 行 自学 与 独立 思考 . 前面 讲 的 师 生 数学 讨 
论 班 就 是 有 指导 地 让 学 生 进行 自学 . 大 学 生 要 养 成 多 进 图 书馆 ， 自 
已 学 会 找 书 与 杂志 看 的 习惯 . 有 时 到 图 书馆 的 书架 上 拿 出 书 来 随便 
浏览 就 很 有 好 处 ， 即 所 谓 开卷 有 益 . 有 时 一 个 初步 印 像 ， 在 以 后 做 
研究 时 ， 就 会 由 于 这 个 印象 而 知道 到 那里 去 找 参考 资料 .还 应 该 经 
常 去 听 听 各 种 学 术 报告 ， 一 次 ， 二 次 听 不 懂 没 有 关系 ， 多 听 听 就 会 
懂得 多 起 来 了 ， 一 个 数学 家 的 知识 面 与 工作 面 变 得 较 宽 ， 除 自己 读 
书 外 ， 主 要 还 是 来 自 到 图 书馆 浏览 ， 听 报告 及 跟 数学 家 经 常 交 谈 中 
得 到 的 . 


四 培养 学 生 独 立地 进行 研究 工作 


数学 系 学 生 在 大 学 阶段 还 是 应 以 学 习 基础 课 为 主 ， 那 种 不 好 好 
学 习 基 础 课 ， 一 天 到 晚 钻 一 个 数学 问题 ， 特 别 是 一 个 经 典 问题 ， 如 
费 马 问 题 ， 哥 德 巴赫 问题 ， 似 乎 是 不 可 取 的 ， 这 种 问题 的 研究 特别 
需要 很 广阔 与 坚实 的 数学 基础 ， 而 且 需 要 对 前 人 的 研究 有 所 了 解 . 

数学 系 学 生 在 完成 大 学 阶段 的 学 习 后 ， 无 论 是 进入 研究 所 继续 
做 研究 生 ， 还 是 留 在 大 学 或 专科 学 校 做 研究 生 或 教书 ， 都 要 在 导师 
指导 下 或 自己 独立 地 找 一 个 研究 方向 ， 在 导师 指导 下 或 独立 地 进行 
数学 研究 工作 .如 果 大 学 阶段 接受 启发 式 的 教学 ， 并 经 过 师 生 数学 
讨论 班 的 训练 ， 学 生 就 应 该 具备 自己 作出 研究 方向 判断 的 能 力 ， 要 
在 有 经 验 的 教授 指导 下 ， 根 据 自 己 的 兴趣 ， 选 择 基础 性 强 ， 上 是 眼 很 
多 数学 分 支 有 联系 ， 又 很 活跃 的 数学 分 支 与 前 沿 课题 作为 研究 方 
向 。 数 学 分 支 大 体 上 似乎 可 以 分 成 四 种 情况 .第 一 是 完全 成 熟 ， 即 
已 不 再 继续 发 展 ， 或 已 可 以 判断 继续 发 展 的 价值 不 大 ， 再 出 现 重大 
成 果 的 机 会 很 微小 . 第 二 是 基本 上 成 熟 的 领域 ， 即 学 科 的 框架 已 建 
立 ， 但 还 有 些 未 解决 的 问题 待 研究 .第 三 是 正在 走向 成 熟 的 领域 
这 种 学 科 的 框架 已 基本 建立 ， 还 需 继续 完善 ， 尚 待 解决 的 问题 还 不 
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少 . 第 四 是 正在 发 展 的 领域 ， 学 科 框 架 尚未 建立 ， 第 一 类 学 科 不 应 
选 作 研究 方向 .这 里 我 想 引用 一 位 著名 物理 学 家 的 话 : “如 果 一 个 
领域 本 身 不 能 发 展 ， 你 就 有 天 大 的 本 事 也 没有 用 . ”如果 选择 了 第 
二 、 三 类 学 科 为 研究 方向 ， 当 然 可 以 学 会 一 些 深刻 的 结果 与 方法 
以 此 为 依托 ， 可 能 作 些 改进 与 推广 性 质 的 工作 .但 由 于 学 科 已 相当 
成 熟 ， 不 易 独 辟 蹊 径 。 第 四 类 学 科 由 于 不 成 熟 ， 未 定型 ， 虽 然 活动 
空间 大 ， 但 也 可 能 无 从 下 手 . 要 注意 现代 数学 领域 的 名 目 繁多 ， 有 
人 喜欢 标新立异 ， 有 不 少 东西 经 一 个 时 期 的 发 展 后 可 能 仍然 很 空 ， 
缺乏 生命 力 ， 当 了 解 到 这 一 情况 后 ， 就 应 立即 转移 研究 方向 ， 当 一 
个 人 从 事 纯粹 数学 研究 到 一 定 阶段 后 可 以 向 应 用 数学 方面 转 ， 应 用 
数学 是 近 几 十 年 来 才 大 量 发 展 起 来 的 学 问 ， 很 宽广 ， 大 有 用 武之 
地 . 纯粹 数学 出 身 的 人 从 事 应 用 数学 研究 ， 既 有 有 利 的 一 面 ， 即 数 
学 逻辑 推导 的 思维 与 能 力 比 应 用 数学 出 身 的 人 会 强 一 些 . 但 也 有 不 
利 的 一 面 ， 即 往往 在 研究 工作 中 对 应 用 数学 问题 的 背景 认识 不 够 ， 
工作 中 缺乏 对 实际 应 用 的 可 能 性 的 考虑 ， 从 而 将 应 用 数学 研究 完全 
当成 纯粹 数学 研究 ， 这 是 要 克服 的 倾向 


五 ”注意 研究 方法 


华罗庚 教授 对 数学 学 习 方 法 与 研究 方法 有 一 系列 精辟 的 论述 ， 
可 以 参看 他 的 著作 《华罗庚 科普 著作 选集 ) (上 海 教育 出 版 社 
1984)， 在 这 里 就 不 袭 述 了 .简要 地 说 ， 他 认为 做 研究 应 抓 住 “ 专 ” 
与 “ 漫 ”两 个 字 . “ 专 ” 字 比较 容易 理解 ， 要 求 我 们 对 专业 要 钻 得 
深 ， 研 究 工作 要 深入 . 但 钻 到 牛角 尖 里 去 也 不 行 ， 这 样 钻 了 进去 出 
不 来 了 ， 会 丧失 整个 时 间 的 .所 以 要 扩大 自己 的 数学 研究 领域 .但 
怎样 去 扩大 呢 ? 是 抛 掉 原 来 的 专业 去 另 搞 一 套 吗 ? 人 的 精力 有 限 
这 样 做 并 不 是 一 条 有 效 的 途径 . 所 谓 “ 漫 "， 即 从 自己 的 专业 出 发 
向 周围 的 数学 领域 进行 渗透 ， 就 是 要 尽量 利用 掌握 原来 数学 领域 这 
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样 一 个 优势 来 进行 工作 .这 样 做 往往 较 快 见效 ， 还 可 能 起 到 高 屋 建 
领 ， 事 半 功 倍 之 效 ， 有 时 还 可 以 用 原 专业 的 方法 解决 新 领域 的 问 
题 ， 起 到 他 山 之 石 ， 可 以 攻 玉 的 功效 .华罗庚 教授 还 注意 到 先 从 具 
体例 子 入 手 ， 将 特例 做 透 后 进而 推广 以 建立 一 般 结果 的 方法 ， 这 些 
都 是 值得 借鉴 的 . 


六 ”大 学 教师 要 进修 与 做 研究 工作 


作为 一 个 大 学 数学 教师 ， 首 先 要 有 较 宽广 与 坚实 的 数学 基础 ， 
即 所 有 数学 系 的 基础 课 都 要 能 够 开 ， 在 这 方面 ， 美 国 的 一 些 大 学 的 
制度 是 值得 借鉴 的 ， 他 们 要 求教 授 每 学 期 开 一 门 基础 课 ， 一 门 研究 
生 专业 课 ， 基 础 课 是 轮流 教 各 门 课 ， 这 样 教 一 、 二 遍 之 后 ， 自 然 就 
对 数学 基础 有 了 更 全 面 的 了 解 与 更 深刻 的 体会 了 ， 他 们 教授 的 专业 
课 往往 也 是 结合 自己 的 研究 ， 通 过 教学 使 对 一 门 数 学 有 更 系统 与 清 
晰 的 理解 ， 从 中 也 可 以 发 现 有 培养 前 途 的 青年 数学 家 ， 总之， 这 样 
做 可 以 起 到 教学 相 长 之 功 ， 既 对 学 生 有 益 ， 对 教师 本 身 也 是 培养 
大 学 教师 一 定 要 抓紧 进修 ， 最 好 的 进修 方式 是 做 研究 工作 ， 不 做 研 
究 工作 的 大 学 教师 不 是 一 个 合格 的 教师 ， 最 多 不 过 是 一 个 仅仅 只 会 
传授 书本 知识 的 人 而 已 .不 做 研究 工作 ， 就 很 难 对 教材 的 重点 有 所 
了 解 ， 更 不 用 说 将 重要 的 最 新 成 就 纳入 到 教材 中 去 ， 美国 一 些 大 学 
数学 系 的 老师 每 周 只 要 教 六 节 课 ， 又 不 要 坐班 ， 如 果 只 是 照 本 宣 科 
地 教 教书 ， 岂 不 太 轻松 了 吗 ? 那么 多 空余 时 间 交 给 教师 自己 来 安 
排 ， 干 什么 呢 ? 就 是 让 他 们 做 研究 工作 ， 我 想 再 次 重申 ， 只 有 通过 
研究 工作 ， 才 能 对 数学 的 了 解 不 断 深化 .只 有 通过 研究 工作 ， 才 有 
可 能 将 最 新 科研 成 果 教 给 学 生 ， 当 然 整 天 想 问题 ， 一 点 书 不 念 也 不 
行 ， 应 该 在 做 研究 工作 的 同时 ， 根 据 需要 去 念书 ， 这 样 由 于 念书 的 
针对 性 与 目的 性 明确 ， 念 书 的 劲头 与 深度 都 比 仅仅 为 了 学 习 知 识 而 
念书 要 好 很 多 . 那 种 把 大 学 仅仅 看 成 培养 学 生 的 中 心 而 不 强调 科研 


谈 谈 数学 系 的 教学 与 科学 研究 327 


工作 是 不 对 的 . 一 个 高 水 平 的 大 学 必须 担当 起 科学 研究 与 教学 双重 
任务 ， 大 学 应 该 办 成 既是 研究 工作 的 中 心 ， 又 是 培养 人 才 的 基地 

我 的 大 学 阶段 是 在 浙江 大 学 数学 系 渡 过 的 ， 接 受 了 陈 建 功 与 苏 
步 青 教授 的 数学 教育 体系 的 教导 .毕业 后 ， 由 国家 统一 分 配 来 中 国 
科学 院 数学 研究 所 工作 ， 师 承 华罗庚 教授 ， 在 他 领导 下 ， 从 事 数 论 
及 其 应 用 的 研究 ， 其 中 我 在 中 国 科学 技术 大 学 工作 了 八 年 ， 教 过 基 
础 课 与 专业 课 . 我 在 本 文中 所 发 表 的 意见 ， 在 很 大 程度 上 都 是 自己 
学 习 与 工作 的 经 验 体会 . 实际 上 ， 在 考虑 问题 时 ， 要 脱离 这 种 个 人 
经 验 是 不 可 能 的 ， 所 以 片面 性 甚至 错误 就 在 所 难免 了 ， 写 出 来 只 是 
供 作 交流 之 用 ， 不 当 之 处 ， 还 望 读者 指教 
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各 位 理事 、 各 位 同志 : 

本 届 理 事 会 及 其 常务 理事 会 是 1987 年 至 1988 年 春 ， 通 过 会 员 
代表 及 上 届 理 事 用 通讯 选举 的 方式 产生 的 ， 当 时 没有 召开 全 国会 员 
代表 大 会 及 全 体 理事 会 ， 这 样 做 主要 是 由 于 中 国 数学 会 财力 有 限 ， 
物价 昂贵 ， 另 外 也 是 为 了 减少 大 范围 的 会 议 ， 讲 求实 效 ， 这 件 事 本 
身 就 是 对 我 会 工作 的 一 次 改革 . 实践 证 明 ， 这 次 换届 选举 是 比较 好 
的 ， 大 家 对 选举 结果 比较 满意 .特别 是 本 届 理 事 会 进一步 实现 了 年 
轻 化 ， 这 对 推动 学 会 的 改革 ， 增 强 学 会 工作 的 活力 都 是 十 分 重要 
的 . 

本 届 常 务 理事 会 已 经 工作 一 年 多 了 ， 常 务 理事 会 采取 集体 领导 
形式 ， 一 切 重大 问题 都 经 过 常务 理事 会 (或 在 京 常务 理事 会 ， 在 京 
正副 理事 长 、 秘 书 长 会 ) 集体 讨论 决定 ， 交 由 负责 日 常 工作 及 有 关 
同志 执行 .会 议 的 决定 都 在 《中 国 数 学 会 通讯 》 上 公布 ， 通 告 全体 
会 员 知 道 .现在 我 向 各 位 理事 扼要 汇报 一 下 这 一 年 多 来 的 几 项 主要 
工作 ， 以 及 今后 工作 的 打算 ， 请 大 家 审议 . 


* 原 载 《中 国 数学 会 通讯 )，2，1989，2 一 5. 
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一 一 年 多 来 的 工作 


1. 调整 与 健全 各 工作 委员 会 . 

常务 理事 会 根据 工作 的 需要 ， 对 各 工作 委员 会 重新 作 了 调整 
我 们 希望 尽量 把 真正 在 数学 科研 与 教育 第 一 线 工作 ， 年 富力 强 ， 而 
又 热心 于 学 会 工作 的 同志 吸收 到 各 工作 委员 会 中 ， 以 利于 学 会 工作 
的 开展 . 经 过 协商 ， 各 工作 委员 会 的 主任 是 常务 理事 会 决定 的 ， 而 
各 工作 委员 会 成 员 ， 则 由 负责 人 提名 ， 经 常务 理事 会 批准 的 ， 各 工 
作 委 员 会 的 负责 人 如 下 : 学 术 交 流 工作 委员 会 主任 萧 树 铁 ， 教 育 工 
作 委 员 会 主任 严 士 健 ， 出 版 工作 委员 会 主任 吴 方 ， 国 际 交流 工作 委 
员 会 主任 石 钟 慈 ， 普 及 工作 委员 会 主任 孙 宗 沪 ， 组 织 工作 委员 会 主 
任 成 平 ， 数 学 名 词 审 定 委员 会 主任 田 方 增 ， 学 会 办 公 室 主任 任 南 
衡 . 这 里 的 组 织 工作 委员 会 是 本 届 理 事 会 新 设立 的 一 个 工作 机 构 ， 
这 主要 考虑 到 学 会 改革 ， 关 于 组 织 建设 有 大 量 细致 的 工作 要 做 ， 增 
加 这 样 一 个 委员 会 专门 负责 这 项 工作 是 很 有 必要 的 . 

除 上 述 工作 委员 会 外 ， 常 务 理事 会 通过 了 第 一 届 亚 洲 数学 家 大 
会 中 国 组 织 委员 会 名 单 ， 该 委员 会 将 直接 对 亚洲 数学 家 大 会 组 织 委 
员 会 负责 ， 承 担 他 们 委托 的 任务 .在 京 正副 理事 长 、 秘 书 长 会 议 根 
据 协 商 并 经 陈省身 教授 认可 ， 确 认 并 聘请 了 新 的 “陈省身 数学 奖 ” 
评奖 委员 会 委员 . 这 一 委员 会 将 根据 “陈省身 数学 奖 条 例 ” 开 展 陈 
省 身 数学 奖 的 评选 工作 ， 另 外 还 设立 了 “中 国 数学 会 国际 数学 奥 林 
匹克 委员 会 "， 这 个 组 织 直接 受 中 国 科学 技术 协会 与 国家 教育 委员 
会 的 领导 ， 并 对 他 们 负责 ， 是 一 个 挂靠 在 中 国 数学 会 中 的 机 构 ， 严 
士 健 与 裘 宗 沪 理事 代表 中 国 数学 会 参加 该 委员 会 的 工作 

2. 开展 国内 外 学 术 交 流 

召开 学 术 会 议 ， 开 展 学 术 交 流 ， 是 我 会 的 主要 工作 之 一 ，1988 
年 召开 的 国内 学 术 会 议 有 11 次 ， 国 际 学 术 会 议 有 2 次 ， 参 加 入 数 
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为 1307 人 ， 交 流 学 术 论文 1134 篇 . 

总 的 来 说 ，1988 年 召开 的 学 术 会 议 还 比较 好 ， 报 告 了 研究 成 
果 ， 交 流 了 学 术 思想 ， 沟 通 了 信息 . 特别 注意 了 为 国民 经 济 建设 服 
务 ， 理 论 与 实践 相 结 合 的 数学 方向 与 课题 . 但 也 有 一 些 值得 注意 之 
处 ， 某 些 会 议 学 科 内 容 偏 窗 ， 或 会 议 过 于 频繁 ， 相 互 交 叉 重复 ， 或 
准备 不 足 ， 论 文 质量 不 够 高 ， 另 有 一 些 学 科 ， 则 长 期 不 召开 学 术 会 
议 ， 交 流 不 够 活跃 ， 显 得 缺乏 活力 ， 这 些 问 题 要 在 今后 注意 克服 

为 了 促进 亚洲 地 区 数学 界 的 学 术 交 流 , “第 一 届 国 际 代 数 结构 
与 数论 学 术 会 议 ”于 1988 年 8 月 在 香港 召开 ， 我 国 约 有 四 十 位 数 
学 家 出 席 了 这 次 会 议 ， 除 广泛 报告 了 学 术 成 果 与 进行 了 学 术 交 流 
外 ， 还 与 台湾 、 香 港 地 区 的 数学 家 及 该 地 区 数学 会 的 领导 进行 了 很 
多 有 益 的 接触 和 探讨 ， 加 深 了 海峡 两 岸 学 者 的 感情 ， 大 家 切 盼 海峡 
两 岸 的 学 术 交 流 能 日 益 昌盛 . 

在 国际 代数 结构 与 数论 会 议 期 间 ， 召 开 了 有 十 一 个 国家 与 地 区 
数学 会 代表 参加 的 将 于 1990 年 8 月 在 香港 召开 的 “第 一 届 亚 洲 数 
学 家 大 会 ”筹备 会 议 ， 我 国有 五 位 数学 家 参加 了 这 次 筹备 会 ， 根 据 
目前 了 解 ， 亚 洲 各 国 与 地 区 均 将 派出 他 们 最 突出 的 数学 家 参加 会 
议 . 中 国 数学 会 负责 大 会 的 分 析 组 工作 ， 开 好 这 次 会 议 是 很 重要 
的 ， 这 将 标志 着 亚洲 地 区 的 数学 已 进入 国际 数 坛 ， 中 国 的 组 织 委员 
会 已 经 成 立 ， 负 责 审定 中 国 出 席 会 议 的 代表 资格 .筹备 好 这 次 国际 
会 议 将 是 我 们 1988 至 1989 年 的 一 项 重要 工作 ， 需 要 大 家 共同 关心 
与 支持 、 

常务 理事 会 对 1988 年 8 月 召开 的 ， 由 中 科 院 数学 所 与 中 国 科 
技 大 学 联合 主办 的 “纪念 华罗庚 国际 数论 与 分 析 会 议 ”给 予 了 支 
持 

3. 办 好 各 数学 期 刊 与 《中 国 数学 会 通讯 ). 

数学 期 刊 的 编辑 出 版 工作 是 数学 会 的 重要 工作 之 一 ， 我 会 主办 
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的 学 术 期 刊 是 中 国 在 国内 外 最 有 影响 的 数学 杂志 之 一 .1988 年 我 
会 好 几 个 刊物 召开 过 编 委 会 ， 讨 论 了 办 刊 方针 ， 调 整 了 编 委 会 

4. “陈省身 数学 奖 ” 评 奖 工作 

由 香港 亿 利 达 工业 发 展 集团 有 限 公司 总 裁 刘 永 龄 先生 提供 捐助 
而 设立 的 “陈省身 数学 奖 "， 委 托 数学 会 常务 理事 会 组 织 评选 委员 
会 进行 评选 .首届 的 评奖 和 颁奖 工作 是 成 功 的 ， 此 奖 起 到 了 鼓励 中 
青年 数学 工作 者 努力 攀登 数学 高 峰 的 作用 .1988 年 评选 出 1987 年 
和 1988 年 度 的 两 位 得 奖 人 : 中 国 科学 院 系统 科学 所 研究 员 李 邦 河 
和 北京 大 学 数学 系 教授 姜 伯 驹 ， 名 单 送 交 陈省身 教授 审阅 同意 ， 
1989 年 秋 将 在 北京 召开 发 奖 大 会 进行 颁奖 

5. 数学 普及 工作 . 

我 会 的 数学 普及 工作 主要 是 面向 青少年 的 工作 ， 通 过 普及 工作 
委员 会 和 全 国 各 省 、 自 治 区 、 直 辖 市 数学 会 的 共同 努力 ， 积 极 开展 
各 种 活动 ， 取 得 了 较 大 的 成 绩 

每 年 举办 的 中 学 生 数 学 竞赛 ， 分 初 、 高 中 先后 举行 ， 这 项 有 意 
义 的 中 学 生 课外 活动 ， 受 到 广大 师 生 和 教育 部 门 的 欢迎 ， 对 于 提高 
中 学 数学 教学 水 平 起 到 了 积极 作用 .高 中 竞赛 的 优胜 者 参加 了 在 上 
海 复旦 大 学 举行 的 第 三 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ， 通 过 考试 选拔 了 
20 名 学 生 组 成 集训 班 ， 最 后 再 从 中 选 出 6 名 队员 ， 组 成 代表 队 出 
国 参赛 ，1988 年 在 澳大利亚 举行 的 国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 获得 
团体 总 分 第 二 名 ， 为 我 国 争 得 了 荣誉 

1989 年 1 月 ， 我 会 与 中 国 科技 大 学 及 《中 学 生 数 理化 杂志 
在 合肥 联合 举办 了 第 四 届 全 国 中 学 生 冬令 营 ， 选 出 了 22 名 学 生 组 
成 集训 班 进行 紧张 培训 ， 他 们 将 迎接 今年 7 月 在 西 德 举行 的 第 30 
届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 . 

由 我 会 和 中 国 优选 法 、 统 筹 法 与 经 济 数学 研究 会 、 中 国 科 协 青 
少年 部 、 中 国 少年 报社 、 中 央 电 视 台 等 联合 举办 的 “第 二 届 华 罗 庚 
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金杯 少年 数学 邀请 赛 "， 在 1988 年 12 月 举行 了 初赛 ， 共 有 近 二 百 
三 十 万 小 学 生 和 初中 一 年 级 学 牛 参加 初赛 ， 经 各 市 举行 复赛 后 ， 二 
月 下 旬 在 深圳 进行 了 决赛 并 举行 了 发 奖 大 会 

普及 工作 除 面 向 青少年 学 生 的 数学 竞赛 工作 外 ， 还 有 很 多 其 它 
工作 ， 如 果 人 力 、 财 力 允 许 ， 还 应 做 其 它 方面 的 普及 工作 .另外 ， 
在 数学 竞赛 活动 中 不 宜 过 份 强调 优胜 名 次 ， 不 要 搞 层 层 选拔 ， 亦 应 
减少 专门 培训 ， 切 不 可 加 重 师 生 负担 ， 干 扰 正 常 教学 秩序 


二 ”在 改革 中 开拓 前 进 


中 国 数学 会 是 一 个 有 五 十 多 年 历史 的 重要 学 会 ， 是 国家 在 数学 
领域 的 高 级 智力 集团 ， 是 汇集 优秀 数学 人 才 的 宝库 .充分 发 挥 中 国 
数学 会 在 国家 科技 进步 、 经 济 振兴 和 社会 发 展 中 的 重要 作用 ， 在 国 
际 上 要 能 与 诸多 数学 先进 国家 的 数学 会 立 于 平等 地 位 ， 这 是 数学 会 
改革 的 重要 目标 

中 国 数学 会 在 解放 后 经 历 了 一 个 曲折 的 发 展 过 程 ， 解 放 后 至 
1957 年 ， 是 一 个 迅速 发 展 的 时 期 ，1957 年 至 1966 年 受到 “ 左 ”的 
路 线 和 政策 冲击 ， 使 学 会 逐步 萎缩 . “文革 ”十 年 浩劫 迫使 数学 会 
停止 了 一 切 活动 . 

粉碎 “四 人 帮 ” 后 ， 特 别 是 在 党 的 十 一 届 三 中 全 会 以 来 ， 我 会 
又 迅速 得 到 恢复 与 发 展 ， 在 促进 我 国 数学 发 展 及 其 本 身 的 组 织 建 
设 、 民 主办 会 等 方面 都 做 了 大 量 工作 ， 取 得 了 成 绩 ， 这 是 有 目 共 睹 
的 .从 1986 年 以 来 ， 由 于 社会 上 对 知识 、 知 识 分 子 的 不 重视 ， 物 
价 高 涨 ， 通 货 膨 涨 ， 体 脑 分 配 倒挂 ， 社 会 不 良 风气 的 影响 等 等 ， 数 
学 会 的 工作 又 日 趋 困 难 ， 这 就 需要 我 们 能 适应 新 的 形势 ， 团 结 广大 
数学 工作 者 ， 改 善 我 们 的 工作 ， 使 我 们 能 在 改革 中 继续 前 进 ， 为 发 
展 我 国 的 数学 事业 作出 应 有 的 贡献 

中 国 数学 会 是 中 国 科学 技术 协会 所 属 的 群众 团体 之 一 ， 它 的 改 
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革 必 须 与 中 国 科 协 的 改革 同步 进行 ， 前 不 久 中 国 科 协 三 届 四 次 全 委 
会 已 通过 “中 国 科 协 改革 的 基本 设想 "， 我 们 要 以 这 个 文件 为 指针 ， 
根据 我 会 的 实际 情况 ， 作 出 适合 数学 会 的 改革 方案 ， 上 月 我 会 专门 
召开 了 一 次 组 织 工作 座谈 会 ， 李 中 同志 将 就 有 关 加 强 我 会 组 织 建 
设 、 换 发 会 员 证 及 收缴 会 员 会 费 等 问题 ， 向 大 家 进行 解释 与 说 明 . 
下 面 我 想 就 改革 与 今后 的 工作 谈 几 点 个 人 意见 : 

1， 明 确 中 国 数学 会 的 主要 任务 是 促进 发 展 中 国 的 数学 事业 ,所 
以 始终 要 把 进行 学 术 交 流 ,提高 我 国 的 数学 水 平 作为 中 心 任务 来 抓 . 
我 会 要 更 有 效 ,更 高 水 平地 召开 学 术 会 议 与 开展 学 术 交流 活动 , 要 与 
数学 刊物 的 挂靠 单 位 共同 努力 办 好 我 会 的 学 术 刊 物 . 由 于 物价 上 涨 ， 
经 费 紧张 ,会 议 开支 不 断 增 大 , 使 学 术 会 议 与 交流 日 趋 艰 难 ,出 版 乔 
物 更 是 赔钱 . 如 何 继续 使 刊物 办 下 去 , 需 认真 讨论 ,是 否 尽量 增加 英 
文 版 的 比重 都 是 值得 讨论 的 . 在 适当 时 候 , 我 们 考虑 召开 一 次 出 版 工 
作 会 议 加 以 研究 . 

1990 年 将 在 香港 召开 的 第 一 届 亚 洲 数学 家 大 会 ， 中 国 将 有 约 
60 位 数学 家 参加 ， 如 何 更 有 效 地 组 织 好 这 样 大 型 的 学 术 活动 ， 需 
请 大 家 共同 关心 与 支持 ，1990 年 还 将 在 日 本 京都 召开 国际 数学 家 
大 会 ， 我 会 亦 要 积极 准备 参加 这 一 活动 . 

2. 教育 工作 是 全 社会 关心 的 最 重大 的 问题 之 一 , 在 基础 教育 
中 ,数学 是 最 重要 的 课目 .我 们 要 关心 数学 的 教学 改革 , 使 之 适应 现 
代 科技 发 展 的 要 求 .钱学森 教授 最 近 给 杨 乐 教授 的 信 , 特别 提 到 数学 
教改 问题, 我 们 已 在 “通讯 "上 发 表 , 以 引起 广泛 注意 .我 们 考虑 在 适 
当时 候 , 召开 一 些 座谈 会 来 交流 看 法 . 

3. 1990 年 将 在 北京 举行 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 ， 这 
项 工作 由 中 国 科 协 与 国家 教委 负责 领导 ， 中 国 数学 会 要 组 织 力量 ， 
尽量 为 这 一 活动 作出 应 有 的 贡献 

4. 中 国 数学 会 作为 一 个 群众 组 织 ， 必 须 逐 步 开辟 经 费 来 源 ， 
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增强 自 筹 经 费 的 能 力 .这 是 由 于 完全 靠 国家 拨款 ， 就 不 能 称 其 为 群 
众 组 织 ， 若 完全 靠 挂靠 单位 的 经 济 资助 ， 就 有 可 能 成 为 挂靠 单位 的 
附属 单位 ， 因 此 征收 个 人 会 费 与 团体 会 费 这 也 是 大 势 所 趋 ， 这 样 还 
可 以 改变 目前 会 员 与 非 会 员 之 间 没 有 明确 区 别 ， 会 员 与 非 会 员 的 权 
利 与 义务 没有 任何 形式 的 实际 体现 ， 这 样 下 去 数学 会 对 会 员 就 不 会 
有 凝聚 力 ， 关 于 这 个 问题 我 就 不 详 谈 了 . 

5 加强 组 织 建设 与 民主 办 会 .“ 中 国 科 协 改革 的 基本 设想 ” 指 
出 “理事 会 规模 不 宜 过 大 ， 要 增加 中 青年 理事 的 比例 ， 加 快 理事 更 
新 ， 理 事 长 任期 一 届 ， 一 般 不 连 选 连任 "， 数 学 会 规定 理事 不 得 连 
任 两 届 ， 新 当选 理事 不 得 超过 60 岁 ， 而 且 本 届 理 事 会 人 数 比 上 届 
有 所 减少 ， 这 些 都 是 符合 “设想 ”精神 的 ， 在 科 协 的 各 学 会 中 是 走 
在 前 面 的 . 今后 我 们 要 更 好 地 发 挥 理事 会 特别 是 常务 理事 会 的 作 
用 . 建议 理事 长 只 主持 一 届 理 事 会 的 工作 ， 不 连 选 连任 . 

同志 们 ， 这 次 理事 会 我 们 将 举行 一 系列 学 术 报 告 ， 还 将 举行 小 
组 座谈 、 大 组 发 言 ， 充 分 听取 理事 们 对 中 国 数学 会 改革 的 意见 ， 听 
取 对 今后 工作 的 建议 与 对 过 去 工作 的 评议 ， 还 将 召开 一 些 专题 的 会 
议 . 众所周知 ， 我 们 现在 的 困难 是 很 多 的 ， 但 我 们 相信 只 要 大 家 群 
策 群 力 ， 团 结 奋斗 ， 我 们 定 能 不 断 取得 成 绩 ， 我 们 的 事业 定 能 不 断 
前 进 ! 

谢谢 大 家 . 
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各 位 同志 : 

本 届 理 事 会 任期 是 1988 年 开始 ，1991 年 结束 .现在 我 代表 本 
届 常 务 理事 会 向 各 位 同志 扼要 汇报 一 下 四 年 来 我 们 做 的 一 些 工作 及 
我 们 的 工作 体会 . 


一 ”四 年 来 的 工作 


中 国 数学 会 的 工作 大 体 上 分 成 两 类 ， 其 一 是 经 常 性 的 工作 ， 这 
项 工作 由 各 工作 委员 会 和 专业 委员 会 负责 主持 ， 其 二 是 一 些 特殊 的 
事情 ， 由 常务 理事 会 指定 专人 负责 ， 现 在 我 就 这 两 类 工作 分 别 汇报 
如 下 : 

1. 经 常 性 的 工作 . 

@ 学 术 交 流 工作 : 这 四 年 共 支持 国内 学 术 会 议 58 次 ， 参 加 人 
数 有 5500 人 次 ， 共 宣读 论文 4500 篇 . 

@ 编 辑 出 版 工作 : 以 数学 会 名 义 编辑 出 版 的 杂志 共 10 个 ， 这 
些 杂志 均 有 挂靠 单位 .这 四 年 中 ， 好 几 个 杂志 都 调整 过 编 委 会 ， 讨 
论 过 办 刊 方向 ， 努 力 提高 刊物 质量 . 

图 普 及 工作 : 每 年 分 高 中 与 初中 举办 国内 数学 联赛 ， 选 拔 与 培 


* 原 载 《中国 数学 会 通讯 )，9，1991，2 一 5. 
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训 出 国 代表 队 参 加 国际 数学 奥林匹克 ， 连 年 取得 了 好 成 绩 ，1991 
年 开始 举办 了 小 学 数学 奥林匹克 . 

@ 传 播 工 作 : 这 是 1989 年 理事 会 会 议 上 成 立 的 一 个 工作 委员 
会 ， 其 任务 在 于 进行 数学 竞赛 以 外 的 数学 普及 工作 ， 数 学 传播 委员 
会 成 立 后 ， 积 极 开展 了 各 种 工作 和 活动 ， 例 如 由 他 们 负责 组 织 的 
《走向 数学 》 从 书 等 ， 今 年 已 搞 了 首次 全 国 优秀 数学 传播 类 图 书 的 
评选 


@@ 组 织 建设 与 改革 尝试 : 我 会 理事 会 这 次 换届 进一步 实行 改 
单 ， 在 征求 了 全 体 理事 的 意见 后 ， 决 定 不 召开 全 国 代 表 大 会 ， 下 届 
理事 由 各 省 、 市 、 区 数学 会 推选 后 由 常务 理事 会 确认 . 

从 1989 年 开始 我 会 进行 会 员 重新 登记 并 颁发 统一 的 新 的 中 国 
数学 会 会 员 证 ， 目 前 已 有 24 个 省 市 自治 区 数学 会 进行 了 会 员 登 记 
各 颁发 会 员 证 的 工作 ， 推 动 了 地 方 数学 会 的 建设 和 学 会 活动 的 开 
展 . 

2. 特殊 性 的 工作 . 

这 种 工作 是 一 些 特 别 的 任务 ， 均 有 时 间 性 ， 所 以 数学 会 组 织 一 
些 专 人 负责 进行 . 

QD1990 年 举办 了 第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 (IMO)， 中 国 是 
东道 国 ， 中 国 数学 会 是 五 个 主办 单位 之 一 ， 我 国 选手 得 到 五 块 金 
牌 ， 一 块 银 牌 ， 团 体 总 分 第 一 ， 中 国 数学 会 与 中 国 数学 奥林匹克 委 

会 ， 组 织 了 十 多 位 高 水 平 的 数学 家 对 各 国 提出 的 一 百 多 道 试题 进 
行 了 简化 与 改进 ， 组 织 了 中 国 科 学 院 、 北 大 、 复 旦 、 科 大 、 南 开 等 
单位 五 十 一 位 数学 家 担任 协调 员 ， 他 们 对 各 国 和 地 区 的 试卷 进行 了 
准确 的 核查 .这 些 工作 的 完成 反映 中 国 数学 的 整体 水 平 ， 获 得 各 参 
赛 国 的 好 评 . 我 们 有 一 百 多 位 数学 家 参加 组 织 工 作 和 后 勤 工 作 ， 他 
们 在 很 困难 的 条 件 下 ， 出 色 地 完成 了 任务 . 我 告诉 大 家 一 个 消息 ， 
香港 政府 已 批准 1994 年 在 香港 举办 第 35 届 IMO， 这 将 是 第 二 次 
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在 亚洲 地 区 举行 IMO. 

@ 六 十 多 位 数学 家 参加 了 1990 年 在 日 本 京都 召开 的 国际 数学 
家 大 会 及 会 后 的 一 系列 学 术 活 动 ， 开 阔 了 眼界 ， 增 强 了 信心 ， 特 别 
是 中 国 数学 会 与 位 于 中 国 台北 的 数学 会 联合 参加 了 国际 数学 联合 会 
(IMU) 全 体会 议 . 

图 组 织 六 十 多 位 数学 家 参加 1990 年 在 香港 召开 的 第 一 届 亚 洲 
数学 家 大 会 ， 我 们 有 十 多 位 数学 家 应 邀 作 大 会 报告 或 邀请 报告 ， 还 
有 十 人 主持 了 学 术 报告 会 ， 大 面积 地 宣传 了 中 国 的 数学 成 就 . 

@ 组 织 了 三 十 多 位 数学 家 参加 1991 年 6 月 在 香港 召开 的 “ 程 
序 结 构 与 电 算 语言 代数 国际 学 术 会 议 ”. 

回 我 会 概率 统计 分 会 于 1989 年 11 月 组 织 了 30 多 人 参加 了 在 
日 本 东京 举行 的 “中 日 统计 第 三 次 学 术 会 议 "; 于 1990 年 12 月 组 
织 了 40 多 人 参加 了 在 香港 召开 的 “ 泛 华 统计 学 会 第 一 次 学 术 会 

@ 经 国际 数学 教育 委员 会 主席 提议 ， 由 中 国 数学 会 与 北京 师 大 
等 六 单位 联合 举办 ， 于 1991 年 8 月 5 日 至 8 月 8 日 在 北京 召开 了 
“国际 数学 教育 北京 会 议 ”， 到 会 代表 有 300 多 人 ， 其 中 外 国 代表 约 
130 人 . 

加 组 织 我 国 数学 家 的 优秀 著作 到 国外 出 版 ， 仅 通过 科学 出 版 社 
与 斯 普 林 格 出 版 社 联合 出 版 的 渠道 就 不 下 二 十 本 .另外 还 出 版 〈 统 
计 在 中 国 )，(《 概 率 在 中 国 》 与 《计算 数学 在 中 国 》 等 著作 . 

@ 组 织 翻译 《苏联 数学 百科 全 书 》 共 十 卷 . 

@ 组 织 《 走 向 数学 》 丛书 ， 不 少 著名 数学 家 为 该 丛书 撰 稿 . 

@ 组 织 讨论 钱 学 森 教 授 在 中 国 数学 会 作 的 “数学 科学 与 理工 科 
数学 教学 改革 ”报告 .我 们 在 北京 与 上 海 举行 了 座谈 会 ， 对 我 国 大 
学 数学 教改 起 了 一 定 的 推动 作用 . 

@@ 组 织 评选 “陈省身 数学 奖 ”两 次 . 这 一 奖金 是 国内 很 成 功 的 
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奖金 之 一 ， 有 较 好 的 国内 外 影响 .我 告诉 大 家 ， 鉴 于 这 一 奖金 办 得 
很 好 ， 香 港 亿 利 达 工 业 集 团 总 裁 刘 永 龄 先生 答应 再 资助 经 费 六 年 ， 
共 十 八 万 元 港币 (每 两 年 六 万 元 港币 ). 


1. 我 们 的 工作 得 到 上 级 领导 ， 社 会 ， 各 研究 所 ， 大 学 及 广大 
数学 家 的 支持 . 第 31 届 IMO 之 后 ， 江 泽 民 总 书记 与 李鹏 总 理 接见 
了 参与 IMO 的 部 分 数学 家 与 全 体 选手 .国家 对 第 31 届 IMO 财政 
拨款 120 万 元 人 民 币 .香港 企业 家 徐 展 堂 先生 及 国内 许多 单位 大 力 
资助 ， 很 多 数学 工作 者 对 中 国 数学 会 十 分 关心 ， 无 偿 地 为 数学 会 服 
务 ， 还 有 中 国 科 协 对 数学 会 的 领导 与 经 费 支 持 ， 与 数学 有 关 的 各 单 
位 对 数学 会 作出 的 支持 ， 特 别 是 数学 会 的 挂靠 单位 中 国 科学 院 数 学 
研究 所 的 支持 .我 告诉 大 家 ， 常 务 理事 会 建议 将 挂靠 单位 扩大 为 中 
科 院 数学 所 、 应 用 数学 所 与 系统 科学 所 三 所 ， 已 得 三 所 同意 ， 并 分 
别 拨 出 新 楼 的 一 间 房子 给 中 国 数学 会 办 公 室 用 ， 我 代表 中 国 数学 会 
向 所 有 支持 我 会 工作 的 单位 和 个 人 表示 囊 心 的 感谢 

2. 中 国 数学 会 能 够 顺利 完成 上 述 工作 的 重要 原因 之 一 是 有 一 
个 团结 合作 、 相 对 年 轻 的 领导 集体 ， 从 总 结 经 验 的 角度 出 发 ， 有 下 
列 经 验 值得 坚持 : 

中 坚持 集体 领导 ， 分 工 负责 与 民主 办 会 .数学 会 领导 是 民主 选 
举 产生 的 ， 大 事 通过 常务 理事 会 决定 ， 包 括 分 工 在 内 ， 一 切 决议 及 
时 在 《中 国 数学 会 通讯 》 上 发 表 让 全 体会 员 知道 ， 达 到 充分 透明 
度 . 民主 与 透明 是 团结 的 基础 

@ 对 中 国 的 数学 现状 比较 了 解 ， 所 以 办 事 比较 公正 . 能 做 到 这 
一 点 的 基本 保证 是 集体 领导 

加 比较 实事 求 是 ， 一 切 从 实际 出 发 ， 凡 有 利于 工作 的 改革 就 
干 ， 而 且 是 尽量 稳妥 地 进行 改革 
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@ 较 好 地 做 到 吸引 数学 家 来 为 数学 会 工作 ， 争 取 社会 各 方面 对 
数学 会 的 支持 

@ 注 意 加 强 跟 港澳 与 台湾 数学 家 的 交流 与 合作 

以 上 五 方面 ， 我 们 做 了 一 些 工作 . 我 们 觉得 做 得 很 不 够 的 是 发 
挥 大 家 积极 性 不 够 ， 还 应 该 开拓 更 多 的 工作 面 ， 把 大 家 吸引 到 发 展 
中 国 的 数学 事业 中 去 ; 如 何 发 挥 京 外 的 理事 的 积极 性 ， 不 仅 做 得 不 
够 ， 还 未 找到 很 好 的 途径 来 做 ;如 何 加 强 中 国 数学 会 对 各 省 市 自治 
区 数学 会 的 指导 与 联系 还 有 待 进 一 步 探 索 ， 所 以 中 国 数学 会 虽然 做 
了 一 些 工作 ， 但 离 全 国 数学 界 对 我 们 的 信任 与 要 求 ， 还 有 差距 ， 欢 
迎新 老 理事 们 对 这 届 理 事 会 的 工作 从 多 方面 提出 批评 建议 ， 现 在 新 
的 理事 会 已 经 产生 了 ， 他 们 是 各 省 市 自治 区 数学 会 和 有 关 单 位 通过 
民主 协商 ， 用 适当 方式 推选 出 来 的 ， 有 较 好 的 群众 基础 和 一 定 的 代 
表 性 ， 我 们 深信 他 们 将 在 我 们 这 几 年 工作 的 基础 上 把 数学 会 的 工作 
搞 得 更 好 ， 一 定 能 将 中 国 数学 事业 推 向 一 个 新 的 高 峰 ， 我 代表 本 届 
理事 会 预 祝 他 们 在 未 来 的 工作 中 顺利 成 功 


话说 数学 所 的 经 典 分 析 


数学 所 的 经 典 分 析 主 要 是 华罗庚 领导 的 解析 数论 与 能 庆 来 领导 
的 单 复 变 函 数论 . 此 外 还 有 富 利 叶 分 析 ， 函 数 逼 近 论 及 微分 方程 的 
一 部 分 ， 韦 依 认 为 解析 数论 应 属于 分 析 ， 这 是 对 的 ， 因 为 解析 数论 
主要 在 于 创造 与 改进 一 些 分 析 不 等 式 ， 数 论 问题 是 它们 的 背景 与 应 
用 . 

早 在 50 年 代 初 ， 华 罗 庚 就 组 建 了 以 研究 哥 德 巴赫 猜想 为 中 心 
的 “数论 讨论 班 "， 所谓 哥 德 巴赫 猜想 是 1742 年 哥 德 巴赫 与 欧 拉 通 
信 时 产生 的 一 个 猜想 ， 即 “每 个 大 于 或 等 于 4 的 偶数 都 是 两 个 素数 
之 和 ”， 简 称 “1+ 1”. 从 20 年 代 开 始 ， 由 于 研究 这 个 问题 而 产生 
的 “ 圆 法 ” “第 法 ”与 “ 某 些 指数 和 估计 方法 ”都 是 解析 数论 的 强 
有 力 方法 ， 大 大 地 推动 了 数论 乃至 其 邻近 学 科 的 发 展 ， 华罗庚 选择 
哥 德 巴赫 猜想 来 研究 的 战略 眼光 是 通过 对 这 个 问题 的 成 果 的 学 习 而 
达到 对 解析 数论 重要 方法 的 掌握 . 这 是 培养 青年 干部 的 一 条 好 途 
径 . 华罗庚 并 未 企 望 在 哥 德 巴赫 猜想 本 身 会 得 到 结果 . 

那 时 用 第 法 得 到 的 最 佳 记录 是 原 苏 联 数学 家 布 赫 夕 塔 布 在 
1940 年 证 明 的 “4+4"， 即 “每 个 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 
数 皆 不 超过 4 的 整数 之 和 "， 简 称 “4+ 4"， 及 匈牙利 数学 家 瑞 尼 于 
1947 年 证 明 的 “1 + C”. 若 用 瑞 尼 的 方法 来 计算 C， 这 将 是 一 个 
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天 文 数字 . 应 该 说 这 两 个 结果 还 有 较 大 的 改进 余地 .初生 牛犊 不 怕 
虎 ， 有 的 青年 人 偏 要 碰 碰 这 个 猜想 . 1956 年 与 1957 年 ， 王 元 证 明 
了 “3+4” 与 “2+3”. 1962 年 ， 数 学 所 讨论 班 的 参加 者 山大 讲师 
潘 承 洞 证 明了 “1+5” 与 “1+4”. 不 料 在 1965 年 ， 意 大 利 数学 家 
庞 比 尼 与 原 苏 联 数学 家 阿 维 诺 格 拉 朵 夫 分 别 证 明了 “1+3”， 他 们 
不 仅 夺 走 了 中 国人 的 记录 ， 而 且 有 数学 家 估计 用 得 法 做 出 “1 + 3” 
已 经 到 “ 头 ” 了 .陈景润 偏 不 信 那 ， 他 于 1966 年 证 明了 “1 +2”. 
证 明 全 文 发 表 于 1973 年 .在 1974 年 英国 出 版 的 哈 贝 斯 坦 与 黎 切 尔 
特 的 “ 筛 法 ” 书 ， 作 者 就 是 在 见 到 陈景润 的 文章 后 加 上 最 后 一 章 
“ 陈 氏 定理 ”的 ， 称 之 为 “惊人 的 定理 ", “从 筛 法 的 任何 方面 来 说 ， 
它 都 是 光辉 的 顶点 ”. 

1957 年 ，64 岁 的 能 庆 来 由 法 国 回国 定居 了 . 他 不 顾 年 老 体 衰 ， 
毅然 在 数学 所 组 织 了 “ 整 函数 与 亚 纯 函数 值 分 布 理 论 ” 的 讨论 班 . 
所 谓 值 分 布 理论 为 讨论 函数 的 “ 亏 值 "*， 即 取 不 到 的 那些 值 ， 例 如 
指数 函数 就 取 不 到 “ 零 "， 当 然 “ 亏 值 ”的 含义 也 在 不 断 地 扩充 . 
“ 气 值 ”数量 的 估计 是 个 中 心 问 题 . 讨论 班 的 参加 者 均 年 龄 偏 大 了 . 
直到 60 年 代 ， 才 有 些 青年 陆续 给 能 庆 来 做 研究 生 与 研究 实习 员 . 
不 久 ， 讨 论 班 即 因 “ 文 革 ” 而 终止 ， 但 有 些 青 年 并 未 中 断 自 己 的 工 
作 . 

1976 年 5 月 3 日 至 27 日 ， 美 国 派 来 了 一 个 以 麦克 莱 因 为 团 长 
的 十 一 人 “纯粹 数学 与 应 用 数学 访 华 代表 团 ”"， 访 问 了 数学 所 及 几 
所 重点 大 学 ， 听 取 了 六 十 几 个 工作 报告 ,代表 团 回 国 后 ， 写 了 一 个 
长 达 115 页 的 “报告 "， 重 要 部 分 已 正式 发 表 了 ， 详 细 地 介绍 了 中 
国 的 数学 . 关于 “文革 ”前 , “报告 ”指出 :“ 这 一 时 期 ， 解 析 数 论 
与 代数 拓扑 是 最 强 的 领域 "， 并 提 到 华罗庚 ， 吴 文俊 ， 汉 康 ， 陈 景 
润 与 万 哲 先 的 名 字 与 工作 . 

关于 中 国 数学 的 现状 , “报告 ”指出 :“ 很 少 几 个 数学 家 在 从 事 
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分 析 研究 ， 有 些 创始 性 的 工作 是 真正 优秀 的 ， 在 考虑 到 这 些 工 作 是 
在 孤立 状态 下 完成 的 就 更 令 人 感动 了 ， 特 别 解析 数论 与 亚 纯 函数 的 
工作 是 优秀 的 .”“ 数 学 所 在 解析 数论 方面 的 优秀 工作 是 华罗庚 的 一 
群 学 生 作 的 ， 近 年 得 到 的 杰出 结果 是 陈景润 关于 哥 德 巴赫 狂想 的 最 
佳 记录 定理 ."“ 中 国 数学 家 在 复 分 析 方面 最 有 价值 的 贡献 在 于 奈 凡 
林 那 理论 方面 ， 这 些 工 作 是 数学 所 的 杨 乐 与 张 广 厚 作 的 .世界 上 很 
多 数学 家 在 这 一 领域 仔细 地 耕耘 了 半 个 世纪 ， 它 需要 令 人 生 旦 的 分 
析 技 巧 ， 对 这 个 古老 学 科 来 说 ， 杨 乐 与 张 广 厚 得 到 了 一 些 新 的 与 深 
刻 的 结果 .” 

从 此 ， 陈 景 润 ， 杨 乐 ， 张 广 厚 成 为 中 国 数学 界 的 “黑马 ” 登 上 
了 数学 舞台 ， 当 然 也 由 于 宣传 上 的 某 些 不 当 ， 使 成 二 上 万 不 具备 数 
学 基本 训练 的 人 向 哥 德 巴赫 猜想 “进军 "， 造 成 了 损失 ， 这 是 美 中 
不 足 . 

当年 这 些 生气 皂 过 的 青年 都 已 经 年 过 半 百 了 ， 中 国 的 经 典 分 析 
非常 期 待 于 青年 一 代 人 来 继续 开拓 . 


总 结 经 验 ”继续 前 进 ” 


从 1984 年 第 四 季度 起 ， 数 学 所 就 逐步 向 全 国 数学 界 开放 了 . 
年来， 我 们 邀请 了 十 六 位 国内 优秀 中 年 数学 家 来 所 工作 ， 共 工作 
了 三 十 八 个 人 月 ， 吸 收 了 十 五 名 进修 人 员 (包括 大 学 教师 及 硕士 研 
究 生 ); 共 举 办 了 五 个 基础 数学 研究 班 ， 计 二 百 余 人 ， 包 括 有 理 副 
近 、 奇 点 理论 、 生 物 数学 、 泛 函 分 析 等 领域 .我 所 邀请 来 的 访问 学 
者 来 自 北大 、 复 旦 、 科 大 、 吉 大 等 高 校 ， 加 上 进修 人 员 与 研究 班 人 
员 ， 几 乎 遍及 全 国 各 省 、 市 、 自 治 区 (只 有 台湾 和 西藏 没有 ). 

今年 我 所 开放 的 主要 研究 领域 是 我 所 卓 有 成 绩 的 解析 数论 ， 也 
开放 了 奇 点 理论 与 矢量 测度 理论 等 .通过 这 种 开放 ， 初 步 改 变 了 数 
学 所 关门 办 所 的 局 面 ， 由 于 加 强 了 学 术 交流 ， 学 术 空 气 变 浓 了 ， 研 
究 工 作 加 速 了 ， 出 现 了 某 些 竞争 的 局 面 

明年 ， 我 们 将 在 今年 的 基础 上 使 应 聘 来 所 访问 的 学 者 和 进修 人 
员 增加 一 倍 ， 继 续 举办 几 个 研究 班 ， 以 分 析 为 重点 开放 领域 ， 并 开 
始 研究 切实 可 行 的 对 国外 开放 的 有 关 措施 . 

一 年 来 我 所 对 外 开放 的 实践 使 我 们 体会 到 : @ 认 真 处 理 好 所 内 
人 员 与 来 所 访问 人 员 的 关系 是 很 重要 的 . 我 们 通过 各 种 形式 向 所 内 
同志 说 明 有 关 情 况 ， 使 大 家 充分 理解 了 对 外 开放 的 意义 ， 从 而 使 所 
内 外 人 员 之 间 能 彼此 融洽 共事 .@ 不 是 先 搞 条 件 ， 先 达到 正规 化 
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而 是 因 陋 就 简 ， 边 开放 边 改善 各 项 条 件 ， 逐 步 加 快 开 放 的 步伐 . @ 
院 里 要 给 开放 研究 所 〈 室 ) 以 较 大 的 自主 权 ， 要 根据 搞 理论 与 搞 实 
验 这 两 种 不 同类 型 的 研究 ， 实 行 不 同 的 管理 办 法 . 

总 之 ， 我 们 要 总 结 经 验 ， 巩 固 已 有 成 绩 ， 继 续 前 进 ， 为 将 数学 
所 办 成 全 国 数学 研究 中 心 而 尽 最 大 的 努力 


附录 : 关于 数学 研究 所 对 外 开放 的 报道 


中 科 院 数学 所 探索 办 开放 型 研究 所 的 路 子 ” 


王 元 教授 认为 ， 应 把 数学 所 办 成 全 国 数学 界 
开展 科研 、 进 行 学 术 交流 和 造就 人 才 的 基地 


本 报 讯 最 近 ， 著 名 数学 家 、 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 王 元 
和 副 所 长 杨 乐 等 同志 ， 在 他 们 领导 的 所 开始 探索 办 开放 型 研究 所 的 
路 子 . 目前 ， 开 放 的 准备 工作 正在 积极 进行 ， 第 一 批 来 自 全 国 科研 
单位 、 高 等 院 校 的 访问 学 者 二 十 多 人 ， 即 将 来 参加 合作 研究 和 学 术 
交流 ， 

王 元 教授 说 ， 办 开放 型 研究 所 ， 国 外 比较 常见 ， 我 们 自己 也 有 
过 经 验 ， 数 学 所 过 去 同 国内 外 数学 界 人 士 有 较 密切 的 联系 ，50 年 
代 到 所 里 从 事 过 科研 工作 的 人 ， 现 在 大 部 分 已 成 为 学 术 上 有 造 语 的 
学 科 带 头 人 ， 有 的 还 担任 了 大 专 院 校 、 科 研 单位 的 领导 工作 ， 王 元 
认为 ， 中 国 科学 院 数学 所 有 一 批 学 术 水 平 较 高 的 数学 家 ， 同 时 ， 拥 
有 一 个 专业 图 书 、 刊 物 比较 齐全 ， 在 世界 同行 业 中 也 称 得 上 是 资料 
丰富 的 图 书馆 ， 因 此 ， 我 们 完全 可 以 利用 这 些 有 利 条 件 ， 把 数学 所 
办 成 全 国 数学 界 开展 科学 研究 、 进 行 学 术 交 流 、 造 就 人 才 的 基地 ， 
办 成 在 世界 上 有 一 定 影响 的 学 术 机 构 

在 谈 及 办 开放 型 研究 所 的 好 处 时 ， 王 元 指出 ， 首 先 ， 能 增加 研 
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究 所 的 活力 ， 访 问 学 者 、 进 修 人 员 和 研究 生 一 批 批 来 到 所 里 ， 就 会 
不 停 地 萌发 出 新 的 学 术 见 解 . 这 种 科研 力量 的 流动 结构 ， 可 以 冲破 
部 门 所 有 、 死 水 一 潭 的 局 面 .第 二 ， 能 增加 研究 所 内 部 的 压力 ， 全 
国学 术 界 的 佼佼 者 葵 注 之后， 必然 会 推动 研究 所 内 部 人 员 结 构 的 变 
化 .第 三 ， 能 充分 发 挥 国家 为 数学 所 创造 的 条 件 ， 使 其 达到 资源 共 
享 . 第 四 ， 通 过 开放 ， 可 以 发 现 人 才 、 造 就 人 才 ， 促 进 科研 队伍 一 
代 新 人 的 成 长 .第 五 ， 能 更 好 地 发 挥 中 国 科学 院 这 个 全 国 自然 科学 
综合 研究 中 心 的 作用 . 


( 欣 文 ) 


经 著名 数学 家 王 元 、 杨 乐 的 申请 
中 科 院 批准 数学 所 办 成 开放 型 的 研究 所 


经 过 改革 ， 这 个 研究 所 只 有 少数 的 长 期 研究 
人 员 ， 而 大 部 分 研究 人 员 将 实行 短期 聘任 制 


本 报 讯 ”记者 刘 敬 智 报道 ,前 不 久 ， 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 
长 王 元 、 副 所 长 杨 乐 ， 向 中 国 科学 院 提出 申请 ， 要 求 改变 过 去 那 种 
封闭 式 办 所 的 旧 体制 ， 把 从 事 纯 数 学 研究 的 中 科 院 数学 所 办 成 向 国 
内 外 开放 的 数学 所 ， 以 充分 发 挥 该 所 在 我 国 数学 发 展 及 四 化 建设 中 
的 作用 . 

根据 这 一 申请 ，4 月 6 日 ， 中 国 科学 院 组 织 周 光 召 、 柯 召 、 段 
学 复 、 胡 世 华 、 程 民 德 、 姜 伯 驹 、 潘 承 洞 、 王 梓 坤 、 吴 文俊 等 十 六 
位 著名 数学 家 、 教 授 、 研 究 员 进行 了 座谈 评议 

专家 们 认为 ， 纯 科学 研究 机 构 办 开放 型 研究 所 ， 完 全 符合 中 共 
中 央 “ 关 于 科学 技术 体制 改革 的 决定 ”精神 ， 它 将 能 充分 发 挥 我 国 
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现 有 人 才 和 设备 的 潜力 ， 使 我 国 的 科学 研究 事业 用 较 少 的 投资 取得 
较 大 的 效果 

中 科 院 数学 所 研究 力量 比较 雄厚 ， 学 科 领 域 比较 广阔 ， 并 有 丰 
富 的 数学 专业 藏书 ， 具 备 了 对 国内 外 开放 的 基本 条 件 . 在 开放 型 的 
数学 所 里 ， 长 期 的 研究 人 员 将 变 得 很 少 ， 大 部 分 的 研究 人 员 将 实行 
短期 的 聘任 制 ， 其 中 有 相当 多 的 人 员 是 国内 外 的 访问 学 者 及 有 培养 
前 途 的 进修 生 ， 这 既 可 以 集中 全 国 以 及 国外 的 优秀 人 才 增 强 难题 攻 
关 的 实力 ， 又 可 在 不 与 我 国 目前 人 才 单 位 所 有 制 发 生 矛 盾 的 前 提 
下 ， 促 进入 才 的 合理 流动 ， 充 分 发 挥 人 才 的 作用 ， 同 时 ， 还 可 发 挥 
中 科 院 数学 所 在 理论 和 设备 方面 的 优势 ， 为 全 国 各 地 培养 和 输送 一 
批 又 一 批 的 高 水 平 数学 人 才 ， 为 提高 全 民族 的 文化 水 平 做 贡献 

与 会 专家 还 提出 ， 为 了 办 好 我 国 第 一 个 开放 型 的 数学 研究 机 
构 ， 数 学 所 应 该 成 立 一 个 权威 性 的 学 术 委员 会 ， 由 全 国 的 一 些 知名 
学 者 组 成 .这 个 委员 会 负责 审议 该 所 向 全 国 开放 的 科研 项 目 ， 人 员 
构成 及 科研 计划 等 重大 问题 . 

最 近 ， 中 国 科学 院 已 正式 批准 数学 所 的 申请 ， 作 为 第 一 个 办 开 
放 型 研究 所 的 试点 单位 ， 希 望 他 们 能 开动 脑筋 总 结 经 验 ， 把 数学 所 
办 成 一 个 真正 的 全 国 数学 研究 中 心 ， 对 我 国 数 学 的 发 展 发 挥 应 有 的 
作用 . 


关于 报道 学 术 成 就 的 几 点 意见 


1. 《〈 科 学报》 将 要 在 全 国 发 行 ， 它 将 面向 全 国 科技 战线 ， 对 于 
我 国 的 科技 成 就 ， 应 该 及 时 地 多 多 报道 ， 使 之 起 到 相互 交流 与 鼓舞 
科技 干部 奋发 努力 的 作用 

2. 报道 首先 要 注意 科学 上 的 严谨 与 准确 ， 需 将 所 报道 的 科技 
工作 如 实地 说 清楚 ， 包 括 这 项 工作 过 去 的 水 平 ， 现 在 的 改进 及 其 作 
用 .由 于 自然 科学 的 成 就 往往 需要 相当 长 时 间 的 检验 ， 才 能 逐渐 了 
解 它 的 价值 .技术 上 的 改进 ， 例 如 研制 出 一 台 仪器 ， 也 需 经 过 一 定 
时 间 ， 才 知 它 是否 能 正常 运行 。 所 以 关于 工作 评价 ， 务 必 慎重 、 实 
是 求 是， 看 不 准 ， 可 以 先 不 作 评价 . 切 不 要 把 某 个 专家 或 洋人 的 意 
见 ， 甚 至 只 言 片 语 作为 依据 ， 作 不 切实 际 的 夸大 宣传 

3 学术 上 取得 成 就 往往 有 多 方面 的 因素 ， 主 要 由 于 科学 家 长 
期 的 努力 与 积累 ， 才 能 对 事物 规律 的 认识 产生 飞跃 .这 中 间 当 然 也 
有 政治 觉悟 、 爱 国 心 等 原因 ， 亦 有 机 遇 、 追 求 真 理 的 愿望 、 好 奇 
心 、 个 人 兴趣 等 ， 不 要 仅仅 归结 为 某 种 原因 ， 这 是 不 能 使 人 信服 
的 ， 更 不 要 把 科学 上 有 成 就 的 人 描写 成 政治 觉悟 很 高 的 完 人 

4. 报道 前 要 广泛 听取 各 方面 的 意见 ， 报 道 后 也 要 允许 发 表 不 
同 看 法 .报纸 不 要 主观 支持 某 种 意见 ， 反 对 另 一 种 意见 


* 原 载 〈 科 学报)，1984 年 12 月 8 日 


附录 : 关于 基础 理论 择优 支持 的 报道 


慎重 选 题 ”大胆 择 人 ” 
一 一 中 国 科学 院 院士 王 元 谈 基础 研究 的 择优 支持 
本 报 记者 马 春 沅 


如 何 有 效 地 利用 有 限 的 资源 和 资金 ， 尽 快 地 发 展 我 国 的 基础 理 
论 研究 ， 抓 住 重点 择优 支持 ， 是 一 个 十 分 重要 的 问题 . 最近， 中 国 
科学 院 院士 王 元 教授 在 接受 记者 采访 时 ， 针 对 这 个 问题 阐述 了 他 的 
见解 . 

王 元 说 ， 一 个 学 科 中 的 领域 与 课题 ， 大 体 上 有 四 种 情况 : 第 一 
类 是 已 完全 成 熟 ， 不 再 继续 发 展 ， 或 已 可 判断 继续 发 展 的 价值 不 
大 ， 再 出 现 重大 成 果 的 机 会 很 小 ; 第 二 是 基本 上 成 熟 的 领域 ， 即 学 
科 的 框架 已 建立 ， 但 有 些 重要 的 问题 未 解决 ， 以 待 研究 ; 第 三 是 正 
在 走向 成 熟 的 领域 ， 这 种 学 科 的 框架 已 基本 建立 ， 还 需 继续 完善 
尚 待 解决 的 问题 还 不 少 ; 第 四 是 正在 发 展 的 领域 ， 学 科 框 架 尚未 建 
立 ， 第 一 类 学 科 与 课题 不 应 该 支持 . 如果 一 个 课题 本 身 不 能 发 展 
你 有 天 大 的 本 事 也 没 用 . 第 二 、 三 类 的 领域 与 课题 应 该 支持 ， 但 需 
注意 ， 被 支持 的 研究 人 员 应 是 素质 较 高 的 ， 而 这 些 领域 在 我 国 又 有 
较 好 的 基础 ， 可 支持 他 们 取得 在 国际 上 有 影响 的 高 水 平成 果 . 第 四 


* 原 载 《中国 科学 报 )，1994 年 3 月 11 日 . 
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类 的 领域 与 课题 当然 要 支持 ， 但 也 要 慎重 并 具有 眼光 ， 即 能 较 准确 
地 预测 这 个 领域 将 来 有 所 发 展 ， 能 成 为 一 个 有 重要 成 果 的 、 有 影响 
的 领域 ， 而 且 能 带动 其 他 方面 的 发 展 ， 千 万 不 要 看 到 外 国有 不 少 人 
搞 ， 就 一 哄 而 上 ， 凑 热闹 ， 而 不 作 自己 的 分 析 与 判断 . 

王 元 认为 ， 在 择优 的 过 程 中 ， 评 价 人 的 素质 很 重要 ， 尤 其 是 学 
科 与 课题 带头 人 的 素质 更 重要 . 看 一 个 研究 人 员 的 素质 要 从 历史 与 
现状 来 看 ， 即 这 个 人 在 过 去 有 没有 做 过 较 好 的 研究 工作 ， 有 没有 攻 
过 科学 难关 ， 从 现状 上 看 ， 要 看 他 现在 对 所 从 事 研究 的 学 科 的 整体 
了 解 如 何 ， 实 力 如 何 ， 攻 坚 能 力 如 何 . 这 一 点 跟 年 龄 有 关 ， 老 年 科 
学 家 除 个 别人 外 ， 其 攻坚 能 力 随 年 龄 增加 而 下 降 ， 较 适宜 作 宏 观 指 
导 . 相反 ， 太 年 轻 的 研究 人 员 ， 除 个 别人 外 ， 由 于 知识 面 窗 ， 经 验 
不 足 ， 宜 在 有 经 验 的 科学 家 领导 下 工作 ， 逐 步 向 独立 工作 过 渡 ， 学 
科 与 课题 负责 人 应 以 三 、 四 十 岁 的 人 最 为 适宜 . 哪些 人 的 素质 较 高 
呢 ? 学 术 界 是 自 有 公认 的 ， 只 要 广泛 听取 意见 ， 就 不 难 知道 

王 元 教授 希望 ， 重 点 支持 一 些 单位 ， 使 之 成 为 我 国 基础 研究 中 
心 ， 不 要 到 处 铺 摊子 ， 将 有 限 的 资金 分 散 ， 弄 得 到 处 上 不 去 .研究 
中 心 的 行政 机 构 也 要 少 而 精 ， 注 意 效率 

王 元 教授 还 说 ， 数 学 是 所 有 自然 科学 及 某 些 社会 科学 与 管理 科 
学 的 基础 与 工具 .由 于 数学 水 平 的 限制 ， 往 往 制约 了 这 些 学 科 由 定 
性 研究 向 定量 研究 发 展 ， 也 制约 了 电脑 在 这 些 学 科 中 发 挥 应 有 的 功 
能 ， 王 元 强调 ， 像 数学 这 样 的 学 科 ， 就 符合 基础 强 、 涉 及 面 又 很 广 
的 条 件 ， 因 此， 在 我 国 适 于 提倡 数学 的 发 展 ， 数 学 应 在 择优 支持 之 
列 
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一 ”数学 是 重要 的 工具 


恩格斯 说 过 “ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关 
系 ".“ 量 ”是 贯穿 到 一 切 科学 领域 之 内 乃至 日 常生 活 之 中 的 . 天 下 
有 各 种 不 同 的 量 ， 例 如 尺 ， 斤 ， 斗 ， 秒 ， 伏 特 ， 欧 姆 和 卡路里 等 
等 ， 但 都 要 通过 “ 数 ”才能 确切 地 表示 出 来 ， 所 以 “ 数 ” 是 各 种 各 
样 不 同 的 量 的 共性 . “ 量 ”既然 是 贯穿 到 一 切 科学 之 中 的 ， 因 而 凡 
是 要 研究 量 ， 基 的 关系 ， 量 的 变化 等 就 都 少不了 数学 . 因此 ， 数 学 
的 用 处 也 就 渗透 到 一 切 科学 领域 之 中 .我们 都 是 生活 在 宇宙 之 中 
的 ， 一 切 行星 都 在 其 中 运动 ， 和 弄 清 它们 运动 的 规律 ， 也 必须 借助 于 
几何 学 来 研究 空间 形式 . 以 上 都 是 一 些 简单 的 例子 .从 这 些 例子 不 
难看 出 ， 数 学 是 一 切 自然 科学 ， 技 术科 学 乃至 社会 科学 的 得 力 助手 
和 工具 . 任何 一 门 科学 ， 如 果 缺 少 了 数学 这 一 有 力 的 工具 ， 便 不 能 
确切 地 刻画 出 客观 事物 变化 的 状态 ， 因 而 也 就 减少 了 它 的 精确 性 . 
因此 数学 的 应 用 是 十 分 宽广 的 而且 社会 愈 进步 ， 科 学 技术 愈 发 
展 ， 应 用 数学 的 范围 就 愈 大 、 愈 深 . 我 这 样 说 ， 是 不 是 意味 着 其 他 
科学 不 重要 或 者 次 要 呢 ? 不 是 的 . 恰恰 相反 ， 数 学 之 所 以 重要 ， 正 
是 因为 其 他 科学 的 重要 而 重要 的 . 因为 上 面 已 经 说 过 了 ， 不 通过 其 
他 科学 ， 数 学 的 力量 就 无 法 显示 出 来 ， 也 就 无 所 谓 重要 了 .所 以 无 


。 原 载 《鞍山 日 报 )，1979 年 1 月 22 日. 
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论 你 们 将 来 搞 什么 ， 学 好 数学 都 是 很 必要 的 

党 的 十 一 届 三 中 全 会 号 召 我 们 : 从 今年 开始 将 全 国 的 工作 重心 
转移 到 搞 四 个 现代 化 上 来 . 这 是 一 个 多 么 宏伟 和 鼓舞 人 心 的 计划 
啊 ! 同学 们 ， 你 们 在 这 二 十 二 年 中 ， 正 值 青 壮年 ， 你 们 是 建设 四 个 
现代 化 的 主力 军 . 因此 ， 你 们 要 以 四 个 现代 化 为 动力 ， 努 力学 习 
学 好 基础 课 之 一 的 数学 ， 将 来 为 实现 祖国 的 四 个 现代 化 贡献 出 一 切 
力量 . 


二 ， 靠 天 才 ， 还 是 靠 勤 奋 ? 


我 们 承认 人 的 天 份 是 有 差别 的 ， 所谓 天 份 高 低 无 非 是 理解 问题 
快 一 点 与 慢 一 点 的 差别 而 已 .知识 都 是 通过 学 习 与 实践 而 得 来 的 ， 
决 不 会 生 而 知之 ， 所 以 ， 无 论 什 么 人 学 什么 本 领 ， 都 是 通过 刻苦 努 
力 ， 勤 学 苦 练 才学 会 的 .理解 得 再 快 ， 不 努力 也 决 不 会 学 到 什么 真 
本 领 ， 学 数学 也 是 一 样 的， 只 要 我 们 不 断 努 力 ， 总 能 学 好 数学 ， 掌 
握 它 的 规律 ， 我国 著名 数学 家 华罗庚 同志 说 过 : “天 才 在 于 勤奋 
聪明 在 于 积累 .” 这 是 他 几 十 年 来 工作 与 研究 的 心得 ， 其 要 点 在 于 
“勤奋 ”与 “积累 "， 所 谓 “积累 ”就 是 学 习 历史 的 重要 遗产 与 别人 
的 好 经 验 ， 其 中 也 包括 总 结 自己 的 心得 体会 ， 有 了 丰富 的 积累 ， 才 
可 能 突破 旧 框 框 ， 有 所 创造 ， 这 就 是 聪明 的 来 源 ， 但 这 都 离 不 开 
“勤奋 ”"， 经 过 刻苦 努力 ， 获 得 重大 成 就 ， 这 就 是 天 才 的 来 源 ， 因 
此 ， 你 们 要 抓紧 一 切 时 间 学 习 ， 要 “ 曲 不 离 口 ， 源 不 离 手 ”地 学 
习 . 正 因为 不 断 地 积累 知识 与 勤奋 工作 ， 才 使 华罗庚 同志 在 数学 的 
很 多 方面 获得 突出 的 成 就 ， 陈 景 润 同志 能 在 哥 德 巴赫 猜想 方面 做 出 
突出 成 就 ， 证 明了 “1+ 2”， 也 是 在 于 他 的 “积累 ”与 “勤奋 "， 他 
首先 弄 清 了 历史 上 研究 哥 德 巴赫 问题 的 各 项 成 就 ， 在 这 个 基础 上 
经 过 多 年 勤奋 努力 ， 然 后 才 突 破旧 框框 ， 改 进 了 前 人 的 结果 .我们 
决 不 要 上 林彪 、“ 四 人 帮 ” 鼓 吹 的 反动 的 “天 才 论 ”的 当 ， 以 为 什 
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么 预备 知识 都 不 要 ， 就 可 以 去 研究 什么 历史 上 的 著名 难题 ， 例 如 哥 
德 巴赫 问题 等 ， 这 样 做， 结果 总 是 一 无 所 得 的 . 也 不 要 自 以 为 没有 
数学 “天 才 "， 就 灰心 南 气 ， 放 弃 努 力 . 其 实 ， 只 要 认真 积累 ， 勤 
学 苦 练 ， 一 般 人 都 能 学 好 数学 ， 掌 握 它 的 规律 ， 甚 至 有 所 发 明 创 
造 . 


三 掌握 基本 概念 ， 精 学 多 练 


在 学 习 阶 段 , 尤其 是 中 学 学 习 阶段 ,是 打 好 基础 的 阶段 .基础 好 
坏 ,对 将 来 进一步 学 习 与 工作 的 关系 极 大 .这 就 像 盖 房子 一 样 , 基础 
好 ,房子 才能 盖 得 牢 , 盖 得 高 .所 以 学 习 数 学 首先 要 掌握 基本 概念 . 例 
如 什么 是 整数 有 理 数 等 等 都 要 弄 清楚 .又 如 一 元 二 次 方程 解 的 公式 
是 怎么 推导 出 来 的 等 等 , 也 都 要 知 其 所 以 然 . 在 中 学 阶段 中 , 平面 几 
何 学 是 最 好 的 训练 逻辑 思维 与 推理 的 课程 , 应 学 会 严格 的 “假设 , 求 
证 ,证 明 "这 一 套 格式 与 方法 . 多 做 练习 是 学 好 数学 知识 与 掌握 它 的 
规律 的 必要 手段 , 仅仅 看 书 是 不 够 的 .但 做 什么 样 的 习题 呢 ? 一 味 去 
追求 一 些 难题 \ 怪 题 是 不 妥当 的 ,这样 往 往 会 忽略 对 基本 概念 的 全 面 
了 解 .但 是 另 一 方面 ,只 做 一 些 代 公式 的 题目 , 同样 也 达 不 到 掌握 概 
念 与 训练 思维 的 目的 , 也 是 不 妥 的 .因此 ,做 一 些 代 公 式 的 习题 之 后 ， 
也 要 适当 做 一 些 思考 题 , 即 经 过 一 定 周折 之 后 才 做 得 出 来 的 题目 . 除 
此 而 外 ,学习 还 应 注意 少 而 精 的 原则 , 要 在 “ 精 " 字 上 下 功夫 .学 一 样 
知识 ,务必 要 求 掌 握 ,要求 踏实 .所 以 首先 要 学 好 学 校规 定 学 习 的 内 
容 , 不 要 乱 看 参考 书 ,数学 尤其 是 这 样 ,宁肯 少 掌握 一 点 ,而 不 要 回 轿 
吞 计 , 吃 一 大 锅 夹 生 饭 , 这样 一 点 好 处 也 没有 . 如果 学 好 了 学 校规 定 
的 材料 之 后 还 有 余力 , 最 好 也 要 在 老师 的 指导 之 下 进行 一 定 的 课外 
学 习 比 较 稳妥 . 

以 上 谈 的 几 点 意见 ， 供 同学 们 参考 .让 我 们 共同 努力 ， 刻 蔡奇 
斗 ， 以 更 好 的 成 绩 向 党 ， 向 人 民 报 喜 吧 ! 


树立 远大 理想 ， 敢 于 攻破 难关 - 


1960 年 ， 我 看 到 新 出 版 的 原 苏联 数学 家 布 赫 夕 塔 布 写 的 教科 
书 〈 数 论 ) 第 358 页 上 写 道 : 

“ 王 元 在 1958 年 成 功 地 证 明了 

定理 347， 每 一 个 充分 大 的 偶数 2N 都 可 以 表 成 n+ n ， 其 中 
n 的 素 因 子 个 数 不 超过 2， 而 n 的 素 因 子 个 数 不 超 过 3”( 即 “2+ 
3 

我 总 算 为 伟大 的 祖国 作出 了 一 点 贡献 ， 我 激动 得 热泪 盈 眶 ， 浮 
想 联翩 . 

好 容易 盼 到 了 解放 ， 我 多 么 想 为 祖国 贡献 我 的 一 切 呀 ! 1952 
年 大 学 毕业 ， 我 被 分 配 到 数学 研究 所 跟著 名 数学 家 华罗庚 学 习 并 一 
起 工作 ， 华 老师 叫 我 搞 数论 ， 而 且 指 导 我 研究 筛 法 与 哥 德 巴赫 猜 
想 . 

1742 年 ， 德 国 数学 家 哥 德 巴赫 写 信 给 大 数学 家 欧 拉 ， 提 出 了 
猜想 ， 即 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 ， 即 “1+1”， 二 百 
多 年 来 ， 这 一 问题 吸引 了 世界 各 国 很 多 优秀 数学 家 来 研究 它 . 

当时 (1952 年 ) 我 是 一 个 22 岁 的 青年 ,研究 这 样 难 的 问题 , 能 行 
吗 ? 弄 不 出 成 果 怎么 办 ? 但 强烈 的 爱国 心 使 我 把 个 人 得 失 放 在 一 
边 , 我 才 然 地 向 这 一 难题 进攻 了 .从 1920 年 开始 的 有 关 文 献 , 不 管 是 


* 原 载 《科学 家 谈 理 想 )， 安 徽 人 民 出 版 社 ，1983，26 一 30. 
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英文 , 俄 文 , 德 文 , 意大利 文 ,能 找到 的 ,我 都 查 了 出 来 .然后 , 认真 分 
析 其 中 的 思路 及 可 能 存在 的 欠缺 之 处 .意大利 文 我 不 懂 , 就 从 数学 式 
子 去 猜测 文字 的 含义 .为 了 工作 ,我 忘 了 星期 天 . 累 了 ,我 就 伏 在 桌子 
上 休息 一 下 ,有 时 工作 到 东方 发 白 才 去 休息 .记得 有 几 次 ,一 直 工 作 
到 病 倒 了 , 才 强 迫 自己 去 休息 几 天 .为 了 找到 一 切 资料 ,我 跑 遍 了 北 
京 的 大 图 书馆 .当时 找 不 到 布 赫 夕 塔 布 1938 年 与 1940 年 的 两 篇 文 
章 , 怎么 办 呢 ? 有 一 次 , 听 说 有 一 批 俄 文 版 旧书 到 了 王府 井 科 学 院 图 
书馆 ,一 大 早 我 就 从 清华 园 赶 到 王府 井 . 刚 开始 办 公 , 我 就 进 了 图 书 
馆 ,管理 员 很 支持 我 , 让 我 从 未 登记 的 书 中 找到 了 布 赫 夕 塔 布 的 文 
章 .于 是 ,我 就 埋头 抄 起 来 , 中 午 吃 两 个 火烧 再 接着 干 .两 天 终于 抄 完 
了 .就 这 样 , 一连 苦 干 了 两 年 . 

但 是 ， 什 么 成 果 也 没 取得 .我 动摇 了 ， 自 卑 了 ， 人 怀疑 自己 没有 
干 哥 德 巴赫 问题 的 天 分 ， 还 不 如 干 点 力所能及 的 工作 好 哩 .正在 这 
时 ， 我 偶然 用 筛 法 取得 了 一 些 别 的 成 果 ， 并 获得 好 评 . 于 是 ， 我 放 
弃 了 对 哥 德 巴赫 猜想 问题 的 研究 ， 这 时 华 老 师 严肃 地 批评 了 我 : 
“你 要 有 速度 ， 还 要 有 加 速度 . ”所谓 速 度 ， 就 是 要 出 成 果 ， 加 速度 
就 是 成 果 的 质量 要 不 断 提高 . “你 不 要 再 做 这 些小 问题 了 ， 你 要 坚 
持 搞 哥 德 巴赫 猜想 .” 

我 为 自己 的 动摇 而 居 愧 ， 决 心 重新 振作 精神 干 下 去 .终于 在 
1955 年 ， 我 证 明了 “3 + 4"， 这 就 第 一 次 打破 了 布 赫 夕 塔 布 在 1940 
年 的 记录 “4+4"， 以 后 ， 我 把 我 用 的 方法 加 以 改进 ， 证 明了 更 强 
的 “3+3” 与 “2+3”， 并 于 1958 年 全 文 发 表 了 我 的 成 果 “2+ 3”. 
这 一 成 果 很 快 得 到 国际 公认 . 

1958 年 ， 华 老师 又 提出 用 代数 数论 来 研究 多 重 积分 近似 计算 . 
这 一 问题 有 重要 的 理论 与 实际 意义 .他 要 我 跟 他 一 起 去 尝试 . 这 
时 ， 我 过 去 熟悉 的 知识 与 经 验 基 本 上 都 用 不 上 了 ， 而 需要 很 多 我 不 
慌 的 数论 知识 . 当时 ， 我 连 最 简单 的 连 分 数 也 不 掌握 ， 如 何 当 好 华 
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老师 的 助手 呢 ? 这 就 意味 着 一 切 都 要 另起炉灶 了 . 怎么 办 ? 是 沿 着 
已 经 熟悉 的 老路 走 ， 还 是 趁 白 己 年 轻 时 ， 另 辟 新 路 ， 在 另 一 个 领域 
也 作出 贡献 呢 ? 我 角 然 选择 了 后 面 这 条 更 为 艰难 险阻 的 道路 ， 这 个 
课题 ， 除 需要 很 多 数学 知识 外 ， 还 需要 电子 计算 机 . 不 懂 ， 我 就 从 
头 一 点 点 地 学 ， 一 点 点 地 将 问题 的 研究 逐步 深入 下 去 ， 当 时 计算 机 
还 很 少 ， 我 们 就 尽量 用 笔算 . 完全 不 能 笔算 ， 才 用 计算 机 来 算 
1959 年 ， 我 们 先 得 出 二 重 积分 近似 计算 公式 .1965 年 形成 了 我 们 
自己 近似 计算 高 维 重 积分 的 方法 一 一 华 王 方法 

1966 年 , “文化 大 革命 ”中 断 了 我 们 的 工作 . 但 只 要 有 一 点 可 
能 ， 我 们 仍 在 偷偷 地 干 . 我 对 华 老师 的 每 个 想法 都 认真 进行 思考 、 
消化 ， 然 后 再 向 他 请 教 ， 在 这 么 困难 的 期 间 ， 我 们 仍 给 出 了 这 个 方 
法 的 理论 证 明 . 

1976 年 ， 万 恶 的 “四 人 帮 ” 被 打倒 了 ， 我 们 百倍 地 努力 工作 
我 协助 华 老师 将 我 们 的 工作 总 结 成 书 ， 并 于 1978 年 正式 出 版 

不 少 外 国学 者 建议 我 们 出 英文 版 ， 从 而 我 们 决定 在 西 德 斯 普 林 
格 出 版 社 出 版 ， 当时， 是 请 人 翻译 ， 还 是 自己 来 译 呢 ? 自己 译 则 可 
以 借 出 英文 版 的 机 会 对 书 再 作 一 次 修改 补充 ， 尽 管 中 文 版 写 了 四 亿 
才 定稿 .我 平时 只 用 英文 写 过 简单 文章 ， 用 英文 写 一 本 二 百 五 十 页 
的 专著 行 吗 ? 我 决定 边 学 边 干 ， 写 出 了 第 一 稿 .经 华 老师 修改 ， 只 
用 一 年 时 间 就 定稿 了 . 

1981 年 ， 我 看 到 了 精美 的 英文 版 书 ， 既 高 兴 又 激动 . 二 十 三 
年 来 ， 华 老师 与 我 心血 浇灌 的 成 果 终于 展现 在 面前 了 ， 不 久 ， 我 们 
又 见 到 了 日 本 数学 家 江 田 义 计 教授 的 日 文 译本 . 

回顾 三 十 年 走 过 的 道路 , 我 深 深 感到 , 我 们 要 有 雄心 壮志 , 树立 
远大 的 革命 理想 , 无 所 县 惧 ,敢于 攻关 , 还 要 在 具体 工作 中 一 丝 不 苟 ， 
踏实 苦 干 .惟有 这 样 ,才能 作出 应 有 的 贡献 


勤奋 、 踏 实 、 多 思 - 


从 你 们 进 小 学 开始 ， 每 学 期 都 有 数学 课 ， 而 且 份量 很 重 . 将 来 
你 们 上 大 学 ， 还 要 继续 学 习 数学 . 特别 在 今天 ， 微 电脑 广泛 应 用 ， 
数学 训练 就 更 显得 日 益 重要 . 因此 ， 同 学 们 首先 要 对 数学 的 重要 性 
有 充分 的 认识 

小 学 是 每 个 人 的 开始 学 习 阶 段 . 你 们 一 定 要 养 成 勤奋 学 习 的 好 
习惯 ， 今 天 的 作业 要 今天 完成 ， 不 要 拖 到 明天 ， 千 万 不 要 先 玩 页 ， 
等 玩 累 了 再 做 功课 这样 效率 一 定 是 低 的 ， 这 样 的 拖拉 习惯 也 是 有 
害 的 . 

在 小 学 学 习 数学 ， 一 定 要 弄 清楚 每 个 概念 及 每 个 公式 的 来 源 
对 于 四 则 运算 要 熟练 .一 定数 量 的 重复 运算 对 于 掌握 所 学 的 内 容 是 
必要 的 ， 不 可 以 知 其 然而 不 知 其 所 以 然 ， 或 自 以 为 会 做 了 ， 就 不 愿 
意 多 做 习题 

但 另 一 方面 ， 整 天 埋 在 “ 题 海 ”里 做 同一 个 类 型 的 题目 也 是 不 
对 的 ， 应 该 做 一 些 需要 拐 几 个 弯 子 的 题目 .当做 出 来 后 ， 不 要 以 为 
就 完成 任务 了 ， 还 要 多 多 思考 ， 有 没有 更 简单 的 解 题 方法 ， 你 们 彼 
此 也 可 以 多 多 讨论 .这 样 就 可 以 学 得 更 活 泌 、 更 深入 

注意 到 勤奋 、 踏 实 与 多 思 ， 我 相信 你 们 的 数学 一 定 会 学 得 好 
的 


， 原 载 《小 学 生 学 习 报 )，1985 年 1 月 1 日 . 
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女士 们 ， 先 生 们 

我 非常 高 兴 能 参加 今天 为 纪念 陈 建 功 先生 诞辰 一 百 周年 而 召开 
的 国际 分 析 学 会 议 . 首先 请 允许 我 代表 中 国 科学 院 数学 研究 所 ， 应 
用 数学 研究 所 ， 系 统 科 学 研究 所 与 计算 中 心 向 大 会 致 以 衷心 的 祝 
贺 ， 祝 大 会 取得 圆满 成 功 ， 其 次 我 想 以 大 会 领导 小 组 成 员 及 陈 老 一 
名 学 生 的 双重 身份 来 说 几 句 话 ， 在 浙江 大 学 时 ， 我 曾 是 陈 老 的 复 变 
函数 论 与 实 变 函数 论 课 的 学 生 

陈 老生 于 1893 年 ， 那 时 的 中 国 科学 技术 是 非常 落后 的 .为 了 
富国 强 兵 ， 振 兴 中 华 ， 陈 老 曾 于 1914，1920 及 1926 年 三 次 东 渡 日 
本 ， 刻 苦 求学 ， 将 学 得 的 知识 引进 中 国 . 因此 他 是 中 国 近代 数学 研 
究 与 教学 最 早 的 创始 人 与 开拓 者 之 一 

陈 老 最 早 是 学 习 化 工 染 色 工 艺 的 ， 但 他 却 对 数学 有 强烈 的 兴 
趣 . 在 日 本 期 间 ， 他 利用 晚上 及 假日 的 点 滴 时 间 攻 读数 学 ， 他 在 第 
三 次 东 渡 日 本 时 ， 获 得 了 东北 帝国 大 学 的 理学 博士 学 位 ， 从 而 数学 
倒 成 了 他 的 专业 了 . 

陈 老 是 我 国 分 析 学 的 创始 人 之 一 ， 他 专攻 三 角 级 数论 及 更 广泛 


， 这 是 1993 年 5 月 在 杭州 举行 的 纪念 陈 建 功 先生 诞辰 一 百 周 年 分 析 会 议 开幕 式 上 的 
讲话 (未 发 表 ). 
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一 些 的 正 交 级 数论 ， 取 得 了 很 高 的 成 就 .例如 在 1928 年 ， 独 立 于 
哈代 (Hardy) 与 李 特 伍德 (Littlewood), 陈 老 给 出 了 F(z) 的 三 角 级 数 
绝对 收敛 的 充 要 条 件 :该 级 数 为 杨 氏 (Young) 连 续 函 数 的 传 里 叶 
(Fourier) 级 数 .所 谓 f(x) 为 杨 氏 连续 函数 , 即 它 可 以 写成 两 个 平方 
可 积 函 数 g(z) 与 h(xz) 之 卷 积 : 


/2) = ehy+ a)dy. 
这 一 结果 是 三 角 级 数论 的 基本 定理 之 一 . 

早 在 1921 年 ， 陈 老 就 在 日 本 《东北 数学 杂志 》 上 发 表 了 论文 
《关于 无 穷 乘积 的 几 个 定理 》， 这 是 中 国人 最 早 在 国外 发 表 的 少数 文 
章 之 一 .1930 年 ， 陈 老 用 日 文 撰写 了 专著 《三 角 级 数论 )， 由 日 本 
着 波 书店 出 版 ， 这 是 中 国人 在 国外 发 表 的 第 一 本 专著 ， 该 书 的 出 版 
无 疑 大 长 了 炎黄 子孙 的 志气 . 

陈 老 在 六 十 高 龄 之 后 ， 仍 然 不 停 地 开拓 前 进 ，50 年 代 初 ， 他 
在 浙大 创 导 对 单 叶 函 数论 的 研究 ， 以 后 又 在 复旦 大 学 与 杭州 大 学 创 
导 复 变 函数 过 近 论 与 拟 共 形 映 照 理论 的 研究 ， 取 得 了 一 系列 重要 成 
果 . 

陈 老 特别 重视 对 年 轻 数学 家 的 培养 工作 .1921 年 ， 陈 老 往 武 
昌 高 等 师范 学 堂 执教 ， 立 即使 该 校 的 数学 教育 有 了 起 色 . 著名 数学 
家 曾 炯 之 与 王 福 春 就 是 他 在 那 时 的 学 生 ，1929 年 ， 陈 老 到 浙江 大 
学 执教 并 担任 数学 系 主任 .1931 年 ， 陈 老 又 建议 浙大 聘请 日 本 理 
学 博士 获得 者 苏 步 青 先生 来 浙大 执教 ， 并 将 数学 系 主任 之 职 让 苏 老 
承担 .他们 二 人 亲密 合作 ， 苦 心经 营 了 二 十 年 ， 即使 在 抗日 战争 的 
艰苦 岁月 里 ， 亦 未 中 断 研究 与 教学 工作 ， 将 浙大 数学 系 建成 为 中 国 
最 重要 的 数学 研究 与 教学 中 心 之 一 ， 为 中 国 培养 了 程 民 德 ， 卢 庆 
骏 ， 徐 瑞 云 ， 叶 彦 谦 ， 裴 升 ， 夏 道行 ， 王 斯 雷 等 一 批 骨干 数学 家 . 

陈 老 热爱 祖国 、 刚 直 不 阿 与 敢于 直言 的 品德 ， 深 得 中 国 数学 家 
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的 尊敬 . 另 一 方面 ， 他 的 这 种 品质 也 使 他 在 历次 政治 运动 中 受到 了 
冲击 与 不 公正 的 待遇 . 特别 在 “文革 ”中 受到 了 迫害 .在 他 重病 期 
间 亦 未 得 到 好 的 治疗 ， 于 1971 年 过 世 

中 国 执 行 改革 开放 政策 十 五 年 以 来 ， 各 方面 均 取得 了 举世 公认 
的 成 就 我 们 能 在 今天 这 样 的 形势 下 ， 在 陈 老生 前 工作 的 地 方 举行 
国际 分 析 学 会 议 来 纪念 他 ， 实 属 盛 举 ， 陈 老 的 朋友 ， 学 生 及 国际 朋 
友 一 百 多 人 ， 济 济 一 堂 ， 报 告 成 果 ， 交 流 学 术 ， 缅 怀 对 陈 老 的 思 
念 . 我 想 对 陈 老 最 好 的 思念 就 是 将 他 开创 的 中 国 数学 事业 继续 下 
去 ， 发 扬 光 大 . 杭州 是 一 个 美丽 的 城市 ， 古 语 说 : “上 有 天 堂 ， 下 
有 苏 杭 "， 和 希望 各 位 代表 也 能 抽空 去 领略 一 下 西湖 的 美丽 景色 .最 
后 我 再 次 预 祝 会 议 成 功 ， 各 位 健康 愉快 


在 庆祝 苏 步 青 先生 九 旬 
诞 展会 上 的 讲话 - 


尊敬 的 苏 步 青 老师 ， 女 士 们 ， 先 生 们 : 

我 非常 荣幸 能 参加 今天 这 样 的 盛会 ， 庆 祝 苏 老 九 旬 大 寿 及 他 从 
事 数学 研究 与 教育 工作 六 十 五 周年 .在 这 个 喜庆 的 日 子 里 ， 请 允许 
我 代表 中 国 数学 会 ， 中 国 科 学 院 数学 研究 所 ， 应 用 数学 研究 所 ， 系 
统 科学 研究 所 及 计算 中 心 并 以 我 个 人 ， 一 个 苏 老 的 学 生 的 名 义 向 苏 
老 致 以 最 衷心 的 敬意 、 祝 贺 与 感谢 ， 祝 苏 老 身体 健康 长 寿 ， 工 作 取 
得 更 大 的 成 就 

苏 老 是 我 国 近代 数学 研究 ， 特 别 是 微分 几何 学 研究 的 创始 人 之 
一 ， 他 对 数学 作出 过 卓越 的 贡献 . 他 又 是 浙江 大 学 数学 系 的 创始 人 
之 一 ， 并 在 复旦 大 学 工作 了 近 四 十 年 .他 为 我 国 培养 了 好 几 代数 学 
家 与 教师 ， 桃 李 满 天 下 . 苏 老 非常 爱国 ， 解 放 前 积极 支持 学 生 的 民 
主 运动 ， 拒 绝 国外 对 他 的 高 薪 聘 请 ， 始 终 在 中 国 艰苦 奋斗 ， 苏 老 在 
发 展 中 国 的 数学 事业 方面 有 多 方面 的 卓越 贡献 ， 影 响 极为 广泛 深 
刻 ， 今 天 我 仅 就 苏 老 对 中 国 数学 会 的 创立 与 建设 方面 的 贡献 作 一 点 
回忆 

苏 老 是 中 国 数学 会 的 创始 人 与 领导 人 之 一 .中 国 数学 会 成 立 于 
1935 年 ， 中 国 数学 会 成 立 后 的 第 一 件 大 事 就 是 创办 《中 国 数学 会 


* 原 载 《 中 国 数学 会 通讯 )，4，1991，2 一 3. 
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学 报 》， 即 《数学 学 报 》 的 前 身 ， 与 普及 性 杂志 《数学 杂志 )， 即 
《数学 通报 》 的 前 身 . 《学 报 》 的 出 版 可 以 看 作 是 中 国 数学 开始 走向 
成 熟 的 第 一 块 里 程 碑 .中 国 数学 会 任命 苏 老 为 《学 报 》 总 编辑 ， 可 
见 当 时 中 国 数学 界 已 将 苏 老 看 成 中 国 数学 界 的 台 柱 . (学报 〉 的 编 
委 中 有 熊 庆 来 ， 孙 光 远 ， 江 泽 涵 等 教授 ， 在 苏 老 主编 的 两 卷 (学 
报 》 中 ， 除 登 有 苏 老 与 江 老 的 论文 外 ， 还 有 青年 数学 家 华罗庚 ， 陈 
省 身 ， 许 宝 又 ， 柯 召 ， 周 炜 良 ， 胡 世 桢 发 表 的 论文 ， 及 世界 著名 数 
学 家 阿达 玛 与 维 纳 的 论文 . 特别 地 ， 苏 老 选择 了 当时 远 在 清华 大 学 
的 青年 数学 家 华罗庚 为 助理 编辑 ， 当 时 ， 华 罗 庚 先生 只 有 二 十 五 
岁 ， 他 没有 受过 正规 的 高 中 教育 ， 在 清华 大 学 刚 从 助教 升 教员 ， 但 
已 经 在 国内 外 发 表 过 十 几 篇 文章 ， 事 实证 明 苏 老 挑 选 华 先生 做 助手 
是 很 有 眼光 的 ， 苏 老 是 名 符 其 实 的 伯乐 。 又 据 另 一 位 当时 的 青年 数 
学 家 陈省身 的 回忆 : “我 在 清华 大 学 时 ， 常 常 阅读 国内 微分 几何 学 
前 辈 的 论文 ， 读 得 最 多 的 是 苏 步 青 先生 的 文章 .” 可 见 苏 老 对 下 一 
辈 的 提拔 与 影响 是 很 大 的 .又 据 苏 老 在 《数学 年 刊 》 编 委 会 的 一 次 
讲话 ， 他 满怀 深情 地 回忆 起 比 他 年 长 的 姜 立 夫 与 陈 建 功 等 教授 对 他 
的 关怀 与 爱护 ， 感 人 至 深 ， 苏 老 是 十 分 尊重 长 者 的 

中 国 数学 会 成 立 两 年 后 ， 爆 发 了 抗日 战争 ， 中 国 数学 会 也 停止 
了 活动 ，1940 年 ， 一 些 数学 家 在 昆明 成 立 了 “新 中 国 数学 会 ” 继 
续 活动 ， 苏 老 继续 被 选 为 理事 ， 并 任命 西南 联 大 青年 教授 华罗庚 先 
生 为 会 计 ， 陈 省 身 先 生 为 文书 ， 作 为 数学 会 的 工作 人 员 

中 国 数学 会 真正 的 发 展 还 是 解放 以 后 的 事 ， 中 华人 民 共 和 国 刚 
成 立 ， 苏 老 就 积极 筹备 召开 第 一 届 中 国 数学 会 代表 大 会 ， 苏 老 积极 
联络 各 地 的 数学 家 ， 并 起 草 数学 会 的 章程 等 ， 作 了 大 量 工作 ， 中 国 
数学 会 还 存 有 当时 苏 老 关 于 筹备 数学 会 亲笔 书写 的 文件 的 复印 件 
正 是 由 于 苏 老 等 的 努力 ， 中 国 数学 会 早 在 1951 年 8 月 15 日 至 20 
日 就 召开 了 第 一 次 代表 大 会 ， 从 那 时 以 后 直到 1983 年 ， 中 国 数学 
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会 第 四 次 代表 大 会 ， 苏 老 改 任 数学 会 名 誉 理事 长 为 止 ， 三 十 二 年 
间 ， 苏 老 一 直 和 华罗庚 ， 陈 建功 ， 江 泽 涵 先生 等 一 起 ， 共 同 领 导 了 
中 国 数学 会 的 一 切 工作 . 这 期 间 有 1957 年 前 的 大 发 展 ， 有 “ 反 右 
斗争 ,“ 大 跃进 ",“ 拔 白旗 ”及 “文化 大 革命 ”的 波折 ， 也 有 “ 改 
革 开 放 ” 后 的 发 展 ， 在 这 么 长 的 日 子 里 ， 特 别 在 艰苦 的 日 子 里 ， 苏 
老 等 老 一 辈 数学 家 ， 始 终 坚定 地 领导 了 中 国 数学 的 健康 发 展 ， 他 们 
的 功劳 是 永 载 史册 的 . 1983 年 以 后 ， 苏 老 仍然 继续 关心 中 国 数学 
会 的 工作 . 1985 年 中 国 数学 会 成 立 五 十 周年 纪念 会 上 ， 苏 老 发 表 
了 回顾 演讲 ， 《数学 学 报 》 创 刊 五 十 周年 ， 作 为 第 一 任 总 编辑 的 苏 
老 又 专门 撰文 纪念 . 

我 们 感到 无 比 的 幸运 与 幸福 ， 在 中 国 数学 会 成 立 五 十 六 年 之 
际 ， 我 们 这 些 后 辈 还 能 跟 她 的 创始 人 之 一 及 中 国 近 代数 学 研究 与 教 
学 的 莫 基 人 之 一 苏 老 在 一 起 ， 共 庆 他 的 九 十 大 寿 ， 看 见 他 那样 健 
康 ， 精 神 拌 扳 ， 思 路 清晰 ， 他 就 是 中 国 数学 界 团结 奋进 的 象征 与 榜 
样 ， 请 允许 我 再 一 次 祝 苏 老 健康 长 寿 ， 事 业 取得 更 大 的 成 功 


杨 武 之 先生 与 中 国 的 数论 - 


杨 武之 先生 是 中 国 数论 这 门 学 科 的 倡 始 人 ， 华罗庚 ， 柯 召 与 闵 
珊 箱 先生 都 是 他 的 学 生 ， 受 益 他 的 教导 与 提拔 .陈景润 是 华 先 生 的 
学 生 ， 潘 承 洞 是 闵 先生 的 学 生 ， 他 们 二 人 都 是 中 国 科学 院 的 院士 
我 们 虽然 都 没有 见 过 杨 先生 本 人 ， 但 从 我 们 的 老师 与 前 辈 的 谈话 
中 ， 早 已 得 知 杨 先 生 对 发 展 中 国 的 数学 与 数论 所 作出 的 重大 贡献 及 
他 对 年 轻 数 学 家 的 培养 与 提拔 ， 从 而 在 我 们 的 心中 ， 很 早 就 怀 有 对 
他 的 尊敬 了 . 

杨 武之 先生 是 安徽 省 合肥 市 人 ，1896 年 生 ，1918 年 毕业 于 北 
京师 范 大 学 . 毕业 后 ， 曾 回 家 乡 安徽 省 教 过 五 年 中 学 .1923 年 考 
取 了 安徽 省 公费 留学 去 美国 . 先 在 斯 坦 福 大 学 数学 系 读 了 一 年 本 
科 ， 得 到 学 士 学 位 .然后 转 去 芝加哥 大 学 攻读 博士 学 位 .1928 年 
获得 博士 学 位 . 那 时 的 中 国 ， 在 数学 方面 获得 博士 学 位 者 仅仅 只 有 
几 个 人 ， 所 以 杨 先生 也 是 中 国 最 早 获得 过 博士 学 位 的 很 少 几 个 人 之 

杨 先生 在 芝加哥 大 学 的 老师 是 美国 著名 的 数论 学 家 狭 克 还 
(L.E.Dickson)， 杨 先生 专攻 堆 僵 数论. 他 曾 证 明了 ， 每 个 正 整数 


都 是 九 个 形 为 (一生 + 的 非 负 整数 之 和 ， 在 那个 时 候 ， 这 


。 原 载 《 杨 武之 先生 纪念 文集 )， 清 华 大 学 出 版 社 ，1998. 
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一 结果 无 疑 是 很 好 的 . 1920 年 左右 ， 了 哈代 〈G.H.Hardy)， 李 特 伍 
德 (J.E.Littlewood) 与 拉 马 努 扬 (S.Ramanujan) 的 圆 法 兴起 了 ， 
这 是 堆 又 数论 的 强 有 力 的 分 析 方 法 . 用 这 一 方法 能 够 得 到 华 林 
(G.Waring) 问题 与 其 变 体 的 相当 精密 的 一 般 性 结果 . 在 这 种 情况 
下 ， 狭 克 进 审时度势 ， 即 时 地 转 入 了 代数 学 的 某 些 领域 的 研究 之 
中 ， 所 以 杨 先 生 也 从 狄 克 示 那 里 学 到 了 不 少 近 世代 数 的 知识 

杨 先 生 热爱 祖国 ， 将 振兴 中 华 的 数学 作为 自己 的 责任 .他 得 到 
博士 学 位 之 后 立即 回国 ， 受 聘 于 厦门 大 学 ， 为 发 展 中 国 的 现代 数学 
的 科研 与 教学 而 尽心 尽力 ， 那 时 作为 中 国 自然 科学 最 高 学 府 的 清华 
大 学 算 学 系 主任 的 能 庆 来 先生 雄心 勃勃 ， 招 贤 纳 士 .1929 年 ， 他 
特别 聘请 杨 先 生来 清华 大 学 执教 

清华 大 学 算 学 系 ， 虽 然 师 生 人 数 不 多 ， 但 栋梁 之 才 却 不 少 . 至 
1931 年 ， 有 研究 生 陈 省 身 与 吴 大 任 先生 ， 高 年 级 学 生 许 宝 驿 与 柯 
召 先 生 ， 及 助理 员 华 罗 庚 先 生 ， 华 先生 是 一 位 出 身 贫寒 的 自学 青 
年 ， 由 于 他 发 表 过 一 篇 文章 ， 指 出 了 一 篇 关于 五 次 代数 方程 可 以 求 
解 的 文章 的 错误 ， 从 而 受到 了 能 先生 与 杨 先 生 的 赏识 而 被 能 先生 调 
到 清华 大 学 来 栽培 ， 由 于 华 先生 只 有 初中 毕业 的 学 历 ， 所 以 安排 他 
边 学 习 边 工作 . 清华 大 学 算 学 系 中 ， 除 熊 先生 与 杨 先生 外 ， 还 有 微 
分 几何 专家 孙 光 远 先 生 ， 孙 先生 与 杨 先生 都 是 美国 芝加哥 大 学 的 博 
士 ， 所 以 三 位 老师 给 五 个 学 生 上 课 . 华 先生 与 柯 先生 受到 杨 先生 的 
教导 与 影响 特别 多 一 些 ， 他 们 二 人 都 选择 了 数论 作为 自己 的 研究 领 
域 ， 并 且 都 在 30 年 代 中 赴 英国 进一步 深造 ， 杨 先生 除 教 他 们 二 人 
数论 并 将 他 们 引 上 研究 数论 之 路 外 ， 还 开设 过 群 论 等 代数 课 ， 所 以 
他 们 又 从 杨 先生 那里 学 到 了 近世 代数 的 知识 

华 先生 受到 杨 先生 的 指导 与 帮助 更 多 一 些 . 杨 先生 鼓励 与 支持 
华 先生 自学 堆 全 数论 中 的 解析 方法 一 一 圆 法 及 指数 和 估计 中 的 维 庄 
格拉 人 朱 夫 I.M. Vinogradov) 方法 ， 华 先生 写 过 一 篇 文章 就 是 用 圆 
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法 及 指数 和 估计 方法 证 明了 ， 每 个 充分 大 的 整数 都 是 八 个 三 次 整 值 
多 项 式 之 和 ， 这 是 杨 先生 结果 的 推广 与 改进 . ( 见 Hua loo keng， 
On Waring's problem with culic polynomial Summands, J. of Indian 
Math, Soc;1940, 127~ 135) 

华 先生 在 清华 大 学 时 ， 非 常 发 奋 ， 进 步 其 快 ，1933 年 ， 作 为 
清华 大 学 算 学 系 代理 系 主任 的 杨 先生 毅然 地 与 清华 大 学 老 前 辈 ， 前 
系 主任 郑 桐 苏 先 生 一 起 ， 并 得 到 了 理学 院 院 长 叶 企 苏 先 生 的 支持 
将 华 先 生 从 助理 员 提拔 为 助教 .做 成 这 件 事 的 难度 是 很 大 的 ， 助 理 
员 是 职工 系列 ， 助 教 是 教师 系列 ， 这 是 不 能 互 换 的 ， 更 何况 华 先 生 
没有 大 学 毕业 的 学 历 ，1935 年 ， 他 们 又 将 华 先生 提升 为 教员 ， 从 
而 使 他 能 够 更 好 地 从 事 数学 的 研究 与 教学 . 1936 年 ， 他 们 更 进 一 
步 支 持 华 先生 到 世界 分 析 与 解析 数论 中 心 之 一 的 剑桥 大 学 进一步 深 
造 ，1938 年 ， 华 先生 从 英国 回国 . 那 时 清华 大 学 ， 北 京 大 学 与 南 
开 大 学 都 逃难 搬迁 到 了 云南 省 昆明 市 ， 三 校 共 同 组 建成 西南 联合 大 
学 ， 由 杨 武之 先生 担任 数学 系 主任 . 在 他 的 支持 下 ， 华 先生 被 越级 
聘请 为 数学 系 教授 ， 华 先生 在 给 杨 先 生 的 一 封 信 中 曾 写 道 : “古人 
云 生 我 者 父母 ， 知 我 者 鲍 权 ， 我 之 鲍 坡 乃 杨 师 也 .” 这 段 话 充分 表 
示 了 他 对 杨 先生 的 感谢 及 二 人 相知 与 友谊 之 深厚 . 

闵 喘 稚 先 生生 于 1913 年 ，1929 年 考取 了 北京 师范 大 学 预科 ， 
1931 年 升 入 该 大 学 数学 系 ，1935 年 以 优异 的 成 绩 毕 业 ， 在 校 期 间 
闵 先生 就 有 优异 的 表现 ， 除 积极 参加 学 术 活 动 之 外 ， 还 发 表 过 几 篇 
文章 . 大 学 毕业 后 ， 经 他 的 老师 傅 种 孙 先生 的 介绍 ， 到 师 大 附中 执 
教 ， 在 这 期 间 ， 他 写 出 了 论文 “相合 式 解数 之 渐 近 公式 及 应 用 此 理 
以 讨论 奇异 级 数 ， 科 学 ，24，1940，591 一 607”. 该 文 也 是 属于 哈 
代 与 李 特 伍德 圆 法 的 范畴 . 这 篇 文章 引起 了 杨 先生 的 重视 ， 认 为 闵 
先生 是 一 位 有 才华 的 青年 ， 立 即 于 1937 年 6 月 聘请 他 去 清华 大 学 
算 学 系 当 助 教 〈 见 迟 宗 陶 等 ， 闵 病 稚 教授 生平 ， 闵 丽 箱 论文 选集 ， 
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北京 大 学 出 版 社 ，1991). 抗日 战争 爆发 后 ， 闵 先生 又 继续 去 西南 
联合 大 学 执教 ， 成 为 华 先生 亲密 的 助手 与 合作 者 

由 于 我 撰写 《华罗庚 》 一 书 需 要 核实 一 些 事情 ，1993 年 ， 我 
曾经 问 过 杨振宁 先生 是 否 知道 杨 武之 先生 曾经 介绍 闵 先生 去 清华 大 
学 工作 的 事 . 杨振宁 先生 说 :“ 我 不 知道 呀 !” 由 此 可 以 看 出 杨 武 之 
先生 的 高 贵 品德 : 给 了 一 个 年 轻 人 这 样 大 的 帮助 ， 不 仅 不 求 回报 
其 至 不 愿意 告诉 别人 这 件 事 ， 包 括 自己 家 里 的 人 在 内 

北平 解放 前 夕 ， 杨 先生 曾 搭乘 国民 党 接 北京 大 学 校长 胡适 与 清 
华 大 学 校长 梅 贻 绮 的 飞机 到 上 海 ， 后 又 转 飞 机 去 昆明 将 家 属 接 到 上 
海 ， 解放 后 ， 这 件 事 被 认为 是 杨 先生 欲 出 国 或 去 台湾 ， 使 他 未 能 继 
续 回 清华 大 学 工作 ， 蒙 受 了 不 公正 待遇 ， 杨 先生 留 在 上 海 ， 应 同济 
大 学 聘请 ， 后 又 转 去 复旦 大 学 ， 继 续 执教 ， 在 50 年 代 ， 不 幸 患 有 
糖尿 病 ， 于 1973 年 仙 逝 . 

由 杨 先生 培养 与 提拔 的 三 个 学 生 就 是 中 国 数论 的 第 二 代 骨 干 
华 先生 任 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 与 中 国 科学 技术 大 学 副 校长 兼 
数学 系 主任 ， 柯 先生 任 四 川 大 学 校长 ， 闵 先生 去 北京 大 学 数学 系 执 
教 ， 他 们 除 自己 从 事 数 论 研究 工作 之 外 ， 都 积极 培养 年 轻 的 数论 学 
家 . 越 民 义 、 陈 景 润 、 潘 承 洞 、 严 士 健 、 吴 方 、 孙 琦 、 李 德 琅 与 王 
元 等 都 出 自 他 们 的 门下 .这 些 人 又 招收 学 生 ， 学 生 再 招收 学 生 ， 真 
是 桃李 满 天 下 了 . 

数论 既是 中 国 最 早 开始 研究 的 一 门 数 学 ， 也 是 发 展 得 较 好 的 数 
学 领域 之 一 ， 特 别 是 研究 的 领域 在 迅速 扩大 了 起 来 ， 除 杨 先 生 ， 华 
先生 ， 柯 先生 与 六 先生 擅长 的 堆 急 数论 ， 三 角 和 估计 与 不 定 方程 
外 ， 可 以 说 重要 的 数论 领域 在 国内 都 有 人 在 研究 着 ， 其 中 有 些 工作 
是 会 流传 下 去 的 ， 例 如 陈景润 关于 非常 重要 的 哥 德 巴赫 
《C.Goldlach) 猜想 的 结果 ， 至 今 仍然 在 世界 上 处 于 领先 地 位 

抚 今 思 昔 ， 我 们 不 能 不 深 深 地 怀念 与 感谢 中 国 近代 数论 的 创始 
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人 杨 武 之 先生 . 另 一 方面 ， 我 们 也 深信 ， 杨 先生 如 果 在 天 有 灵 ， 也 
会 对 他 的 弟子 在 继续 他 的 事业 中 所 作出 的 努力 及 取得 的 成 绩 而 感到 
欣慰 . 


华罗庚 ， 生 平 与 工作 简介 ， 


华罗庚 于 1910 年 11 月 12 日 出 生 于 中 国 江苏 省 南部 的 金 坛 县 
他 的 父亲 开 一 个 小 杂货 铺 . 当 华罗庚 初中 毕业 时 ， 由 于 家 贫 ， 不 允 
许 他 继续 升 高 中 .然后 他 进入 上 海中 华 职业 学 校 ， 在 两 年 的 会 计 专 
业 中 读 了 一 年 半 . 由 于 家 贫 ， 华 罗 庚 在 十 五 岁 时 被 迫 离 校 ， 协 助 其 
父 经 营 小 店 ， 那 时 他 只 能 利用 业余 时 间 学 习 数 学 . 由 于 他 对 数学 的 
兴趣 太 浓 而 不 能 全 身心 地 关注 小 店 的 事 ， 所 以 他 的 父亲 很 不 高 兴 ， 
以 致 于 要 烧 掉 他 的 书 

1927 年 ， 华 岁 庚 在 金 坛 中 学 得 到 一 个 职员 工作 并 跟 吴征 元 结 
婚 . 次 年 他 们 有 了 一 个 女儿 ， 以 后 陆续 有 了 三 个 儿子 ， 两 个 女儿 . 
最 小 的 是 1951 年 出 生 的 . 1928 年 ， 华 罗 庚 染 上 了 伤寒 病 ， 病 合 
后 ， 他 的 左 腿 致 残 了 . 

华罗庚 在 早年 就 表现 出 有 数学 才能 .他 的 处 女 作 登 于 1929 年 
上 海 的 《科学 》 杂 志 上 . 他 的 第 二 篇 论文 《 苏 家 驹 之 代数 的 五 次 方 
程式 解法 不 能 成 立 之 理由 》 发 表 于 次 年 的 《科学 》 上， 这 篇 文章 引 
起 了 清华 大 学 数学 系 主任 熊 庆 来 的 注意 .自然 熊 庆 来 没有 听见 过 华 
罗 庚 这 个 名 字 . 以 后 数学 系 中 金 坛 人 教员 唐 培 经 告诉 能 庆 来 华罗庚 
还 没有 高 中 毕业 ， 仅 为 小 村 中 一 个 职员 . 熊 庆 来 很 感动 ， 从 而 邀请 


* 原 载 “International symposium in Memory of Hua Loo Keng，vol 1. Number Theory 
or vol 2. Analysis, edited by Gong Sheng etc, Springcu- Verlag, 1991.” 
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华罗庚 来 清华 大 学 工作 . 起 初 华罗庚 在 系 里 任 助理 员 ， 一 年 多 之 
后 ， 他 被 任命 为 助教 .1934 年 ， 华 罗 庚 被 提升 为 教员 并 被 委任 为 
“中 华文 化 教育 基金 会 董事 会 ” 乙 种 研究 员 . 在 这 期 间 ， 清 华 同 时 
代 的 人 以 后 成 为 杰出 数学 家 的 有 陈省身 ， 许 宝 又 与 柯 召 .华罗庚 最 
初 的 研究 兴趣 为 数论 中 的 华 林 (Waring) 问题 ， 受 到 杨 武之 对 他 的 
指点 . 杨 武 之 是 美国 芝加哥 大 学 的 博士 师 从 狄 克 还 
(L.E.Dickson) . 

1936 年 ， 由 于 温 纳 (N.Wiener) 的 推荐 受 英国 哈代 
(G.H.Hardy) 的 邀请 ， 华 罗 庚 去 了 剑桥 . 尽管 当 华罗庚 抵达 英国 
时 ， 哈 代 本 人 正在 美国 访问 ， 华 罗 庚 仍 被 安排 认识 一 些 年 轻 数 学 
家 ， 他 们 当中 有 达 文 坡 特 (H.Davenport)， 埃 斯 特 曙 
(T.Estermann )， 兰 金 (R.A.Rankin ) 及 蒂 奇 马 什 
(E.C. Titchmarsh)， 华罗庚 在 剑桥 期 间 ， 至 少 发 表 了 十 几 篇 论文 ， 
很 明显 他 受益 于 这 些 数学 家 ， 而 且 他 们 成 为 华罗庚 终生 之 友 . 

1937 年， 日 本 侵入 中 国 ， 清 华 大 学 与 北京 大 学 、 南 开 大 学 一 
起 撤退 到 云南 省 昆明 市 ， 一 起 组 建 了 西南 联合 大 学 ， 华 罗 庚 由 剑桥 
回国 ， 从 1938 年 至 1945 年 ， 他 担任 西南 联合 大 学 教授 ， 他 的 研究 
兴趣 已 拓 广 了 ， 包 括 矩阵 几何 学 ， 自 守 函 数论 ， 多 复 变 函数 论 与 群 
论 . 40 年 代 ， 他 倡导 了 讨论 班 ， 参 加 者 有 有 段 学 复 ， 闵 嗣 锥 ， 奖 坊 
与 徐 贤 修 ， 这 些 人 以 后 都 成 为 著名 数学 家 . 

受 原 苏联 科学 院 与 原 苏 联 对 外 文化 协会 的 邀请 ， 华 罗 庚 于 
1946 年 访问 原 苏联 三 个 月 从 而 认识 了 维 诺 格拉 采 夫 
(I.M. Vinogradov) 与 林 尼 克 (Yu.V.Linnik). 

1947 至 1948 年 ， 华 罗 庚 为 美国 普林斯顿 高 等 研究 院 的 访问 学 
者 ， 并 在 普林斯顿 大 学 讲授 数论 .1948 至 1950 年 ， 华 罗 庚 为 依 利 
诺 大 学 教授 ， 并 指导 了 几 个 学 生 做 研究 (包括 爱 尤 伯 (R.Ayoul)， 
密 锡 尔 (J.Mitchell) 与 熊 飞 尔 德 (L. Schoenfeld)). 除 数论 之 外 , 华 罗 
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庚 也 在 有 限 域 的 不 定 方程 ,典型 群 与 体 论 方面 工作 . 

1950 年 ， 华 罗 庚 携 麦子 与 子女 一 道 回国 .由 于 中 央 研 究 院 数 
学 研究 所 已 随 蒋介石 政府 搬 去 台湾 ， 所 以 华罗庚 立即 投身 于 筹建 中 
国 科 学 院 数学 研究 所 的 工作 . 1952 年 ， 数 学 所 正式 成 立时 ， 华 罗 
庚 被 任命 为 所 长 .他 立即 投身 于 研究 所 的 重建 工作 ， 研 究 所 包括 几 
个 纯粹 数学 与 应 用 数学 的 研究 室 及 计算 技术 部 门 . 他 特别 致力 于 年 
轻 数 学 家 的 培养 ， 其 中 数论 方面 有 陈景润 ， 潘 承 洞 与 王 元 ， 代 数 方 
面 有 万 哲 先 及 复 分 析 方面 有 袭 升 与 陆 启 镍 .为 了 更 多 的 中 国 数学 家 
受益 ， 华 罗 庚 写 了 一 系列 书 : 《 堆 全 素数 论 ) (中 文 版 ，1957 年 )， 
《数论 导 引 》 (中 文 版 ，1957 年 )，《 多 复 变数 函数 论 中 的 典型 域 的 
调和 分 析 》(1959 年 ) 《指数 和 的 估计 及 其 在 数论 中 的 应 用 》 (中 文 
版 ，1963 年 )，《〈 高 等 数学 引 论 》 (1963 年 )， 与 《典型 群 》 (1963 
年 ， 与 万 哲 先 合作 ) . 

1966 年 ，“ 文 化 大 革命 ”中 ， 华 罗 庚 受到 冲击 ， 他 的 家 章 到 
“ 红 卫 兵 ” 的 搜查 ， 华 罗 庚 的 手稿 被 盗 而 且 始 终 未 被 找到 . 但 由 于 
毛泽东 与 周恩来 对 他 的 保护 ， 华 罗 庚 的 个 人 处 境 在 1967 年 变 得 好 
了 一 些 .他 可 以 安全 地 果 在 家 里 ， 甚 至 在 国内 各 工业 部 门 去 普及 数 
学 方法 . 

1958 年 ， 华 罗 庚 被 任命 为 中 国 科学 技术 大 学 副 校长 ， 并 开始 
应 用 数学 工作 ， 特 别 将 数论 方法 用 于 高 维 数值 积分 法 . 同时 ， 他 还 
从 事 “优选 法 ” ( 斐 波 那 契 〈(L.P.Fibonacci) 方法 ) 与 “统筹 法 ” 
(关键 路 线 法 ) 在 工厂 与 工业 部 门 的 普及 工作 .在 近 二 十 年 中 ， 他 
与 他 的 助手 陈 德 泉 与 计 雷 去 过 二 十 几 个 省 ， 给 工人 作 报 告 并 教导 他 
们 如 何 将 上 述 两 个 方法 用 于 他 们 的 工作 ， 从 而 工厂 的 产量 增加 了 ， 
产品 的 质量 也 提高 了 . 

1976 年 ，“ 文 化 大 革命 ”结束 了 . 中国 从 1979 年 开始 执行 开 
放 政策 .由 于 他 的 学 生 的 协助 ， 华 罗 庚 发 表 了 两 本 书 ， 《数论 在 近 
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似 分 析 中 的 应 用 》 (1978 年 ， 与 王 元 合作 ) 及 《从 单位 圆 谈 起 》 
(1979 年 )， 由 哈 贝 尔 斯 坦 (H.Halberstam) 编辑 的 华罗庚 论文 集 
于 1983 年 由 斯 普 林 格 出 版 社 (Springer-Verlag) 出 版 .华罗庚 于 
1978 年 被 任命 为 中 国 科学 院 副 院 长 ，1980 年 被 任命 为 应 用 数学 研 
究 所 所 长 ， 从 1953 年 至 1983 年 ， 他 连续 被 选 为 中 国 数学 会 理事 
长 . 

在 中 国 实行 开放 政策 之 后 ， 华 罗 庚 得 到 兰 西 (Nancy) 大 学 
(1980)， 香 港 中 文大 学 (1983) 与 依 利 诺 大 学 (1984) 名 誉 博士 学 
位 ， 他 被 选 为 美国 科学 院 国外 院士 (1983)， 德 国 巴 伐 利 亚 科 学 院 
院士 (1983) 及 第 三 世界 科学 院 院士 (1983)， 尽 管 华罗庚 的 健康 
欠 佳 ， 他 仍 从 事 数 学 及 其 推广 工作 ， 而 且 以 学 者 身份 多 次 访问 欧 
洲 、 美 国 与 日 本 . 1985 年 6 月 12 日 ， 华 罗 庚 在 日 本 东京 大 学 演讲 
完 之 后 ， 由 于 心脏 病 突然 发 作 而 去 逝 . 


数学 工作 


一 、 数 论 

1. 三 角 和 的 估计 . 

命 g 为 一 个 正 整 数 及 f( 工 ) 为 一 个 整 系数 多 项 式 
f(z)=arrt + +ar, 


此 处 (ai,…, a1, 9)=1. 考 虑 完整 三 角 和 


S(g, f(z)) = De(f(z)/q),e(r) = es. 


车 f(z) = xz?, 则 S(g, xz?) 为 熟知 的 高 斯 和 ,高 斯 证 明了 
lS(g,z’)|<V29. 

S(g, f(z)) 的 估计 是 一 个 历史 悠久 的 问题 , 在 华罗庚 之 前 只 处 理 了 

一 些 特殊 的 多 项 式 ,更 精确 地 说 ,他 用 一 个 很 优美 的 方法 证 明了 


1s(g, f(z))|=O(g' t+:), (1) 
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此 处 s 为 任何 给 定 正 数 及 与 O 有 关 的 常数 仅 依赖 于 4 与 ,这 一 结 
果 是 1940 年 [49A] 中 给 出 的 . 早 在 1938 年 , 他 已 在 [38] 中 得 到 较 弱 
结果 , 其 中 与 O 有 关 的 常数 依 束 于 f(z) 的 系数 ,易于 证 明 除 因子 
gq 尚 可 能 改进 外 , (1) 是 至 于 至 善 的 . 例如 , 当 p 为 除 不 尽 & 的 素数 
时 有 |S(p, zx)| = 大 -以 后 ,华罗庚 [100] 又 将 估计 (1) 推 广 至 次 
数 为 n 的 任意 代数 数 域 K. 
对 于 非 完 整 三 角 和 , 华罗庚 [119] 证 明了 , 当 (k, g) =1,6 天 0 
时 ， 
2 (< c(k,e)gd'(g,b), (2) 
这 一 结果 对 华 林 问 题 有 重要 应 用 . 
华罗庚 简化 与 改进 了 维 诺 格拉 人 朱 夫 关于 韦 尔 (H.Weyl) 和 的 估 
计 方 法 ,他 [95] 指 出 这 一 方法 的 核心 为 下 面 的 中 值 定理 : 命 
f(z)=arrt + … 十 al 工 
及 Ce = Ce(P) = Bee). 
车 1=4(k) 之 k(k +1)/4 + 4k, 则 
| 
S700) pa $+ D+a(logp)2, 


此 处 8= 二 &(k+ 0 人 二 由 此 立即 推出 下 面 的 定理 :假定 之 
12,2 夺 sk 及 


la, -I< 二 ,(h,q)=1,1<g<P’”, 
则 当 P<g 志 Pr” ! 时 有 
p 
S = Delf(z)) < Prt, 
此 处 6, =2k?(2logk + loglogk + 3). 
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在 所 有 当今 解析 数论 的 专著 中 , 都 是 按照 华罗庚 的 方法 来 阐述 
维 诺 格拉 打 夫 方 法 的 .例如 , R.C.Vaughan, The Hardy 一 Littlewood 
Method, Caml Tract in Math;80, 1981. 

关于 特征 和 , 华罗庚 [61] 于 1942 年 证 明了 对 于 非 主 特征 
Xmod 有 : 

zi DDxe) Dp 人 <A<p. 
这 一 估计 导致 了 modp 的 最 小 原 根 及 Pell 氏 方 程 最 小 解 的 估计 的 改 
进 [62]. 

2. 华 林 问 题 及 其 有 关 的 问题 . 

1770 年 , 华 林 猜 想 ， 对 于 整数 上 之 2， 存 在 仅 依赖 于 的 整数 
s() 使 每 一 正 整 数 皆 可 以 表 为 :个 非 负 整 数 的 次 方 赛 之 和 华 林 
猜想 是 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 于 1900 年 证 明 的 . 在 20 年 代 ， 哈 代 
与 李 特 伍德 (J.E.Littlewood) 发 展 了 堆 又 数论 中 的 强 有 力 的 新 方 
法 一 一 圆 法 . 这 一 方法 将 给 出 华 林 问题 更 精密 得 多 的 结果 . 命 
G(4) 表 示 最 小 的 * 使 每 一 充分 大 的 整数 N 皆 可 以 表 为 

N= z+ + (3) 
此 处 xl;，…，<z3 为 非 负 整数 ， 哈 代 与 李 特 伍德 建立 了 (3) 的 解 
数 x, (N) 的 渐 近 公式 : 当 s 宇 (E-2) 24-1+5 时 有 


mt (N) ~G (CN) 下 Ck) JP (4) 
此 处 (N) 称 为 奇异 级 数 ， 它 有 一 个 独立 于 N 的 正 下 界 ， 所 以 
G (kt) 过 (人 -2) 2 1+5. 华罗庚 [36] 于 1938 年 将 这 一 结果 
改进 为 

G (k) 入 24+1. 
同时 ， 他 也 证 明了 当 s 宇 2 +1 时 ，x,,,(NN) 的 渐 近 公式 成 立 ， 在 这 
些 工作 中 ， 需 用 到 以 后 所 谓 的 华氏 不 等 式 : 
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六 Peer) 12 da < P2 tte. (5) 
无 论 如 何 ， 对 于 大 的 &， 维 诺 格拉 条 夫 〈 见 维 诺 格拉 洒 夫 [5]) 给 
予 哈 代 与 李 特 伍德 关于 华 林 问题 的 结果 以 巨大 的 改进 .他 证 明了 当 
>10，s 之 10k?logk 时 ，(4) 式 成 立 ， 而 华罗庚 将 此 改进 为 k> 
10，s 之 2k? (logk + loglogk + 2.5)， 可 能 有 兴趣 者 为 对 于 小 的 A， 
华罗庚 关于 (4) 的 条 件 过 24 + 1， 直 到 近年 才 由 沃 恩 
(R.C. Vaughan) 与 希 斯 一 仆 朗 (D.R.Heath-Brown) 分 别 改进 为 
>2 (上 之 3) 与 *> 志 2 +1 (kk 之 6). 基于 希 尼 尔 最 
(L.G.Schnirelman) 关于 自然 数 贯 的 密 率 方法 ， 林 尼克 于 1943 年 
给 希 尔 伯 特 定理 一 个 新 证 明 . 达 文 坡 特 在 评论 这 一 证 明 时 写 道 “ 这 
一 证 明 的 想法 无 疑 受到 哈代 与 李 特 伍德 方法 某 些 性 质 的 启发 ， 特 别 
是 华氏 不 等 式 .” 

在 30 年 代 ， 很 多 数学 家 研究 了 将 zx* 换 成 一 个 次 多 项 式 的 华 

林 问 题 的 推广 .这 种 推广 的 主要 困难 是 由 于 华罗庚 的 估计 (1) 而 
得 到 克服 ， 他 得 到 希 尔 伯 特 定理 一 个 非常 一 般 的 表述 ， 命 f(x) (1 
i<s) 为 :个 正 首 项 系数 k 次 整 值 多 项 式 , 在 1937 年 至 1940 年 之 
间 , 华罗庚 证 明了 方程 

N= f(z)+.…+ f(x,) 
的 解数 ， 当 s 宇 2: + 1 (1 入 4 过 10) 及 三 242 (logk + loglogk + 
2.5) (k>10) 时 ， 有 一 个 渐 近 公式 ， 注 意 在 此 并 未 考虑 奇异 级 数 
的 正 性 ， 命 (x) 为 一 个 整 值 多 项 式 及 G( 户 表 示 最 小 的 整数 ,使 
对 于 充分 大 的 N, 方程 

N=f (xz1) +…t+ 太 (rz) 
有 解 . 命 sy 表示 /的 次 数 .华罗庚 在 1940 年 证 明了 G(flaf=3)< 
8,G(fla3f=k)S(k -1)2 1 有 maxygG(f)>2* — 1(& 之 5), 此 处 f 
过 所 有 次 整 值 多 项 式 . 
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圆 法 的 要 点 可 以 简单 叙述 如 下 ，(3) 的 解数 可 以 表示 为 积分 形 
式 
ra(N) = {Ta)e(— Na)da, T(a) = Delar), 


1 


此 处 尸 = [Ne] .将 单位 区 间 [0, 1] 分 成 两 部 分 , 即 优 弧 M 与 劣 弧 
nm ;粗略 地 说 , M 包含 那些 小 分 母 4 的 有 理 数 h/g 为 中 心 的 一 些 互 
不 相交 的 区 间 之 并 ,而 m 为 M 关于 (0,1) 的 余 集 .哈代 与 李 特 伍 德 
证 明了 当 s 宇 2&k +1 时 , 渐 近 公式 


5 


| Toe(- Nad rr 
成 立 .华罗庚 [120] 于 1957 年 将 这 一 结果 改进 为 * 过 &+ 1. 华罗庚 的 
结果 的 证 明基 于 估计 式 (2), 而 且 是 至 于 至 善 的 . 
在 30 年 代 与 40 年 代 , 华罗庚 系统 地 研究 了 所 谓 华 林 一 哥 德 巴 
赫 (C.Goldbach) 问 题 .这 是 关于 (3) 及 其 推广 的 可 解 性 问题 , 其 中 诸 
去 需 限制 取 素数 . 例如 他 证 明了 , 当 s 宇 2: +1(k 世 10) 及 s 宇 
2A2(logk -loglogk +2.5)(k>10) 时 ,方程 
N= 所 +…+ 六 
的 解数 有 一 个 渐 近 公式 . 他 也 证 明 变 数 取 素 数 时 与 上 述 结果 相 类 似 
的 一 些 结果 , 他 的 研究 成 果 含 于 他 的 名 著 ( 堆 双 素数 论 中 . 
塔 内 (G. Tarry) 问题 . 
命 N(k) 表示 最 小 的 整数 :， 使 方程 组 
I ttI yt ty <hr (6) 
有 一 个 非 寻 常 解 ， 即 z1，…，z,，y1，…，, 为 正 整数 ， 但 zi， 
…，Zi 不 是 yy/，…，y, 的 置换 ， 命 M (&) 为 最 小 的 整数 :， 使 
(6) 有 解 而 且 
Tt ryt 


显然 我 们 有 k+1<N(k)<<M(k). 华 罗 庚 [37] 于 1938 年 用 一 个 初 
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等 的 直接 法 证 明了 , 当 & 宇 12 时 ， 
M(A)S(t+I)([log 寺 (4+2)/log(1+ 寺 )] 
+1)~k?logk. 
这 改进 了 早先 锐 特 (E. M. Wright) 的 结果 : M(k)<7k2(k 一 11)(k+ 
3)/216. 
华罗庚 [104] 指出 维 诺 格 拉 人 朱 夫 方法 可 以 用 来 处 理 塔 内 问题 ， 
并 于 1952 年 用 这 一 方法 得 到 了 下 述 结果 : 命 fo 由 下 表 给 出 : 


«|2[s[4lsie [7Ts 9 | 10| k>10 
如 | 3 | 8 |23|55|120|207|336|s40|885| La? Clogk + ioalogk + 9)] 


及 Ri,,(p) 表 示 (6) 适合 1<z;，y; 三 P，1<i<it 的 解数 ， 则 当 
>to 时 ， 


lim PY :0 -20R (PP)= ec(k, 4). 
此 处 cl, +) 为 仅 依赖 于 名 与 的 常数 . 
3. 对 数论 的 其 他 贡献 . 
命 ga(n) 表 示 将 一 个 正 整数 ”分 为 无 相等 部 分 的 分 析 数 ， 或 分 
为 奇数 部 分 的 分 析 数 ， 在 1942 年 ， 利 用 哈代 一 拉 马 努 扬 (S，Ra- 
mauujan) 方法 及 拉 代 马 哈 尔 〈HL. Rademacher) 的 有 限 阶 范 里 (J. 
Farey) 分 割 ， 华 罗 庚 [60] 证 明了 


qn) = 让 
(go :去 ))) 
其 中 Jo(z) 为 0 级 Bessel 函数 . 


命 A(z) 表 示 圆 w?+ v?<z 中 格子 点 (zx, uv) 数 . 高 斯 原 题 为 决 


华罗庚 : 生平 与 工作 简介 381 


定 最 小 的 9 使 对 于 任何 正 数 e 和 皆 有 渐 近 公式 
A(zr)=xr + O(z+*), 


此 处 与 O 有 关 的 常数 依赖 于 e. 高 斯 证 明了 0= 证 ， 蒂 奇 马 什 得 到 
9=15/46， 华 罗 庚 [63] 于 1942 年 将 这 一 结果 改进 为 = 13/40， 
同时 还 指出 维 诺 格拉 采 夫 关于 这 个 问题 的 结果 的 证 明 中 的 错误 . 

华罗庚 还 研究 了 实 二 次 域 Q (Va) 的 欧 氏 除法 (EA) 问题 ， 
此 处 4 为 一 个 平方 自由 数 ， 他 [64] 在 1944 年 证 明了 车 d > e2s0， 
则 没有 (EA)， 并 指出 250 可 能 改进 至 160. 

1959 年 ， 华 罗 庚 与 王 元 [131] 写 了 关于 数值 积分 法 一 篇 短 
文 .他 们 证 明了 ， 若 ?f(z,y)/3z9y 在 0<z,y<1 上 连续 , 则 


ewarey- 二 (于 | 稚 -|)< 人 下 


此 处 F, 为 第 一 个 Fibonacci 数 ， 除 常数 C 外 ， 估 计 (7) 是 最 佳 可 
能 的 ， 然 后 ， 他 们 发 表 了 一 系列 论文 将 他 们 的 方法 推广 至 高 维 空 


,(7) 


间 . 熟知 F，-1/F, 是 如 了 +=2eos 辑 的 有 理 天 近 ， 所 以 他 们 的 广 


法 的 要 点 为 利用 分 圆 域 Q (2cos x) (m 宇 5) 的 一 组 单位 构造 域 
的 基底 的 联 立 有 理 逼 近 ， 他 们 的 工作 及 对 这 一 领域 的 其 他 贡献 ， 包 
括 2 至 18 维 的 数值 信息 皆 包 含 在 他 们 的 专著 《数论 在 近似 分 析 中 
的 应 用 》 之 中 . 

在 1953 一 1957 年 之 间 ， 华 罗 庚 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 组 织 
了 一 个 哥 德 巴赫 问题 讨论 班 . 哥 德 巴赫 问题 是 哥 德 巴赫 写 给 欧 拉 
(LEuler) 的 一 封 信 中 提出 来 的 ， 信 中 建议 了 两 个 猜想 ，(A) 每 
一 个 大 于 5 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 ， 及 (B) 每 个 大 于 8 的 奇 
数 都 是 3 个 奇 素数 之 和 .显然 (B) 是 (A) 的 推论 ，1937 年 ， 纵 
诺 格拉 条 夫 本 质 上 证 明 猜 想 (B). 实际 上 ， 他 证 明了 每 一 充分 大 
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的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 . 布 赫 夕 塔 布 (A，A，Buchstab) 证 明 
了 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 数 之 和 ， 其 中 每 个 数 都 是 不 多 于 4 个 
素数 之 乘积 .我 们 将 这 个 结果 简单 记 为 4，4). 作为 讨论 班 的 成 
果 ， 王 元 首先 于 1956 年 将 布 赫 夕 塔 布 的 结果 改进 为 (3，4)， 于 
1957 年 继续 改进 为 (2，3). 其 后 ， 潘 承 洞 于 1963 年 建立 了 (1， 
4)， 最后， 陈景润 证 明了 (1，2)， 除 猜想 (A) 本身 外 ， 这 是 狂 
想 可 能 的 最 好 结果 . 

二 ”代数 与 几何 

4. 体 . 

自从 险 密 顿 (W，R.，Hamilton) 关于 非 交换 可 除 代数 第 一 个 
例子 之 后 ， 四 元 素 代数 与 可 除 代数 受到 很 大 注意 . 相 比 之 下 ， 无 穷 
维 代数 与 体 却 被 忽略 了 .1950 年 左右 ， 华 罗 庚 用 直接 与 初等 方法 
在 这 一 领域 证 明了 几 个 定理 : 

命 K 为 一 个 体 ， 若 一 个 由 K 映射 到 自身 的 映射 满足 

(at+b)"=a+b, (aba)"=a"ba 及 1°=1, 

则 称 o 为 半 自 同 构 . 熟知 的 半 自 同 构 的 例子 有 同 构 ， 它 满足 
(ab)"= ob" 与 反 自 构 ， 它 适合 (ab)” = ba"， 一 个 著名 的 问题 为 
是 否 存在 一 个 半 自 同 构 ， 它 既 不 是 自 同 构 又 不 是 反 自 同 构 ? 华罗庚 
[88] 于 1949 年 解决 了 这 个 问题 ， 他 证 明了 每 一 个 半 自 同 构 或 为 自 
同 构 ， 或 为 反 自 同 构 . 由 此 可 以 导出 特征 天 2 的 体 上 直线 的 射影 几 
何 基本 定理 ， 即 任何 将 特征 夭 2 的 体 上 的 射影 直线 映射 到 自身 且 保 
持 调 和 关系 不 变 的 一 一 对 应 为 自 同 构 或 反 自 同 物 诱导 的 半 线 性 变 
换 . 

过 去 安 柯 溪 雅 (G，Ancochea) 与 卡 普兰 斯 基 (I Kaplansky) 
都 仅 能 在 某 些 限制 下 研究 半 自 同 构 问题 . 由 于 他 们 所 用 的 方法 基于 
有 限 维 结合 代数 的 构造 理论 ， 所 以 他 们 都 未 能 完全 解决 问题 ，1949 
年 ， 华 罗 庚 [71] 给 出 下 面 定理 的 一 个 直接 证 明 : 体 的 每 一 个 真正 
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规 子 体 都 包含 在 它 的 中 心 之 中 .这 个 定理 在 文献 中 被 称 为 嘉 当 
(H，Cartar) 一 布 劳 威 尔 (R.Brauer) 一 华氏 定理 . 在 华罗庚 与 
布 劳 威 尔 的 证 明 出 现 之 前 ， 嘉 当 用 了 体 的 伽 罗 华 理论 的 复杂 技巧 ， 
仅 能 对 可 除 代数 证 明 这 一 定理 .而 华罗庚 的 证 明 只 需要 一 个 恒 等 
式 : 车 ab 了 ba， 则 
a=(b 1- (a-1) lb ! (a-1)) (alb-la— (a+ 
1) 07 (a-1))!. 

1950 年 ， 华 罗 庚 [96] 证 明了 ， 若 一 个 体 不 是 域 ， 则 它 的 乘 
法 群 不 是 亚 阿 贝 尔 群 . 

5 群 论 与 矩阵 几何 . 

1946 年 ， 华 罗 庚 [73] 发 表 了 他 的 第 一 篇 典型 群 自 同 构 论文 ， 
其 中 他 决定 了 实 辛 群 的 自 同 构 ， 接 着 ， 他 [85] 在 1948 年 又 决定 
了 特征 不 等 于 2 的 域 的 辛 群 自 同 构 ， 华罗庚 关于 辛 群 自 同 构 的 方法 
也 可 以 用 于 其 他 类 型 的 典型 群 上 去 ， 但 是 由 于 狄 厄 多 内 (J. 
Dieudonne) 已 于 1951 年 发 表 了 他 关于 典型 群 自 同 构 的 结果 ， 所 以 
华罗庚 [101] 仅 发 表 了 用 他 自己 的 方法 解决 的 狄 厄 多 内 尚未 解决 
的 一 系列 问题 的 结果 : 华罗庚 [101] 决定 了 GL, (KK)， 
SL。(K) 与 PSL4 (K) 的 自 同 构 ， 此 处 K 为 特征 不 等 于 2 的 体 ， 
及 04 (K，f) 的 自 同 构 ， 其 中 为 特征 非 2 的 体 而 f 为 指标 为 
2 的 二 次 型 ， 以 后 ， 华 罗 庚 与 万 哲 先 [105] 决定 了 SL，。(K) 与 
PSL，。(K) 的 自 同 构 ， 此 处 K 为 特征 天 2 的 体 ， 他 们 亦 决 定 了 某 
些 线性 群 是 不 同 构 的 . 在 [101] 中 ， 华 罗 庚 阐述 他 的 方法 与 狄 厄 
多 内 方法 的 比较 ， 他 写 道 :“ 狄 厄 多 内 用 的 方法 对 高 维 时 是 有 效 的 ， 
并 可 以 对 个 别 低 维 情况 加 以 应 用 .如 他 所 指出 的 那样 ， 当 维 数 " 
减 小 时 ， 困 难 就 加 大 了 . 狭 厄 多 内 的 方法 对 于 n 小 时 ， 变 得 非常 
笨拙 ， 有 时 还 不 能 解决 最 小 ” 时 的 情况 . 另 一 方面 ， 笔 者 的 方法 
从 尽 可 能 小 的 a 开始 ， 这 常常 是 最 困难 的 情况 ， 而 读者 不 难 用 笔 
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者 [85] 曾 用 过 的 方法 从 本 文 的 特殊 结果 出 发 ， 用 归纳 法 得 出 一 般 
的 结果 . 进而 言 之 ， 相 比 于 狄 厄 多 内 的 方法 ， 笔 者 只 用 了 和 矩阵 计 
算 .” 

1951 年 ， 华 罗 庚 与 束 纳 (I，Reiner) [102，106] 决定 了 
GL,(z) 与 PGL,(z) 的 自 同 构 .这 是 环 上 典型 群 自 同 构 工 作 的 开端 . 
他 们 [92] 还 证 明了 GL, (x) 由 三 个 元 素 生 成 , SL, (z) 由 两 个 元 素 生 
成 ,而 SP:,(z) 由 四 个 元 素 生 成 . 以 前 布 拉 哈 拉 (R.R.Brahana) 曾 证 
明 过 SP,(z) 的 每 个 元 素 都 是 一 个 有 限 矩 阵 集 的 元 素 之 积 . 

1940 年 ， 华 罗 庚 与 段 学 复 [46] 引进 了 p - 群 秩 的 概念 ， 若 
一 个 加 阶 请 - 群 的 元 素 的 最 大 阶 为 如“， 则 称 该 群 有 秩 a， 例如， 
华罗庚 证 明了 ， 若 G 为 阶 p" 及 秩 a 的 群 (p 宇 3，n 宇 2a +1)， 则 
(i) G 含 且 仅 含 一 个 阶 p”" 及 秩 a 的 子 群 (2a + l<m<n); (ii) 
G 包含 阶 为 加 巡回 子 群 (a<m<n-a 一 1); ( 冯 ) G 中 阶 志 p” 
的 元 素 个 数 等 于 p"'* (a 过 mn -a). 其 中 (i)，( 洛 ) 分 别 改 
进 了 米 勒 (G. AMiller) 与 库 拉 柯 夫 (A，A、，Kulakoff) 的 结 
果 . 

矩阵 几何 的 研究 是 华罗庚 于 1945 年 开始 的 ， 这 一 工作 与 西 革 
尔 〈C. LSiegel) 关于 分 数 线性 变换 的 工作 有 关 . 空间 的 点 为 某 
种 矩阵 ， 例 如 同样 大 小 的 长 方 矩阵 ， 对 称 矩 阵 或 斜 对 称 矩 阵 ， 然 后 
在 空间 中 有 一 个 运动 群 . 问题 是 用 尽 可 能 少 的 几何 不 变量 来 刻画 运 
动 群 。 华罗庚 发 现 不 变量 “ 粘 切 ” 即 足以 刻画 空间 的 运动 群 ， 他 
[99] 于 1951 年 证 明了 长 方 矩阵 仿 射 几何 的 基本 定理 ， 命 1< ”去 
m。. 若 体 K 上 n x m 矩阵 集合 到 自身 的 一 一 变换 保持 粘 切 ( 若 M 
- N 的 秩 为 1， 则 两 个 矩阵 M 与 N 就 称 为 粘 切 )， 则 必 具 形式 

Z1= PZ°Q + R,, (8) 
此 处 P= Pm 与 Q = Q(”™) 为 可 递 甜 阵 ，RR 为 一 个 n x m 矩阵 及 eo 
为 K 的 自 同 构 . 若 n= m， 则 除 (8) 之 外 ， 还 需 添 加 变换 
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Z1= PZQ+R, 
此 处 r+ 为 K 的 反 自 同 构 . 由 此 可 以 推出 长 方 矩阵 (Grassmann 空 
间 ) 射影 几何 的 基本 定理 . 他 还 决定 了 特征 天 2 的 体 上 全 矩阵 环 的 
Jardam 同 构 与 特征 隆 2，3 的 体 上 全 和 矩阵 环 的 Lie 同 构 . 

和 矩阵 几何 的 研究 与 他 的 多 复 变 函数 论 研 究 非常 接近 .在 1944 
至 1946 年 间 ， 华 罗 庚 [66，67] 决定 了 在 西 群 之 下 ， 复 对 称 与 斜 
对 称 方 阵 的 分 类 ， 在 同 余 关系 下 ， 厄 尔 米 〈C. Hermite) 矩阵 的 分 
类 ， 及 在 正 交 群 下 ， 厄 尔 米 矩阵 的 分 类 . 

1955 年 ， 华 罗 庚 在 数学 研究 所 组 织 了 一 个 代数 讨论 班 ， 他 与 
万 哲 先 合作 发 表 了 一 本 书 〈 典 型 群 )， 包 括 他 们 在 典型 群 及 其 有 关 
问题 的 结果 . 除了 华罗庚 研究 过 的 领域 外 ， 讨 论 班 的 参加 者 也 得 到 
了 代数 其 他 部 分 及 其 应 用 ， 特 别 是 代数 密码 学 的 一 些 结果 . 

三 复 分 析 

6. 典型 域 . 

1935 年 ， 嘉 当 (E，Cartan) 证 明了 在 解析 变换 之 下 ， 既 得 齐 
次 有 界 对 称 域 正好 六 种 类 型 ， 其 中 有 两 种 例外 域 ， 它 们 的 维 数 分 别 
为 16 与 27， 其 他 四 类 称 之 为 “典型 域 "， 它 们 的 定义 如 下 ， 

RI= jmxn 和 矩阵 Z 满足 1, - ZZ" >0|， 

RI = xn 阶 对 称 和 矩阵 Z 满足 已 - ZZ ">0|， 

Rn = tn 阶 斜 对 称 矩 阵 Z 满足 1 2ZZ* >0|， 

Rw= {z= (zl，…，z) ECni |zz” |?+1-2zz’ >0, 

bel<tt 
此 处 Z 的 元 素 为 复数 ，1,, 表示 m 阶 单位 矩阵 ，Z "表示 Z 的 转 置 
Z 的 复 共 力 ， 而 x 表示 矢量 z 的 转 置 . 

典型 域 可 以 看 作 是 复 平面 上 单位 圆 及 其 他 区 域 的 高 维 类 似 ， 典 

型 域 的 理论 也 可 以 用 于 微分 方程 与 复 几 何 . 
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1943 年 ， 西 革 尔 发 表 了 他 关于 辛 几何 的 重要 文章 ， 其 中 用 和 矩 
阵 方法 研究 了 Rn. 1944 年 ， 华 罗 庚 [66] 指出 典型 域 的 研究 可 
以 归结 为 矩阵 几何 的 研究 .独立 于 嘉 当 与 西 革 尔 ， 他 给 出 了 四 类 典 
型 域 的 矩阵 表示 与 它们 的 运动 群 。 在 他 的 文章 中 ， 与 西 革 尔 工作 相 
关 的 部 分 ， 他 仅 作 了 一 个 简单 叙述 ，[66] 中 有 一 个 编者 注 记 :“ 因 
为 美国 与 中 国 间 的 邮件 阻 滞 ， 在 编辑 的 同意 下 ， 由 华罗庚 的 朋友 上段 
学 复 与 西 革 尔 对 本 文 作 了 一 点 小 修改 "， 华罗庚 在 他 的 文章 中 亦 表 
示 了 对 韦 尔 、 唐 培 经 与 陈省身 的 感谢 . 感谢 他 们 分 别 赠送 给 他 西 革 
尔 、 吉 尔 劳 德 (G，Girauce) 与 嘉 当 的 论文 . 

1953 年 ， 华 罗 庚 利 用 群 表示 论 方法 给 出 了 四 类 典型 的 完整 正 
交 系 ， 粗 略 地 说 ， 它 们 很 像 复 平面 上 的 正 交 系 e( n0)(n =0,+1, 
…), 由 此 而 得 到 圆 盘 中 的 Cauchy 核 . 因此 利用 这 些 完 整 正 交 系 ， 
华罗庚 得 到 了 四 类 典型 域 的 Cauchy 核 ，Szego 核 ，Bergman 核 与 
Poisson 核 ， 华罗庚 的 方法 的 特点 为 具体 与 直接 ， 他 很 有 信心 地 作 
极 复杂 的 计算 而 得 到 清晰 的 结果 .利用 典型 域 的 Cauchy 核 ， 若 函 
数值 在 一 个 低 维 流 形 (特征 流 形 ) 中 给 出 ， 则 解析 函数 在 典型 域 中 
就 确定 了 . 这些 结 果 与 其 他 结果 写 进 他 的 专著 《多 复 变数 函数 论 中 
的 典型 域 的 调和 分 析 》 之 中 . 英文 版 的 编者 强调 了 这 个 主题 对 Lie 
群 表示 论 ， 齐 型 空间 理论 与 多 复 变 自 守 函数 论 的 重要 性 . 该 书 的 显 
著 特 点 为 华罗庚 所 发 展 的 数学 技巧 ， 例 如 ， 一 类 代数 恒等式 ， 和 矩阵 
变 元 的 函数 积分 的 计算 等 ， 都 具有 独特 的 兴趣 . 

利用 典型 域 的 Poisson 核 ， 华 罗 庚 与 陆 启 锋 【128] 于 1958 年 
建立 了 典型 域 的 调和 函数 论 并 解决 了 关于 Laplace-Beltrami 方程 的 
Dirichlet 问题 .他们 发 现 一 些 奇 笃 现象 : (i) 若 一 个 函数 适合 一 个 
微分 方程 ， 则 必 适 合 一 组 微分 方程 ， 及 (ii) 车 函数 值 在 典型 域 的 
边界 的 一 个 低 维 流 形 (特征 流 形 ) 上 给 出 ， 则 Dirichlet 问题 就 解决 
了 .华罗庚 发 现 一 系列 微分 算 子 ， 它们 有 调和 算 子 类 似 性 质 ， 现 在 
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文献 上 称 之 为 华氏 算 子 . 陆 启 猴 还 研究 了 典型 域 的 边界 性 质 ， 几 何 
结构 ， 最 大 原理 及 证 明了 C" 中 有 界 区 域 的 类 似 Schwarz 引 理 . 

由 于 某 些 典型 群 可 以 看 作 典 型 域 的 特征 流 形 ， 华 罗 庚 [139] 
证 明了 西 群 上 的 Fourier 级 数 可 以 Abel 求 和 ， 这 是 典型 群 上 Fourier 
分 析 研 究 的 开端 ， 华 罗 庚 的 工作 被 袭 升 大 大 地 拓 广 了 . 袭 升 研究 了 
西 群 上 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 法 ，Cesaro 求 和 法 ，Fejer 求 和 法 与 
各 种 球 求 和 法 . 钟 家 庆 将 西 群 上 Fourier 级 数 的 某 些 结果 推广 至 旋 
转 群 . 

1954 年 ， 华 罗 庚 [122] 用 初等 方法 证 明了 有 界 区 域 的 
Bergman 度量 的 Riemann 曲率 R 具有 性 质 : (i) 2 - R 为 平方 和 ， 
及 (ii) 在 某 些 限制 下 R 之 - n. 这 是 富 克 斯 (W. H. I. Fuchs) 
定理 的 改进 ， 作 为 Riemann 共 形 映 照 定 理 的 推广 ， 华 罗 庚 证 明了 
每 一 个 有 常 曲率 的 非 连 续 有 界 区 域 可 以 由 解析 映射 映射 到 单位 球 . 

华罗庚 用 他 多 复 变 函 数论 的 工作 去 研究 偏 微分 方程 的 某 些 问 
题 . 这 些 写 于 他 的 书 [8] 及 他 与 吴 兹 潜 和 林 伟 合 著 的 书 [10] 之 
中 . (以 上 参考 文献 见 华 罗 庚 :Selected papers，Springa Verlag， 
1983) 
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《华罗庚 科普 著作 选集 》 介 绍 - 


中 国 古 代数 学 曾 有 过 极为 光荣 的 传统 与 贡献 .由 于 我 国 长 期 处 
于 封建 社会 ， 而 西方 已 进入 资本 主义 社会 ， 我 国 的 数学 落后 了 . 我 
国 现代 的 数学 研究 是 本 世纪 20 年 代 开始 的 ， 华罗庚 教授 是 中 国 解 
析 数 论 ， 典 型 群 ， 矩 阵 几 何 学 ， 自 守 函 数论 与 多 个 复 变 数 函 数论 等 
很 多 方面 研究 的 创始 人 与 开拓 者 ， 也 是 我 国 进入 世界 著名 数学 家 行 
列 最 杰出 的 代表 . 迄今 他 共 发 表 学 术 论文 约 二 百 篇 ， 专 著 十 本 ， 其 
中 有 八 本 被 国外 翻译 出 版 ， 有 些 可 列 入 本 世纪 经 典 著作 之 列 . 他 被 
选 为 美国 科学 院 国外 院士 ， 法 国 南 锡 大 学 与 香港 中 文大 学 授予 他 荣 
誉 博士 ， 他 的 名 字 已 进入 美国 华盛顿 斯 密 司 一 宋 尼 博 物 馆 ， 也 被 列 
为 芝加哥 科学 技术 博物 馆 中 当今 八 十 八 个 数学 伟人 之 一 .外国 报刊 
上 征 引 了 很 多 著名 数学 家 对 他 的 赞扬 : “由 于 他 工作 范围 之 广 ， 使 
他 堪 称 世界 名 列 前 茅 的 数学 家 之 一 ”( 劳 埃 尔 .能 飞 尔 德 ), “他 是 绝 
对 第 一 流 的 数学 家 ， 他 是 作出 特 多 贡献 的 人 ” ( 李 普 曼 . 贝 尔 斯 )， 
“ 受 他 直接 影响 的 人 也 许 比 受 历史 上 任何 数学 家 直接 影响 的 人 都 多 ， 
他 有 一 个 普及 数学 的 方法 ” (罗兰 德 .格雷 汉 )， 等 等 ， 这 些 绝 非 滋 
美 之 词 ， 他 是 当之无愧 的 . 


* 这 是 为 《华罗庚 科普 著作 选集 》 写 的 介绍 ， 附 于 书 中 ， 上 海 教育 出 版 社 出 版 ， 
1984 . 
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本 文 不 准备 介绍 他 的 学 术 成 就 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 最 近 斯 
普 林 格 出 版 社 出 版 的 《华罗庚 论文 选集 》 及 他 的 一 些 著作 .但 是 
华罗庚 教授 不 仅 是 一 位 卓越 的 数学 家 ， 他 对 组 织 领导 工作 、 教 育 工 

、 普 及 工作 也 作出 了 出 色 的 贡献 . 特别 是 他 多 年 来 从 事 应 用 数学 
的 研究 与 推广 工作 ， 收 效 极为 丰富 ， 影 响 甚 为 深远 .本 文 将 就 这 些 
方面 作 一 些 简 略 的 介绍 


正当 他 年 富力 强 ， 风 华 正 茂 ， 创 作 处 于 最 高 潮 的 时 刻 ， 中 国 新 
民主 主义 革命 成 功 了 .中 华人 民 共 和 国 成 立 的 消息 很 快 传 到 了 美 
国 . 他 坑 然 放弃 了 伊利 诺 大 学 终身 教授 席位 ， 于 1950 年 带领 全 家 
回 到 北京 ， 那 时 帝国 主义 封锁 我 们 ， 旧 中 央 研 究 院 数学 所 的 图 书馆 
又 搬 到 台湾 去 了 ， 他 就 在 这 个 时 刻 担当 起 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 
长 职务 ， 负 责 新 建 数学 所 的 重任 .在 这 样 艰难 的 工作 与 生活 条 件 
下 ， 以 他 为 核心 与 榜样 ， 数 学 所 上 下 团结 一 致 ， 艰 苦 工作 ， 不 到 五 
年 ， 就 初 具 规模 ， 涌 现 出 一 批 出 色 的 成 果 与 人 才 ， 受 到 国内 外 的 高 
度 赞扬 ， 这 与 他 卓越 的 领导 是 分 不 开 的 . 

他 深 知 培养 中 国 青年 数学 家 的 重要 . 解放 后 ， 他 始终 抓紧 这 项 
工作 ， 不 仅 向 他 们 传授 数学 知识 和 治学 方法 ， 更 注意 教育 他 们 热爱 
祖国 和 人 民 ， 教 育 他 们 有 良好 的 学 术 品德 和 作风 

他 的 宝贵 治学 经 验 只 有 较 少 一 些 已 写成 文章 发 表 ， 特 别 在 60 
年 代 以 后 ， 他 很 少 有 时 间 再 去 撰写 这 方面 的 文章 ， 这 是 很 可 惜 的 

早 在 50 年 代 初 ， 他 就 提出 “天 才 在 于 积累 ， 聪 明 在 于 勤奋 "， 
虽然 他 聪明 过 人 ， 但 他 从 不 夸 砍 自己 的 天 分 ， 而 是 把 比 “聪明 ” 重 
要 得 多 的 “勤奋 ”与 “积累 ”看 做 两 把 成 功 的 钥匙 ， 反 复 告诉 青年 
人 ， 要 他 们 学 数学 做 到 “ 拳 不 离 手 ， 曲 不 离 口 "， 经 常 地 锻炼 自己 

当时 他 领导 的 两 个 数论 讨论 班 ， 一 个 是 基础 性 的 ， 由 他 每 周 讲 
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一 次 ， 讲 义 交 给 学 生 分 别 负责 仔细 阅读 ， 反 复 讨 论 后 再 定稿 ， 另 一 
个 是 哥 德 巴赫 问题 讨论 班 ， 由 学 生 轮 流 报告 ， 每 一 点 疑难 ， 他 都 要 
当场 追问 清楚 ， 学 生 常常 被 挂 在 黑板 上 下 不 了 台 . 在 节假日 ， 他 还 
常 到 宿舍 找 学 生 谈 数 学 问题 ， 除 此 而 外 ， 他 还 领导 了 代数 学 与 多 个 
复 变数 函数 论 的 研究 工作 .对 全 所 的 研究 工作 ， 他 都 亲自 过 问 .在 
不 到 五 年 的 时 间 里 ， 受 他 直接 领导 而 很 好 成 长 的 学 生 就 有 越 民 义 ， 
万 哲 先 ， 陆 启 狸 ， 蓝 升 ， 王 元 ， 许 孔 时 ， 陈 景 润 ， 吴 方 ， 魏 道 政 
严 士 健 与 潘 承 洞 等 ， 这 些 人 现在 都 成 为 教授 了 ， 是 我 国 数学 界 的 骨 
干 ， 有 些 已 是 国际 知名 数学 家 . 受过 他 影响 的 数学 家 更 是 不 胜 枚 
举 . 

其 实 早 在 40 年 代 ， 他 就 在 昆明 西南 联 大 领导 了 一 个 讨论 班 
在 讨论 班 中 受到 教 益 而 成 为 著名 数学 家 的 有 有 段 学 复 ， 闵 缸 稚 ， 樊 答 
与 徐 贤 修 等 人 . 

50 年 代 中 期 ， 他 又 提出 “要 有 速度 ， 还 要 有 加 速度 ". 所 谓 
“速度 ”就 是 出 成 果 ， 所 谓 “加 速度 ”就 是 成 果 的 质量 要 不 断 提高 
这 是 针对 当时 数学 所 已 经 出 了 一 批 成 果 ， 有 些 人 有 自满 情绪 ， 写 了 
一 些 同等 水 平 的 文章 ， 他 这 一 意见 ， 正 是 针对 这 种 倾向 ， 鼓 励 大 家 
干 万 不 要 自满 ， 要 继续 攀登 高 峰 

在 治学 方面 ， 他 总 是 不 吃 老 本 ， 永 远 向 前 看 ， 当 他 成 为 世界 著 
名 数论 学 家 时 仍 不 停 步 ， 宁 可 另起炉灶 ， 研 究 新 领域 代数 学 与 复 分 
析 . 到 他 老年 时 ， 还 勇敢 地 接触 新 的 数学 领域 ， 如 近似 积分 与 偏 微 
分 方程 等 ， 他 要 大 家 不 要 “ 画 地 为 牢 "， 要 抓紧 机 会 学 习 别人 的 长 
处 与 锻炼 自己 .特别 他 提出 了 “ 专 ” 与 “ 漫 ” 的 关系 .首先 要 专 
使 研究 工作 深入 ， 然 后 必须 注意 从 自己 的 专长 出 发 ， 向 有 关 方面 温 
出 去 ， 扩 大 研究 领域 . 

十 年 浩 动 中 ， 受 了 林彪 、“ 四 人 帮 ” 的 毒害 一些 人 包括 青年 
人 中 不 良 学 风 颇 为 盛行 表现 在 粗制滥造 ， 争 名 夺 利 ， 任 意 吹 吐 
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这 些 作 风 ， 使 他 深 感 痛心 . 1978 年 ， 他 语重心长 地 提出 “ 早 发 表 
晚 评价 "， 后 来 又 提出 “努力 在 我 ， 评 价 在 人 ”自然 科学 的 成 果 ， 
常 需 经 时 间 检 验 ， 才 能 逐渐 清楚 其 价值 ， 刚 一 发 表 就 吹 唆 ， 本 身 就 
是 违反 科学 的 客观 规律 的 

他 对 自己 的 要 求 比 对 其 他 人 更 严格 了 . 当 他 以 古稀 高 龄 到 西欧 
与 美国 讲学 时 ， 他 向 自己 提出 “和 弄 佐 必 到 班 门 ". 意思 是 到 一 个 单 
位 去 演讲 ， 最 好 讲 该 单位 专长 的 内 容 ， 这 样 才能 得 到 更 多 的 帮助 

他 深 知 年 龄 是 不 饶 人 的 ， 在 1979 年 ， 他 指出 :“ 树 老 易 空 ， 人 
老 易 松 ， 科 学 之 道 ， 戒 之 以 空 ， 戒 之 以 松 ， 我 愿 一 辈子 从 实 以 终 ， 
这 是 我 对 自己 的 鞭策 ， 也 可 以 说 是 我 今后 的 打算 .” 

他 正 是 以 “ 实 ”与 “ 紧 ” 要 求 自己 ， 即 使 在 卧病 之 中 ， 仍 然 坚 
持 工 作 ， 并 且说 : “我 的 哲学 不 是 生命 尽量 延长 ， 而 是 工作 尽量 多 
做 .” 


当然 ， 能 够 在 华罗庚 教授 身边 工作 ， 承 受 他 的 身 教 与 言 教 的 学 
生 总 还 是 极 少数 人 ， 早 在 50 年 代 ， 他 就 注意 发 现 社会 上 的 卓越 人 
才 . 陈景润 就 是 他 发 现 并 推荐 到 数学 所 工作 的 .他 是 由 于 见 到 陈 景 
渔 对 塔 内 问题 有 些 见解 ， 而 看 出 陈景润 是 一 个 可 造就 的 人 才 的 、 这 
件 好 事情 ， 居 然 使 他 在 历次 政治 运动 中 受到 错误 的 批判 ， 说 他 重视 
“只 专 不 红 ” 的 人 ， 使 他 无 法 再 作 推荐 人 才 的 工作 

他 是 我 国 在 中 学 进行 数学 竞赛 活动 的 热心 创始 人 、 组 织 者 与 参 
加 者 .50 年 代 北 京 的 历次 数学 竞赛 活动 ， 他 都 参与 组 织 ， 从 出 试 
题 ， 到 监考 ， 改 试卷 都 亲自 参加 ， 也 多 次 到 外 地 去 推动 这 一 工作 . 
特别 在 竞赛 前 ， 他 都 亲自 给 学 生 作 报 告 ， 作 为 动员 .他 写 的 几 本 通 
俗 读物 《从 杨辉 三 角 谈 起 )、《 从 祖冲之 的 圆周 率 谈 起 )、《 从 孙子 的 
“神奇 妙 算 ” 谈 起 》、《 数 学 归纳 法 》 等 ， 都 源 出 于 当时 的 报告 这 
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些 报告 不 仅 是 传授 知识 ， 富 于 启发 性 ， 更 重要 的 是 这 些 报告 都 是 极 
好 的 爱国 主义 教材 杨辉、 祖冲之 都 是 我 国 古代 的 卓越 数学 家 ， 
“神奇 妙 算 ” 是 《孙子 算 经 》 中 的 光辉 篇 章 ，《 数 学 归纳 法 ) 中 有 一 
个 李 善 兰 恒等式 的 证 明 . 这 还 有 个 故事 ， 当 匈牙利 数学 家 保 尔 . 吐 
朗 来 北京 访问 时 ， 曾 讲 了 这 个 恒等式 ， 并 用 兰 向 达 多 项 式 等 高 深 知 
识 ， 给 出 了 一 个 证 明 . 中 国人 难道 不 能 给 他 们 祖先 提出 的 问题 一 个 
数学 证 明 吗 ? 他 连夜 思考 ， 终 于 在 与 吐 朗 临别 时 ， 给 了 他 一 个 非常 
初等 、 漂 亮 的 证 明 . 这 些 书 一 版 再 版 ， 在 青年 中 广 为 流 传 ， 是 他 们 
最 喜欢 的 课外 书籍 之 一 . 

他 撰写 《数论 导 引 )、《 典 型 群 》 与 《多 个 复 变 数 典型 域 上 的 调 
和 分 析 》 的 同时 ， 曾 引导 一 些 青年 人 进入 数学 研究 领域 ， 使 他 们 成 
为 很 好 的 数学 家 .从 1958 年 开始 ， 他 到 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 
授课 ， 由 王 元 任 助手 ， 他 计划 撰写 四 卷 《 高 等 数学 引 论 )， 作 为 近 
代数 学 的 基础 丛书 ， 可惜 只 出 版 了 一 卷 半 ， 手 稿 都 在 十 年 浩劫 中 丢 
夫 革 

在 教 课 过 程 中 ， 他 非常 注意 教学 改革 ， 他 提倡 启发 式 教学 ， 强 
调 数学 各 分 科 之 间 的 内 在 联系 .因此 基础 课 统一 成 一 门 课 ， 共 三 年 
半 时 间 ， 这 种 体系 被 称 为 “一 条 龙 "， 他 还 特别 强调 理论 联系 实际 . 
例如 在 讲 到 用 有 理 数 贯 逼近 实数 时 ， 当 给 了 实数 ， 如 何 构造 有 理 数 
贯 ? 他 介绍 了 “ 连 分 数 "， 连 分 数 在 天 文学 上 的 一 系列 应 用 也 就 顺 
带 讲 了 . “数值 积分 ”到 底 用 到 哪里 去 ? 我 们 向 地 理学 家 与 地 质 学 
家 请 教 ， 学 会 了 不 少 实用 的 有 效 方法 ， 他 从 理论 上 对 这 些 方法 加 以 
总 结 提高 ， 弄 清 了 他 们 之 间 的 关联 与 误差 估计 ， 这 些 成 果 总 结 于 
《关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储量 与 坡地 面积 的 问题 》 之 中 .在 中 、 
小 学 数学 课 中 ， 学 习 的 都 是 “离散 性 的 数学 "， 但 大 学 一 开始 学 习 
的 微 积分 就 是 “连续 性 数学 "， 容 易 造 成 一 个 错觉 ， 即 “连续 性 数 
学 ” 比 “离散 性 数学 ”更 优越 或 更 能 解决 问题 .在 文章 《有 限 与 无 
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穷 ， 离 散 与 连续 》 中 ， 用 一 系列 生动 的 例子 说 明了 “离散 性 数学 ” 
的 重要 性 ， 特 别 指出 ， 本 来 是 离散 性 的 数学 问题 ， 最 好 采用 离散 性 
方法 来 处 理 . 文章 发 表 后 二 十 年 的 数学 发 展 表明 ， 离 散 性 数学 方法 
在 应 用 数学 中 的 重要 性 已 经 日 趋 显要 . 这 充分 表明 他 当时 的 见解 是 
有 深刻 预见 性 的 . 


四 


早 在 50 年 代 初 ， 华 罗 庚 教授 就 热情 地 倡议 并 支持 应 用 数学 的 
发 展 ， 使 数学 能 更 好 地 为 社会 主义 建设 服务 ， 数 学 所 刚 成 立 ， 他 就 
建议 并 在 数学 所 中 成 立 电子 计算 机 研制 小 组 与 力学 研究 组 ， 为 我 国 
培养 了 这 些 方面 的 研究 骨干 .他 还 建议 将 微分 方程 与 概率 论 作为 中 
国 数学 发 展 的 重点 ， 以 此 作为 数学 应 用 的 “触角 ”. 

1958 年 ， 他 倡议 在 我 国 工业 生产 中 ， 推 广 使 用 运筹 学 中 的 数 
学 方法 ， 并 亲自 和 他 的 学 生 越 民 义 ， 万 哲 先 ， 王 元 等 一 起 ， 走 出 研 
究 所 ， 到 我 国运 输 部 门 从事 运 输 问 题 中 的 数学 方法 的 普及 工作 ， 推 
广 与 应 用 线性 规划 中 的 数学 方法 ， 一 度 曾 在 北京 市 与 山东 省 形成 了 
群众 运动 ， 但 由 于 这 些 方法 使 用 的 范围 有 限 ， 计 算 也 比较 复杂 ， 所 
以 这 些 方法 在 中 国 至 今 主要 还 是 在 少数 部 门 ， 例 如 运输 部 门 中 推广 
使 用 . 

早 在 1958 年 ， 他 就 倡议 在 制订 国民 经 济 计划 时 使 用 “投入 一 
产 出 法 "， 他 不 仅 宣 讲 这 一 方法 ， 并 进行 了 深入 的 研究 ， 他 还 讲授 
了 与 这 一 理论 相关 的 非 负 元 素 矩 阵 理论 ， 并 指出 某 些 理论 上 的 重要 
结果 在 经 济 学 上 的 重要 意义 

这 一 期 间 ， 他 千方百计 地 探索 着 数学 为 经 济 建设 服务 的 途径 . 
在 《大 哉 数学 之 为 用 》 一 文中 ， 他 从 各 个 方面 ， 精 辟 地 阐述 了 数学 
的 用 途 . 他 又 以 非常 通俗 的 语言 ， 在 总 标题 为 “数学 的 胃 场 ”的 一 
系列 小 品 文中 ， 介 绍 了 一 些 有 用 的 数学 方法 ， 登 在 《人 民 日 报 》 
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上 他 还 提出 近似 计算 多 重 积分 的 新 思想 ， 他 的 想法 现在 已 发 展 成 
为 系统 的 理论 ， 受 到 国内 外 的 高 度 评价 . 

在 中 国 工业 部 门 真正 很 好 地 进行 普及 数学 方法 的 工作 ， 是 
1965 年 重新 开始 的 ， 一 直 延 续 到 现在 ， 这 段 工作 时 间 最 长 ， 工 作 
量 最 大 ， 他 精辟 地 总 结 了 这 些 年 来 从 事 普及 数学 方法 工作 的 经 验 
他 提出 并 解决 了 普及 数学 方法 的 目的 、 内 容 及 方法 ， 也 就 是 他 所 说 
的 “三 条 原则 "， 即 (1) 为 谁 ? (2) 什么 技术 ? (3) 如 何 推广 ? 
“为 谁 ?” 是 一 个 指导 思想 问题 . 他 指出 : “无 穷 维 空间 对 一 个 数学 
家 来 说 很 引人入胜 ， 但 对 工人 来 说 ， 他 不 关心 这 一 点 .他 希望 尽快 
地 找到 砂轮 或 锡 林 的 平 奖 位 置 ， 因 此 搞 普 及 工作 ， 首 先 要 找到 讲 者 
与 听 者 间 的 共同 目标 . 有 了 共同 目标 ， 就 能 为 产生 共同 语言 打开 道 
路 ” ( 见 本 选集 《在 中 华人 民 共 和 国 普 及 数学 方法 的 若干 个 人 体 
会 )). 

首先 建立 了 以 华罗庚 教授 为 首 的 普及 数学 方法 小 分 队 ， 他 的 学 
生 陈 德 泉 与 计 雷 为 主要 队员 .他 们 二 人 一 直 跟 他 一 起 东 奔 西 走 ， 协 
助 他 做 了 很 多 工作 ， 这 期 间 ， 他 的 学 生 李 志 杰 ， 那 吉 生 ， 裴 定 一 也 
较 多 地 协助 了 华罗庚 教授 的 工作 

华罗庚 教授 选择 了 以 改进 生产 工艺 问题 的 数学 方法 为 内 容 的 
“优选 法 ”与 处 理 生产 组 织 与 管理 问题 为 内 容 的 “统筹 法 ”作为 普 
及 工作 的 内 容 ， 这 两 大 类 方法 又 简称 为 “ 双 法 "， 在 浩如烟海 的 应 
用 数学 文献 中 ， 找 出 适合 中 国 这 样 -一 个 有 众多 小 工 广 ， 工 业 水 平 比 
较 落后 的 国家 中 普及 应 用 的 数学 方法 ， 而 且 又 要 讲 得 通俗 易 懂 ， 使 
中 国 广大 的 普通 工人 都 能 听 慌 ， 能 运用 ， 这 本 身 就 是 非常 困难 的 
事 ， 为 此 他 撰写 了 《优选 法 评话 及 其 补充 》 与 《统筹 法 评话 及 补 
充 》 两 本 科普 读物 ， 以 极为 深入 浅 出 的 方式 讲述 了 这 两 个 方法 ， 深 
受 广大 中 国 工 人 的 欢迎 .计算 起 来 ， 他 从 事 数学 方法 普及 所 耗 去 的 
精力 与 时 间 ， 并 不 少 于 他 作为 第 一 流 的 数学 家 在 纯粹 数学 几 个 领域 
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进行 开拓 性 研究 所 耗 的 精力 与 时 间 . 当然 ， 在 近 二 十 年 中 ， 他 仍 利 
用 点 滴 时 间 从 事 数学 理论 工作 . 对 于 他 接触 过 的 应 用 数学 方法 ， 他 
总 是 认真 研究 它们 的 理论 及 严格 的 数学 证 明 

从 1965 年 开始 ， 华 罗 庚 教授 及 其 小 分 队 到 过 中 国 二 十 多 个 省 、 
市 或 自治 区 的 几 百 个 城市 ， 几 千 个 工厂 ， 给 几 百 万 工人 及 技术 人 员 
讲 过 课 ， 使 他 们 学 会 “优选 法 ”与 “统筹 法 ”并 用 于 改进 他 们 自 
己 的 工作 

小 分 队 每 到 一 个 省 ， 即 到 一 个 工厂 或 矿山 所 在 地 ， 把 全 省 及 外 
省 的 二 百 个 左右 的 同志 集合 起 来 ， 举 办 约 一 周 的 学 习 班 ， 除 三 、 四 
次 讲课 外 ， 都 是 小 组 讨论 .讨论 的 内 容 主要 为 如 何 将 “优选 法 ”与 
“统筹 法 ”应 用 于 各 人 自己 的 工作 ， 或 当地 的 生产 过 程 中 去 .一 周 
后 ， 他 们 即 分 别 奔赴 全 省 各 工业 单位 ， 与 各 厂 的 领导 、 工 人 师傅 与 
技术 人 员 结 合 起 来 共同 工作 .在 这 个 过 程 中 ， 华 罗 庚 教授 总 是 轮流 
到 全 省 各 主要 城市 及 工厂 中 去 亲自 指导 ， 及 时 了 解 一 些 成 功 的 经 验 
及 失败 的 教训 ， 然 后 再 召集 其 他 城市 的 代表 到 某 工厂 或 矿山 现场 去 
开会 ， 学 习 这 些 经 验 ， 以 便 进一步 改进 自己 的 工作 ， 因 此 他 们 的 工 
作 范 围 与 领域 很 广 ， 每 到 一 个 省 ， 常 常 得 到 上 万 项 成 果 ， 产 生 了 巨 
大 的 经 济 收益 ， 并 能 在 小 分 队 离开 后 ， 自 己 将 “优选 法 ”与 “统筹 
法 ”用 于 以 后 的 工作 

在 各 处 奔走 搞 应 用 数学 方法 普及 工作 的 时 候 ， 他 常常 在 深夜 唤 
醒 他 的 助手 共同 研究 数学 的 理论 问题 . 例如 ， 在 乌鲁木齐 ， 他 得 到 
了 分 圆 域 独立 单位 组 的 一 些 结果 ; 在 杭州 ， 他 得 出 了 用 PV 数 构造 
伪 随 机 数列 的 方法 ; 在 哈尔滨 时 ， 他 得 到 了 用 初等 方法 处 理 哥 德 巴 
赫 间 题 主 项 的 办 法 等 等 .这 些 成 果 都 成 为 他 在 1979 年 以 后 去 英国 ， 
法 国 ， 联 邦 德国 ， 荷 兰 与 美国 等 讲学 的 内 容 . 他 从 来 认为 理论 是 基 
础 ， 他 之 所 以 对 应 用 有 些 成 绩 ， 得 力 于 他 多 年 的 理论 研究 及 坚实 的 
数学 基础 与 修养 . 
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当然 ， 普 及 数学 方法 的 工作 在 中 国 取得 这 样 的 成 功 ， 与 华罗庚 
教授 本 人 在 中 国人 民 中 享有 的 声誉 是 分 不 开 的 . 

华罗庚 教授 将 他 普及 数学 方法 的 宝贵 经 验 总 结 在 他 的 论文 《在 
中 华人 民 共和 国 普及 数学 方法 的 若干 个 人 体会 》 之 中 . 这 一 报告 曾 
在 第 四 届 国 际 数学 教育 会 议 上 作为 全 会 报告 之 一 ， 这 一 报告 还 在 伦 
敦 数学 会 ， 美 国 数学 会 与 西欧 及 美国 很 多 大 学 与 研究 所 报告 过 ， 受 
到 高 度 赞扬 ， 目 前 已 根据 这 篇 报告 扩充 成 专著 ， 即 将 在 贝尔 克 豪 斯 
(波士顿 ) 出 版 社 出 版 . 


五 


应 该 指出 ， 这 三 十 多 年 来 ， 他 的 各 项 工作 都 受到 不 应 有 的 干扰 
破坏 ， 致 使 他 未 能 发 挥 更 大 作用 .从 1958 年 开始 , “ 左 ” 倾 思想 与 
做 法 就 不 断 地 冲击 着 数学 界 . 他 所 领导 的 数论 研究 及 关于 哥 德 巴赫 
问题 的 研究 被 “批判 ”成 “理论 脱离 实际 的 典型 "， 而 被 迫 解散 了 ， 
从 那 时 开始 ， 他 已 无 法 再 继续 领导 数学 研究 所 的 工作 ， 他 倡导 的 数 
学 竞赛 活动 与 撰写 的 介绍 治学 方法 的 文章 ， 都 被 胡说 成 是 所 谓 宣扬 
“ 封 、 资 、 修 ”的 一 套 ， 而 被 迫 中 断 了 这 些 科普 工作 . 

十 年 浩 动 中 ， 他 的 家 更 被 “查抄 ”了 好 几 次 . 手稿 散失 殖 尽 ， 
至 今 没 有 下 落 ， 使 不 少 工作 无 法 继续 进行 ， 奇怪 的 是 除 手稿 丢失 
外 ， 其 他 东西 并 不 少 . 

在 他 从 事 数学 方法 普及 工作 的 二 十 年 中 ， 更 有 种 种 流言 给 语 ， 
黄金 人 身 攻击 ， 并 且 有 人 从 中 破坏 ， 企 图 解散 他 领导 的 小 分 队 ， 以 
致 他 在 1975 年 患 了 严重 的 心脏 病 . 

他 的 学 生 也 因此 遭 到 不 同 程度 的 攻击 与 迫害 . 

在 这 种 情形 下 ， 即 使 在 科研 或 科普 方面 作出 一 点 点 成 绩 来 ， 又 
该 是 多 么 不 容易 啊 ! 

这 一 切 已 经 过 去 了 ， 党 的 十 一 届 三 中 全 会 给 中 国 带 来 了 美好 的 
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前 程 ， 我 们 深信 他 在 古稀 之 年 还 会 作出 更 出 色 的 贡献 
六 


在 这 本 选集 中 ， 搜 集 的 都 是 正式 发 表 过 的 著作 .他 还 有 大 量 未 
发 表 的 著作 与 手稿 ， 可 惜 都 在 十 年 浩 动 中 丢失 了 . 例如 不 少 人 见 过 
的 至 少 就 有 《投入 一 产 出 法 》 与 《运输 问题 中 的 数学 方法 ) 手稿 
都 是 1960 年 前 后 写成 的 . 特别 在 近 二 十 年 中 ， 他 从 事 应 用 数学 方 
法 普及 工作 ， 在 各 地 作 了 大 量 生动 而 有 启发 性 的 演讲 ， 都 没有 正式 
发 表 . “优选 法 ”与 “统筹 法 ”在 工业 生产 中 具体 问题 的 应 用 的 大 
量 出 色 经 验 ， 也 没有 写 出 来 这些 材料 都 只 能 在 以 后 陆续 搜集 出 
版 . 
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《华罗庚 科普 著作 选集 》 
首发 式 上 的 讲话 


同志 们 : 

上 海 教育 出 版 社 编辑 出 版 的 《华罗庚 科普 著作 选集 》 已 经 正式 
出 版 了 ， 由 于 这 本 书 的 重要 性 ， 上 海 教育 出 版 社 在 今天 隆重 举行 赠 
书 仪式 ， 我 想 告诉 大 家 一 下 ， 今 年 正好 是 华 老 七 十 五 岁 寿辰 ， 又 是 
他 第 一 篇 文章 发 表 的 五 十 五 周年 ， 也 就 是 他 从 事 科研 、 教 学 与 科普 
工作 的 五 十 五 周年 ， 有 关 的 单位 还 会 组 织 有 意义 的 纪念 活动 .前 不 
久 ， 华 老 又 当选 为 政协 副 主 席 ， 这 充分 体现 了 党 的 尊重 知识 ， 尊 重 
知识 分 子 的 政策 ， 这 一 系列 大 喜 的 事件 ， 我 心中 无 比 激动 ， 我 愿意 
代表 本 书 的 编辑 部 及 他 的 学 生 、 同 事 与 朋 友 ， 向 他 致 以 衷心 的 祝 
贺 


华 老 是 中 国 近代 数学 很 多 领域 ， 如 解析 数论 ， 典 型 群 ， 和 矩阵 几 
何 学 ， 自 守 函 数论 与 多 个 复 变 函 数论 的 创始 人 与 开拓 者 ， 也 是 我 国 
进入 世界 著名 数学 家 行列 的 最 杰出 的 代表 .他 共 发 表 学 术 论文 二 百 
多 篇 ， 十 本 专著 ， 其 中 有 八 本 被 国外 翻译 出 版 . 自从 我 国 实行 开放 
政策 以 来 ， 国 外 纷纷 授予 华 老 各 种 崇高 荣誉 ， 有 美国 科学 院 国外 院 


* 这 是 在 1985 年 4 月 19 日 《华罗庚 科普 著作 选集 》 首 发 式 上 的 讲话 . 
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士 ， 第 三 世界 科学 院 院 士 ， 德 意志 联邦 共和 国 巴 伐 利 亚 科学 院 院 
士 ， 法 国 兰 锡 大 学 ， 美 国 依 利 诺 耶 大 学 与 香港 中 文大 学 荣誉 博士 
等 .在 世界 一 些 著名 科技 博物 馆 的 数学 馆 中 ， 都 有 着 他 的 名 字 ， 例 
如 美国 的 华盛顿 司 密斯 宋 尼 博 物 馆 ， 华 老 的 名 字 与 西 革 尔 与 盖 尔 芳 
德 等 在 一 起 ， 在 芝加哥 科技 博物 馆 中 ， 他 的 名 字 列 入 现在 还 健在 的 
88 位 数学 家 一 起 .今天 我 不 准备 谈 华 老 的 学 术 成 就 ， 我 觉得 最 好 
是 组 织 一 个 学 术 会 议 ， 并 组 织 一 系列 学 术 报告 来 报告 华 老 的 成 就 及 
目前 的 发 展 ， 我 本 人 也 只 了 解 华 老 学 术 工作 的 一 部 分 ， 今 天 只 介绍 
一 下 十 一 届 三 中 全 会 后 ， 华 老 的 几 本 著作 

决 邦 同 志 在 给 华 老 的 信 中 ， 希 望 他 写 回忆 录 ， 把 宝贵 的 经 验 留 
传 下 来 ， 这 一 指示 十 分 英明 正确 .他 这 几 年 ， 正 在 回忆 整理 他 遗失 
的 关于 数理 经 济 学 的 手稿 ， 我 认为 除了 他 自己 写 外 ， 他 的 学 生 也 应 
把 他 的 教导 加 以 回忆 整理 .首先 应 该 把 华 老 已 经 发 表 的 著作 ， 加 以 
整理 出 版 ， 在 这 方面 ， 西 德 斯 普 林 格 出 版 社 是 抓 得 很 紧 的 .他 们 的 
总 经 理 哥 获 先 生 ， 每 次 来 北京 ， 必 定 千 方 百 计 案 取 华 老 的 著作 出 
版 ， 特 别 有 兴 趣 出 版 华 老 的 学 术 著 作 ， 全 集 或 选集 ， 由 于 我 参与 了 
这 项 工作 ， 跟 哥 获 先生 多 次 会 谈 ， 可 以 说 他 们 是 做 到 了 围 着 数学 家 
转 的 .因此 从 十 一 届 三 中 全 会 后 的 几 年 中 ， 华 老 就 在 斯 普 林 格 出 版 
社 出 了 四 部 书 ， 共 约 二 千 页 实际 上 ， 斯 普 林 格 出 版 社 是 想 将 《〈 华 
罗 庚 文选 》 中 包 有 他 更 多 的 著作 . 因 〈 堆 又 素数 论 》 与 《多 个 复 变 
数 典 型 域 的 调和 分 析 》 的 英文 版 权 属于 美国 数学 会 ， 斯 普 林 格 出 版 
社 愿意 出 高 价 买 版 权 ， 而 美国 数学 会 则 不 肯 卖 版 权 而 作罢 .我 第 一 
次 见 到 《〈 华 选 》 是 前 年 春天 去 日 本 .每 当 我 去 东京 ， 京 都 ， 广 岛 与 
仙台 各 大 学 时 ， 数 学 家 们 都 纷纷 以 极为 尊敬 的 心情 告诉 我 ， 他 们 见 
到 了 《华罗庚 文选 )， 并 带 我 到 图 书馆 去 看 ， 后 来 又 收 到 在 美国 工 
作 的 朋友 的 信 ， 告 诉 我 在 他 们 的 图 书馆 中 有 了 《〈 华 选 )， 最 近 系 统 
所 两 个 人 分 别 从 西欧 与 东欧 回来 ， 也 都 告诉 我 ，《 华 选 ) 很 有 名 
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众人 皆 知 ， 其 他 三 本 书 ， 也 得 到 了 高 度 评 价 。 《数论 导 引 》 的 中 文 
版 ， 马 勒 就 写 过 评论 .二 十 五 年 后 ， 又 出 英文 版 .这 本 身 就 说 明 该 
书 的 材料 是 经 过 精 选 的 . 英国 皇家 学 会 会 员 海 曼 在 评论 〈 从 单位 贺 
谈 起 》 时 写 道 , “这 本 书包 括 微分 方程 ， 群 论 ， 线 性 代数 ， 微 分 几 
何 ， 调 和 分 析 ， 复 分 析 ， 绝 大 多 数 读者 将 可 以 发 现 他 们 所 不 知道 的 
东西 ， 绝 大 多 数 内 容 对 我 来 说 也 是 新 的 .” 革 罗斯 瓦尔 德 在 《数论 
在 近似 分 析 中 的 应 用 》 一 书 的 书评 中 写 道 :“ 这 本 书 是 对 数值 积分 ， 
微分 方程 与 积分 方程 求解 方面 最 有 价值 的 贡献 . 书 中 包括 了 很 多 材 
料 是 属于 作者 自己 的 ， 在 很 多 情况 下 ， 书 中 建议 的 方法 已 导致 最 精 
密 的 结果 ， 并 具有 最 小 的 计算 量 ， 这 本 书 的 附录 是 有 价值 的 ， 最 
后 ， 这 本 书本 身 就 是 纯粹 的 抽象 数论 有 实用 价值 的 光辉 范例 .” 在 
国外 不 少数 学 家 的 办 公 室 里 都 能 见 到 这 些 书 ， 虽 然 他 们 并 不 一 定 都 
是 搞 这 一 行 的 ， 例 如 有 人 并 不 研究 数论 ， 但 在 读 (数论 导 引 )， 他 
说 :“ 书 写 得 太 好 了 ”上 且 不 说 内 容 ， 就 以 写作 风格 来 说 ， 华 老 是 有 
独特 风格 的 ， 那 就 是 他 说 的 “深入 不 易 ， 浅 出 更 难 "， 他 从 来 不 玩 
大 名词 与 定义 ， 或 故弄玄虚 ， 而 是 深入 实质 ， 尽 量 少 用 名 词 与 定 
义 ， 以 朴素 易 懂 的 形式 写 出 来 ， 使 读者 易于 阅读 与 了 解 


华 老 不 仅 是 一 位 卓越 的 数学 家 ， 他 对 组 织 工作 ， 教 育 工作 及 普 
及 工作 也 作出 了 出 色 的 贡献 ， 特 别 他 多 年 来 从 事 应 用 数学 的 研究 与 
普及 工作 ， 收 效 极为 丰富 ， 影 响 其 远 ， 这 方面 的 论述 很 丰富 ， 遗 优 
的 是 有 很 多 论述 并 未 写 出 来 . 

上 海 教育 出 版 社 的 赵斌 同志 ， 现 在 是 上 海 市 出 版 局 副 局 长 ， 非 
常 热 心 于 搜集 华 老 这 方面 的 著作 .在 他 们 的 努力 下 ， 况 在 一 年 左 
右 ，《 华 罗 庚 科普 著作 选集 》 就 出 版 问世 了 ， 赵 斌 同志 亲自 搜集 材 
料 与 校 稿 等 ， 我 最 后 校 稿 时 ， 全 书 五 百 页 ， 只 找 出 几 个 小 错 ， 他 这 
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样 工作 ， 跟 他 有 清楚 的 认识 与 强烈 的 责任 心 是 分 不 开 的 
《华罗庚 科普 著作 选集 》 搜 集 了 三 方面 的 内 容 : 一 、 数 学 知识 
的 通俗 演讲 ， 这 几 本 书 都 是 根据 他 对 参加 中 学 数学 竞赛 的 学 生 的 讲 
演 撰写 的 ， 二、 关于 治学 经 验 的 文章 . 三 、 应 用 普及 数学 方法 的 著 
作 . 他 的 这 些 著 作 在 国内 的 青年 学 生 与 工人 师傅 中 很 受 欢 迎 ， 一 经 
出 版 或 再 版 ， 必 抢购 一 空 ， 1982 年 ， 我 在 新 加 坡 ， 新 加 坡 大 学 李 
秉 融 先生 送 了 我 一 本 华 老 著 《数值 积分 及 其 应 用 》， 我 一 看 是 香港 
商务 印 书馆 印 的 .当时 菲律宾 马 波 亚 大 学 的 许 炳 南 先生 希望 我 能 送 
他 一 本 《统筹 法 评话 )》， 回 国 后 ， 我 到 处 买 都 买 不 到 . 不 久 前 我 重 
访 了 菲律宾 ， 许 炳 南 给 我 看 了 这 本 书 及 其 他 四 本 华 老 的 通俗 书 ， 都 
是 商务 印 书馆 出 版 的 ， 他 视 若 珍宝 ， 他 说 : “这 些 书 ， 每 本 都 可 以 
开 一 个 小 课 ， 如 果 要 作为 科普 演讲 ， 真 够 讲 很 多 次 了 .”《 华 罗 庚 科 
普选 集 》 的 出 版 ， 可 以 预料 ， 在 国内 外 会 很 受 欢 迎 ， 在 国际 上 ， 特 
别 在 东南 亚 一 带 也 将 产生 很 大 的 影响 书 中 有 些 部 分 对 专业 的 科技 
人 员 也 是 值得 研究 学 习 的 . 书 的 第 二 部 分 ， 他 讲 了 治学 方法 ， 都 是 
经 过 深思 的 经 验 ， 有 针对 性 ， 并 带 有 深刻 的 哲理 . 除 1979 年 对 科 
大 研究 生 的 一 篇 讲话 外 ， 都 发 表 于 1951 年 至 1962 年 ， 以 后 有 很 多 
宝贵 的 经 验 都 未 能 成 文 . 我 把 我 所 听 到 的 ， 以 个 人 体会 的 形式 写 在 
书 前 的 “介绍 ”里 . 例如 1978 年 成 都 数学 年 会 上 ， 针 对 数学 界 中 
一 些 不 良 风气 ， 华 老 指 出 “ 早 发 表 ， 晚 评价 "， 后 来 又 提出 “努力 
在 我 ， 评 价 在 人 ”， 这 实际 上 指出 了 科学 发 展 及 评价 科学 工作 的 客 
观 规律 ， 即 科学 工作 是 要 经 过 历史 的 检验 才能 逐渐 了 解 其 真实 价 
值 ， 这 是 不 依 人 的 主观 意志 决定 的 ， 从 这 个 观点 出 发 ， 我 们 不 要 和 争 
奖金 ， 更 不 要 和 弄虚作假， 不 要 浮夸 .在 他 古稀 之 年 出 国 讲学 ， 他 把 
成 语 “ 不 要 班 门 弄 佐 ” 改 成 “ 弄 乔 必 到 班 门 ”” 苏 老 就 很 欣赏 这 个 
修改 . 实际 上 ， 前 一 句 话 是 要 人 隐 含 缺点 ， 不 要 暴露 . 华 老 出 国 讲 
演 ， 到 一 个 大 学 ， 是 讲 别 人 专长 的 ， 从 而 多 得 到 帮助 呢 ? 还 是 讲 别 
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人 不 专长 的 ， 从 而 把 演讲 变 成 形式 上 的 东西 呢 ? 华 老 选择 前 者 ， 这 
就 是 后 一 句 话 ，“ 弄 径 必 到 班 门 "， 华 老 早 在 1956 年 《数论 导 引 》 
的 序言 里 就 把 搞 数 学 比 作 下 棋 ， 下 棋 有 个 规则 ， 那 就 是 “ 观 棋 不 计 
真 锤子 ， 举 手 无 悔 大 丈夫 "，1981 年 在 淮南 煤矿 的 一 次 演讲 中 ， 华 
老 把 这 两 句 话 改 为 :“ 观 棋 有 言 真 君子 ， 举 手 有 悔 大 丈夫 "， 意 思 是 
你 看 见 别人 搞 的 东西 有 毛病 、 一 定 要 说 ， 这 才 是 真 厦 子 ， 另 一 方 
面 ， 你 发 现 你 自己 搞 的 东西 有 毛病 ， 则 一 定 要 修改 ， 这 才 是 “大 坟 
夫 "， 华 老 把 他 的 话 ， 常 常 总 结 成 几 句 形象 化 的 语言 说 出 来 ， 总 之 ， 
他 在 这 方面 的 论述 贯穿 了 一 个 总 的 精神 ， 就 是 要 进取 

华 老 二 十 多 年 来 ， 足 迹 遍 于 二 十 多 个 省 市 自治 区 ， 到 过 无 数 个 
工矿 ， 基 层 单位 推广 “优选 法 ”与 “统筹 法 "， 成 效 极为 显著 ， 在 
浩如烟海 的 应 用 数学 文献 中 ， 如 何 找 出 适合 中 国 国情 的 应 用 数学 方 
法 ， 并 加 以 通俗 化 使 一 般 文化 水 平 不 高 的 人 可 以 了 解 ， 是 十 分 困难 
的 事 ， 在 “优选 法 ”与 “统筹 法 ”的 撰写 中 ， 他 用 的 数学 比 过 去 的 
普及 著作 更 少 ， 而 用 折纸 ， 摆 零件 ， 泡 茶 等 比喻 方法 ， 并 不 失 一 般 
性 地 讲授 了 数学 方法 ， 这 就 更 需要 对 问题 实质 有 透彻 的 了 解 ， 才 能 
达到 这 样 深入 浅 出 的 境界 ， 这 二 十 多 年 来 ， 华 老 在 下 面 作 的 演讲 大 
多 了 ， 可 惜 均 未 写成 稿子 ， 就 只 好 留待 跟 他 一 起 工作 的 同志 来 同 忆 
补充 吧 ! 他 以 大 数学 家 的 身份 ， 深 入 基层 ， 跟 群众 结合 ， 直 接 为 国 
民 经 济 服务 ， 更 是 值得 学 习 的 

现在 这 本 书 将 作为 共青团 向 全 国 青年 推荐 的 书目 之 -， 又 将 作 
为 到 香港 的 重点 展览 书目 之 一 ， 我 深信 更 多 的 人 将 会 从 中 得 到 教 
益 . 


我 国 自从 执行 改革 开放 政策 以 来 ， 经 济 建设 及 其 他 各 方面 都 有 
了 显著 进步 ， 这 是 举世 公认 的 ， 但 在 一 小 部 分 人 中 却 滋长 着 迷信 外 
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国 的 思想 ， 似 乎 外 国 一 切 都 好 . 我 在 美国 看 过 哥伦比亚 大 学 的 一 个 
陈列 馆 ， 其 中 大 部 分 展品 都 是 中 国 古 代 文物 .在 华盛顿 国家 艺术 博 
物 馆 中 有 齐白石 、 徐 翡 鸿 的 画 ， 在 日 本 京都 ， 我 又 参观 了 一 个 博物 
馆 ， 不 少 他 们 所 谓 的 “国宝 "， 就 是 中 国 的 经 书 ， 佛 像 等 .我 们 是 
有 悠久 光辉 的 文化 的 ， 中 国 的 科学 技术 总 的 说 是 比较 落后 的 ， 但 也 
有 在 世界 上 领先 的 ， 华 老 就 是 突出 的 一 位 .在 这 方面 ， 我 们 要 向 日 
本 学 习 ， 日 本 人 对 他 们 的 数学 前 辈 高 木 真 治 和 小 平 邦彦 是 极为 尊重 
的 ， 他 们 的 数学 家 出 访 ， 都 把 他 们 二 人 的 著作 作为 珍贵 礼品 来 赠 
送 ， 例 如 他 们 代表 团 来 我 所 就 赠送 过 ， 我 给 日 本 杂志 《科学 》 写 过 
一 篇 通俗 文章 ， 他 们 问 我 稿费 如 何 处 理 ? 我 说 买 几 本 书 给 我 好 了 ， 
他 们 就 给 我 寄 来 了 高 木 真 治 的 两 本 书 与 小 乎 邦彦 全 集 ， 我 最 近 问 一 
个 大 学 生 ,“ 你 的 专业 里 中 国 的 情况 如 何 ?” 他 说 : “不 行 ， 我 们 的 
课程 里 没有 中 国人 的 东西 ， 图 书馆 里 找 不 到 中 国人 的 书 ， 我 不 知道 
中 国人 干 过 什么 ?” 实 际 上 ， 大 厅 前 面 展 出 的 华 老 的 书 ， 连 数学 所 
也 不 全 ， 新 作 还 缺少 一 本 ， 华 老 在 我 们 所 当 了 三 十 多 年 所 长 ， 现 在 
是 名 誉 所 长 .我 们 所 大 部 分 人 恐怕 今天 才 第 一 次 见 到 他 的 著作 ， 特 
别 是 新 作 ， 更 不 说 各 大 学 了 .现在 复印 技术 发 达 ， 书 能 够 销售 一 干 
本 ， 算 不 错 了 .斯 普 林 格 出 版 社 出 版 的 华 老 的 四 本 书 ， 第 一 次 订单 
即 有 五 千 多 本 ， 大 部 分 是 图 书馆 购买 的 ， 所 以 至 少 有 几 百 个 大 学 有 
这 几 本 书 ， 我 们 恶 怕 最 多 能 在 数学 所 次 它 一 套 ， 当 然 原 版 书 很 贵 
四 本 书 约 几 百 美 元 ， 但 我 们 可 不 可 以 影印 一 下 ， 让 中 国 的 每 个 大 学 
来 一 套 ? 让 同学 们 走 进 图 书馆 就 能 看 见 中 国 数学 家 华罗庚 的 著作 
他 们 自己 会 得 出 结论 : 世界 上 有 几 个 这 样 优秀 的 数学 家 呢 ? 他 们 自 
然 会 更 加 热爱 我 们 的 祖国 .我 们 数学 所 以 后 要 向 国内 外 开放 .这 次 
会 议 之 后 ， 我 们 要 把 华 老 的 著作 加 以 陈列 ， 让 国内 外 数学 家 来 我 们 
所 访问 时 能 够 见 到 ， 特 别 要 用 这 些 材料 来 教育 与 鼓励 年 轻 的 一 代 
以 后 ， 我 们 还 要 陆续 搜集 陈列 我 国 其 他 有 贡献 的 数学 家 的 专著 . 我 
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们 就 是 要 热情 歌颂 中 国 数学 家 取得 的 成 就 ， 使 人 们 增加 信心 ， 更 加 
热爱 我 们 的 国家 ， 努 力 奋斗 . 《华罗庚 科普 著作 选集 》 也 是 贯穿 着 
爱国 主义 教育 的 ， 第 一 部 分 的 三 本 书 就 是 分 别 根据 孙子 定理 ， 祖 冲 
之 计算 x 与 杨辉 三 角 为 主线 而 撰写 的 . 

领导 与 群众 都 是 很 爱护 华 老 的 ， 但 对 他 工作 的 细节 不 一 定 清 
楚 ， 也 不 一 定 了 解 他 的 工作 在 国际 上 的 影响 .我 们 作为 他 多 年 的 学 
生 ， 是 最 了 解 情 况 的 人 ， 过 去 对 华 老 的 成 就 ， 宣 传 得 不 够 ， 我 们 是 
有 责任 的 ， 我 认为 最 好 的 宣传 就 是 出 版 他 的 著作 及 把 他 的 科研 ， 教 
学 及 普及 工作 继续 下 去 .在 这 方面 既 需要 做 艰苦 踏实 的 工作 ， 也 需 
要 做 宣传 报道 工作 . 过 去 只 注意 了 前 者 ， 而 忽视 了 后 者 .现在 我 们 
已 迈 出 了 第 一 步 ， 在 十 一 届 三 中 全 会 以 来 ， 共 出 版 了 华 老 五 部 著 
作 ， 共 二 千 五 百 多 页 ， 还 有 些 著作 正在 准备 出 版 之 中 ， 我 们 还 要 继 
续 出 版 华 老 更 多 的 著作 . 今天 再 开 这 样 一 个 会 ， 我 想 主 要 是 展示 华 
老 近年 的 成 就 ， 激 发 我 们 的 爱国 热情 ， 增 强 我 们 的 信心 ， 更 好 地 投 
身 到 科技 体制 改革 与 各 项 工作 中 去 . 

最 后 我 愿意 再 一 次 代表 本 书 编辑 部 ， 华 老 的 学 生 ， 同 事 与 朋 友 
们 祝愿 他 身体 健康 ， 工 作 顺 利 . 
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阴沉 的 天 气 ， 蒙 蒙 的 细 雨 ， 阵 阵 的 凉 风 ， 初 夏 的 凄凉 胜似 深 
秋 ， 当 载 有 华 老 骨灰 的 专机 徐徐 降落 在 北京 机 场 上 ， 华 老 的 长 子 华 
俊 东 手 捧 赣 盖 着 中 国共 产 党 党 旗 的 父亲 的 骨灰 盒 缓 缓 走 下 航 梯 时 ， 
我 才 从 忱 忱 愧 愧 中 醒 来 ， 华 老 已 离开 我 们 了 . 

自从 1973 年 华 老 心肌 梗塞 发 作 过 一 次 后 ， 身 体 虚 弱 多 了 . 这 
几 年 ， 他 意识 到 自己 的 时 间 已 经 不 多 了 ， 只 要 身体 还 可 以 支持 ， 就 
亲自 到 各 地 去 普及 数学 方法 ， 到 国外 去 讲学 .一 有 空 阶 ， 总 是 搞 他 
的 经 济 数学 . 三 年 前 ， 他 的 病 又 复发 了 ， 医 院 不 让 同志 们 去 探视 ， 
华 俊 东 同意 我 以 家 属 身份 去 看 他 几 分 钟 ， 华 老 见 到 我 说 : “ 王 元 ， 
你 来 了 ， 你 看 看 桌子 上 写 的 是 什么 呀 !” 桌 上 压 着 一 张 不 许 探视 的 
规定 ， 他 说 : “我 还 以 为 不 行 了 呢 ， 这 次 好 得 真 快 ， 过 一 天 就 可 以 
搬 到 普通 病房 去 了 . ”还 说 : “我 觉得 那个 数学 问题 搞 得 差不多 了 ， 
有 力气 ， 我 就 躺 着 写 几 个 字 . ”他 写 的 一 琶 稿 纸 ， 乱 得 我 都 认 不 出 
来 了 .我 不 停 地 摇头 ， 他 懂得 我 的 意思 ， 说 : “ 王 元 ， 我 的 哲学 不 
是 生命 尽量 延长 ， 而 是 工作 尽量 多 做 . ”这 几 年 ， 他 写 的 诗词 中 也 
常 有 “ 马 革 囊 尸 还 ”这 样 的 句子 . 华 老 正 是 用 他 的 忘我 工作 实践 着 
他 的 哲学 . 

五 年 前 ， 有 三 个 星期 的 时 间 ， 我 与 华 老 一 起 在 美国 访问 .他 对 


* 原 载 《光明 日 报 )，1985 年 6 月 22 日 . 
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我 说 : “你 们 在 困难 的 条 件 下 ， 做 了 这 么 些 工作 是 不 容易 的 .在 这 
里 要 理直气壮 地 讲 ， 不 要 自卑 . 但 对 于 工农 群众 ， 你 千 万 不 要 看 不 
起 他 们 .” 不 久 前 ， 他 当选 为 全 国政 协 副 主席 .在 记者 招待 会 上 ， 
他 说 : “我 们 要 学 习 外 国 的 长 处 ， 但 外 国 也 不 是 什么 都 好 ， 我 们 也 
不 是 什么 都 不 好 ， 要 分 析 ， 和 干 万 不 要 丧失 民族 自尊 心 ! ”这 是 多 么 
语重心长 的 话语 啊 ! 华 老 对 群众 有 着 深厚 的 感情 ， 记 得 美国 数学 家 
代表 团 访 华 时 ， 对 东北 在 林业 开采 上 成 功 地 使 用 统筹 法 很 有 兴趣 ， 
写 信 给 华 老 ， 希 望 我 国 能 写本 书 加 以 介绍 ， 于 是 ， 华 老 把 那里 的 工 
人 与 技术 员 请 来 商量 ， 请 他 们 作 报 告 ， 华 老 不 嫌 他 们 文化 水 平 低 ， 
认真 听 报 告 ， 听 后 还 提出 修改 意见 ， 事 后 ， 华 老 很 激动 地 对 我 说 ， 
“他 们 搞 得 真 不 错 呢 ! ”要 有 民族 自尊 心 ， 要 热爱 人 民 ， 这 是 华 老 这 
几 年 对 我 的 说 说 嘱 哇 与 教导 . 

早 在 我 初中 时 ， 我 就 听 到 过 华罗庚 这 个 名 字 ，1947 年 ， 当 我 
在 报 上 得 知 他 的 著作 《〈 堆 又 素数 论 )》 在 苏联 科学 院 出 版 的 消息 ， 异 
常 激动 ， 我 当时 对 爸爸 、 妈 妈 说 :“ 将 来 我 要 拜 华罗庚 为 师 . ”他 们 
笑 移 说 : “他 肯 收 你 吗 ?”1952 年 ， 我 在 浙江 大 学 毕业 了 ， 陈 建功 
与 苏 步 青 老师 推荐 我 来 中 国 科学 院 ， 到 华 老 的 身边 工作 .临别 时 ， 
陈 老 语重心长 地 对 我 说 :“ 你 是 我 们 嫁 出 去 的 “女儿 "， 好 好 跟 华 罗 
庚 学 习 ， 他 是 中 国 最 好 的 数学 家 .” 想 不 到 我 小 时 候 的 一 句 玩笑 话 
竟 成 了 真 的 . 

记得 我 第 一 次 见 到 华 老 ， 心 中 很 吃惊 ， 怎 么 他 这 样 年 轻 ?是 
啊 ， 当 时 华 老 才 四 十 一 岁 . 他 写 了 一 首 诗 ， 表 示 欢 迎 我 们 四 个 大 学 
生来 数学 所 工作 ， 王 寿 仁 将 华 老 的 诗 抄 了 贴 在 墙 上 ， 我 们 表示 愿意 
向 华 老 学 习 ， 他 笑 而 未 答 ， 不 久 ， 他 考 我 一 个 题 ; 如 何 将 二 次 曲线 
化 成 标准 型 ， 并 用 矩阵 表示 出 来 .我 当时 未 立刻 答 出 ， 他 说 ， “ 怎 
么 连 这 也 忘记 了 .” 过 了 一 天 ， 我 把 答案 给 他 了 .以 后 ， 我 又 做 过 
儿 次 他 出 的 题目 . 一 年 后 ， 我 们 新 来 的 大 学 生 要 分 到 研究 组 工作 
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了 . 他 热情 地 对 我 说 :“ 王 元 ， 你 跟 我 搞 数 论 ， 就 这 样 定 了 吧 .” 从 
那 时 开始 ， 他 的 手稿 ， 常 常 先 给 我 看 看 再 发 表 . 遇 有 不 同意 见 及 他 
的 笔 误 ， 我 总 是 向 他 提出 来 ， 有 时 两 人 争 得 面红耳赤 . 愈 是 这 样 ， 
我 们 的 关系 愈 亲密 . 那 时 ， 他 家 就 住 在 研究 所 旁边 .晚上 或 星期 
天 ， 有 空 他 就 来 找 我 们 谈 数 学 ， 弄 得 华师 母 吴 答 元 多 次 出 来 解围 : 
“你 老 是 抓 住 他们 不 放 ， 难 道 他 们 年 轻 人 就 没有 自己 的 事 吗 ?” 我 们 
以 后 三 十 三 年 的 交往 就 是 从 这 里 开始 的 . 


我 的 老师 华罗庚 


我 的 老师 华罗庚 教授 是 我 国 现代 史上 杰出 的 数学 家 ， 他 的 名 字 
已 载 入 国际 著名 科学 家 的 史册 .他 是 中 国 科 学 界 的 骄傲 ， 是 中 华 民 
族 的 骄傲 在 这 里 ， 我 想 就 我 所 知 ， 谈 谈 华 老 对 数学 的 贡献 与 影 
响 ， 他 的 治学 经 验 与 他 的 爱国 主义 崇高 品德 . 


华 老 的 科研 工作 是 从 数论 开始 的 .很 多 数论 重要 问题 的 解决 ， 
都 可 以 归结 为 某 种 三 角 和 的 估计 . 三 角 和 的 估计 是 近代 数论 研究 的 
中 心 问题 之 一 ， 高 斯 是 这 个 领域 的 创始 人 ， 关 于 二 次 多 项 式 对 应 的 
完整 三 角 和 就 称 为 高 斯 和 ， 高 斯 本 人 解决 了 它 的 最 佳 估计 问题 .经 
历 了 二 百 多 年 之 后 ， 才 由 华罗庚 在 1938 年 解决 了 任意 多 项 式 ， 系 
数 为 整数 的 一 般 完整 三 角 和 的 最 佳 估计 .这 项 工作 在 数论 中 有 广泛 
的 应 用 ， 华 林 问 题 推广 中 的 主要 困难 就 是 依靠 这 条 定理 克服 的 ， 所 
以 ， 最 广泛 的 希 尔 伯 特 一 华 林 定 理 首 先是 在 华罗庚 手中 形成 的 ， 国 
际 上 称 华罗庚 的 关于 完整 三 角 和 的 成 果 为 “华氏 定理 "， 例 如 1971 
年 出 版 的 苏联 维 诺 格拉 采 夫 的 专著 《数论 中 的 三 角 和 方法 》 与 
1981 年 英国 沃 恩 的 专著 《哈代 一 李 特 伍德 方法 都 以 整 章 或 相当 


* 原 载 (中国 科 学 院 院 刊 》1986，79 一 83， 这 是 在 纪念 华罗庚 先生 逝世 一 周年 纪念 
会 上 的 讲话 的 主要 部 分 . 
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篇 幅 记 述 了 这 条 定理 及 其 应 用 . 1957 年 ， 华 罗 庚 应 用 怀 依 关于 黎 
曼 猜 想 的 著名 研究 ， 得 到 了 非 完整 三 角 和 的 精密 估计 ， 从 而 将 华 林 
问题 的 优 弧 部 分 做 到 最 好 程度 ， 改 进 了 哈代 一 李 特 伍德 1920 年 的 
结果 ， 国 际 称 这 项 工作 为 “ 怀 依 一 华 不 等 式 ”. 沃 恩 在 他 的 书 中 ， 
以 整 章 论述 了 这 一 工作 . 1938 年 ， 华 罗 庚 关于 三 角 和 的 积分 平均 
估计 ， 是 处 理 低 次 华 林 问 题 的 重要 工具 ， 国 际 上 称 为 “华氏 不 等 
式 ”， 除 沃 恩 的 书 外 ，1960 年 出 的 德 文 坡 德 的 专著 〈 丢 番 图 方程 与 
委 番 图 不 等 式 》 的 第 一 章 就 是 “外 尔 不 等 式 与 华氏 不 等 式 "， 华 罗 
庚 关 于 维 诺 格拉 朱 夫 方法 的 改进 与 简化 工作 ， 影 响 亦 很 大 ， 他 首先 
指出 这 个 方法 的 核心 为 一 个 积分 平均 ， 华 罗 庚 称 它 为 维 诺 格拉 采 夫 
中 值 定 理 ，1950 年 梯 其 玛 奇 的 专著 〈 黎 曼 $- 函 数 )， 其 中 在 论 及 维 
诺 格拉 洒 夫 方法 时 ， 就 是 采用 华罗庚 的 形式 .以 后 所 有 著作 ， 包 括 
帕 拉 哈 、 瓦 尔 非 欧 、 卡 拉 楚 巴 、 沃 恩 等 的 名 著 中 ， 都 是 按照 华罗庚 
的 形式 来 论述 维 诺 格拉 人 条 夫 方 法 的 华罗庚 的 主要 成 果 包 括 在 其 专 
著 〈 堆 全 素数 论 )》 中 ， 这 本 书 先后 被 译 成 俄 、 日 、 德 、 匈 、 英 文 出 
版 ， 至 今 虽 已 四 十 年 ， 仍 为 这 方面 研究 所 必需 征 引 的 文献 . 
华罗庚 关于 体 论 的 工作 ， 充 分 体现 了 代数 的 优美 性 ，1949 年 ， 
他 证 明了 “ 体 的 半 自 构 必 是 自 同 构 或 反 自 同 构 ”， 这 条 定理 去 掉 了 
体 的 半 自 构 概念 ， 由 此 可 以 证 明 特 征 关 2 的 射影 几何 的 基本 定理 . 
1956 年 ， 阿 丁 在 专著 《几何 的 代数 》 中 记述 了 这 个 定理 ， 并 称 之 
为 美丽 的 “华氏 定理 "，1949 年 ， 华 罗 庚 证 明了 “ 体 的 每 个 真正 规 
子 体 均 包含 在 它 的 中 心 之 中 "，H. 嘉 当 最 初 证 明 这 个 结果 时 ， 用 了 
复杂 的 伽 罗 华 理论 ， 并 仅 对 可 除 代数 加 以 证 明 . 上 述 结果 则 是 普 芬 
威 尔 与 华罗庚 证 明 的 ， 国 际 称 为 “ 嘉 当 一 普 芬 威 尔 一 华 定理 "， 华 
罗 庚 关于 典型 群 的 工作 有 其 特点 ， 先 解决 低 维 问题 ， 再 用 归纳 法 处 
理 高 维 问题 、 相 比 于 狄 多 涅 从 高 维 入手 ， 不 仅 方法 上 更 为 初等 ， 而 
且 解 决 了 用 处 理 高 维 的 方法 不 能 解决 低 维 问题 的 困难 .华罗庚 的 工 
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作 后 由 万 哲 先 继续 深入 发 展 与 丰富 . 矩阵 几何 学 是 华 老 开辟 的 研究 
领域 ， 这 些 工作 完成 于 40 年 代 . 

1935 年 ，E. 嘉 当 证 明了 共 六 类 既 约 、 齐 次 有 界 对 称 区 域 ， 其 
中 四 类 称 为 典型 域 ， 二 类 是 例外 . 1943 年 与 1944 年 ， 西 革 尔 与 华 
罗 庚 分 别 系统 地 研究 了 典型 域 .他们 的 工作 侧重 面 有 所 不 同 ， 华 罗 
庚 证 明了 典型 域 的 很 多 基本 几何 性 质 ， 西 革 尔 关于 自 守 函数 论 的 专 
著 中 记述 了 华罗庚 的 结果 . 1953 年 ， 华 罗 庚 给 出 了 四 类 典型 域 的 
贝 格 曼 格 与 柯 西 核 .特别 是 华罗庚 首创 用 群 表示 论 方法 得 到 四 类 典 
型 域 的 完整 正 交 系 ， 将 它们 加 起 来 而 得 到 柯 西 核 ， 他 把 结果 总 结 成 
专著 《多 复 变 函数 论 中 典型 域 的 调和 分 析 )， 先 后 被 译 成 俄 文 与 英 
文 出 版 . 这 项 工作 有 广泛 的 联系 ， 英 文 版 编者 写 道 : “这 项 工作 不 
仅 对 函数 论 ， 而 且 对 于 李 群 表示 论 ， 齐 次 空间 理论 与 多 复 变 自 守 函 
数论 都 是 重要 的 .” 这 项 工作 也 是 以 夏 皮 罗 为 首 的 苏联 复 分 析 学 派 
的 工作 起 点 (参看 夏 皮 罗 专 著 《 自 守 函数 论 )) 

在 典型 域 调和 分 析 这 项 工作 的 基础 上 ， 华 罗 庚 与 陆 启 外 进一步 
研究 了 典型 域 的 调和 函数 论 ， 他 们 给 出 了 典型 域 的 泊 松 核 ， 解 决 了 
调和 函数 的 狄 利克 雷 问题 . 在 此 过 程 中 ， 华 罗 庚 发 现 了 -组 具有 调 
和 算 子 类 似 性 质 的 微分 算 子 ， 国 际 上 称 为 “华氏 算 子 ”. 

在 这 些 研究 的 基础 上 ， 华 罗 庚 首先 研究 了 诸如 西 群 这 类 典型 群 
上 的 富 利 埃 分 析 问 题 . 首先 给 出 了 丁 群 的 阿 贝尔 求 和 .这 方面 的 工 
作 ， 由 袭 升 继续 深入 系统 地 发 展 与 丰富 

1958 年 ， 华 罗 庚 提出 利用 分 圆 域 的 独立 单位 系 来 构造 多 重 定 
积分 的 求 积 公 式 ， 这 种 公式 是 很 精密 与 有 效 的 ， 国 际 上 称 为 “ 华 王 
方法 ”. 

在 总 结 多 年 来 工业 生产 与 管理 中 普及 数学 方法 的 经 验 与 教训 的 
基础 上 ， 华 老 提出 了 适合 中 国 国情 的 优选 法 与 统筹 法 ， 对 这 些 方法 
进行 了 改进 及 简化 .他 又 提出 了 计划 经 济 的 数学 理论 一 一 正 特征 矢 
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基 方 法 . 

华罗庚 的 科研 工作 ， 常 常 是 发 展 自己 的 原始 思想 ， 有 自己 的 方 
法 ， 这 一 点 对 于 生长 并 长 期 工作 在 发 展 中 国家 的 数学 家 来 说 ， 尤 为 
难得 .华罗庚 的 数学 著作 ， 无 论 是 解决 经 典 问题 ， 还 是 建立 一 个 系 
统 的 数学 理论 ， 都 贯穿 着 一 种 独特 的 风格 ， 这 就 是 使 用 直接 方法 
从 他 的 写作 特点 上 亦 有 这 样 的 风格 ， 从 不 玩弄 名 词 ， 故 弄 玄 虚 ， 而 
是 深入 实质 ， 语 言 朴素 

像 华 老 这 样 数 学 研究 领域 广阔 的 数学 家 在 世界 上 也 很 少 ， 在 硬 
分 析 即 精密 分 析 方面 ， 他 的 成 就 受到 哈代 与 维 诺 格拉 条 夫 的 高 度 评 
价 ， 在 另 一 个 绝 然 不 同 风格 的 数学 领域 一 抽象 代数 方面 ， 他 的 成 
就 又 得 到 阿 丁 的 高 度 评价 .国外 报刊 上 高 度 赞扬 华 老成 就 的 评价 很 
多 ， 其 中 征 引 了 不 少 第 一 流 数学 家 的 话 ， 自 从 我 国 执行 开放 政策 以 
来 ， 外 国 纷纷 赠 予 华 老 种 种 荣誉 头衔 . 如 果 他 能 和 我 们 再 多 在 一 起 
几 年 ， 可 以 肯定 ， 这 些 荣誉 还 会 更 多 .在 这 里 我 不 想 介绍 这 方面 的 
材料 ， 而 想 谈 谈 他 对 学 术 评价 的 观点 

早 在 三 十 多 年 前 ， 华 老 就 说 过 : “历史 将 严格 地 考验 着 每 个 科 
学 家 和 每 项 科学 工作 .大 量 工作 经 过 淘汰 只 剩 下 一 点 点 ， 有 时 整个 
数学 分 支 被 淘汰 了 .”1978 年 后 ， 他 公开 提出 : “ 早 发 表 ， 晚 评 
价 ",“ 努 力 在 我 ， 评 价 在 人 ”等 观点 ， 上面 列举 的 事实 说 明 ， 华 老 
的 工作 有 的 经 历 了 三 十 年 ， 有 的 经 历 了 近 半 个 世纪 的 考验 .历史 是 
无 情 的 ， 但 也 是 公平 的 ， 我 相信 华 老 是 可 以 经 得 起 历史 考验 的 数学 
家 


华 老 的 治学 经 验 贯 穿着 一 个 总 的 精神 ， 即 不 断 进取 的 精神 ， 他 
十 九 岁 发 表 第 一 篇 文章 . 二 十 岁 发 表 的 关于 五 次 方程 的 第 二 篇 文 
章 ， 受 到 能 庆 来 先生 的 赏识 ， 从 而 于 30 年 代 初 来 到 清华 大 学 ， 当 
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时 的 研究 工作 很 活跃 ， 但 科研 方向 不 集中 .从 1935 年 开始 ， 致 力 
于 哈代 一 李 特 伍德 一 维 诺 格拉 条 夫 方 法 ， 即 堆 人 艰 数 论 的 研究 ， 取 得 
了 系统 深入 的 结果 ， 写 成 专著 《 堆 又 素数 论 ) .这 时 候 ， 这 个 方向 
已 经 成 熟 ， 华 老 说 过 : “我 如 果 继续 搞 三 角 和 ， 大 概 顶 多 再 写 几 篇 
好 文章 ， 也 就 结束 了 .” 他 不 顾 已 经 成 为 著名 数论 学 家 的 荣誉 ， 散 
然 放 弃 了 数论 研究 ， 宁 肯 另 起 炉灶 .从 40 年 代 开始 ， 他 进入 代数 
领域 工作 ， 段 学 复 是 他 当时 的 合作 者 ， 数 论 的 合作 者 是 闵 嗣 锥 ， 解 
析 数 论 与 代数 是 两 个 不 同 风格 的 数学 领域 ， 一 个 是 精密 分 析 ， 一 个 
则 要 求 漂亮 简洁 ， 他 在 体 论 、 典 型 群 、 和 矩阵 几何 等 方面 取得 了 卓越 
成 就 ， 又 开 尽 了 自 守 函数 与 多 复 变 函 数论 的 研究 ， 把 分 析 与 代数 的 
技巧 高 度 结合 起 来 ， 可 以 说 从 30 年 代 到 50 年 代 是 他 在 理论 数学 研 
究 上 大 力 进行 开拓 工作 的 二 十 年 . 

新 中 国 刚 成 立 ， 他 就 回国 了 . 除 继续 过 去 的 研究 工作 外 ， 他 的 
工作 重点 转 到 了 培养 年 轻 数学 家 ， 致 力 于 发 展 中 国 的 数学 事业 ， 实 
际 上 ， 他 把 自己 的 研究 工作 愈 来 愈 放 到 第 二 位 来 考虑 ， 于 1953 年 
正式 成 立 了 数论 组 ， 他 撰写 了 《数论 导 引 》， 后 来 又 成 立 代数 研究 
组 ， 他 与 万 哲 先 合 写 了 《典型 群 》， 后 来 又 写 《 多 复 变 函 数论 的 典 
型 域 的 调和 分 析 》， 他 让 学 生 们 听讲 ， 协 助 他 修改 讲义 ， 使 学 后 们 
受到 了 多 方面 的 锻炼 。 这 时 期 的 学 生 有 越 民 义 、 万 哲 先 、 陆 启 刍 、 
北 升 、 王 元 、 许 孔 时 、 陈 景 润 、 吴 方 、 魏 道 政 、 严 土 健 与 潘 承 洞 
等 ， 除 他 直接 领导 的 三 个 组 外 ， 他 还 热情 支持 成 立 拓扑 学 、 微 分 方 
程 、 概 率 统计 、 证 函 分 析 与 数理 逻辑 等 研究 室 . 特别 在 建 所 初期 ， 
就 很 重视 应 用 数学 与 计算 机 研制 工作 ， 数 学 所 设 有 力学 组 与 计算 机 
研制 组 ， 他 对 各 方面 都 给 予 尽 可 能 的 关怀 .他 支持 了 他 的 老师 能 庆 
来 先生 回国 工作 ， 使 能 老 晚年 还 能 为 中 国 数学 作 贡 献 ， 培 养 了 杨 
乐 ， 张 广 厚 等 学 生 . 吴 文俊 是 华 老 邀 请 来 数学 所 主持 几何 学 、 拓 扑 
学 研究 的 ， 华 老 关心 过 冯 康 研究 广义 函数 论 ;关心 过 关 肇 直 、 田 方 
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增 研究 赋 范 环 论 ; 也 支持 了 张 宗 料 、 胡 世 华 、 吴 新 谋 、 张 素 诚 、 秦 
元 勋 、 王 寿 仁 等 的 工作 . 听 过 华 老 讲课 而 受益 者 有 王 光 寅 、 丁 夏 
畦 、 张 里 千 、 丁 石 孙 、 曾 肯 成 等 .陈景润 则 是 华 老 出 面 调 来 数学 所 
工作 的 . 从 1958 年 开始 ， 华 老 的 工作 进一步 转向 以 培养 为 中 心 
他 为 科技 大 学 学 生 撰写 了 《高 等 数学 引 论 》 数 卷 ， 为 研究 生 撰 写 了 
《从 单位 圆 谈 起 ). 一 些 研究 生 已 成 为 我 国 数学 界 的 中 年 骨干 ， 如 钟 
家 庆 、 孙 继 广 、 冯 克 勒 、 陆 洪 文 、 裴 定 一 、 那 吉 生 、 徐 伟 宣 等 人 
在 这 期 间 ， 华 老 又 致力 于 对 他 不 熟悉 的 应 用 数学 做 多 方面 探索 ， 包 
括 理论 研究 与 到 现场 去 普及 线性 规划 

从 1965 年 开始 ， 华 老 的 工作 又 有 了 重大 转折 ， 决 心 将 工作 重 
点 放 到 普及 应 用 于 工农 业 生产 的 数学 方法 上 .他 选择 了 以 改进 工艺 
为 主 的 “优选 法 ”与 改善 组 织 管理 的 “统筹 法 ”来 普及 .为 了 让 普 
通 工人 能 明白 ， 他 对 这 两 个 方法 作 了 简化 ， 以 最 易 懂 的 语言 进行 讲 
解 ， 他 写 的 两 本 小 册子 中 几乎 避免 了 数学 语言 .特别 是 他 身体 力 
行 ， 不 顾 劳累 和 年 老 多 病 的 身体 ， 在 近 二 十 年 的 时 间 里 ， 几 乎 跑 遍 
了 中 国 所 有 的 省 、 市 、 自 治 区 ， 到 过 无 数 的 工厂 ， 为 群众 教授 数 
学 ， 解 决 实际 问题 ， 二 十 年 来 ， 从 没有 动摇 过 他 为 国民 经 济 建设 从 
事 数学 普及 工作 的 决心 ， 陈 德 泉 、 计 雷 、 李 志 杰 、 徐 新 红 等 是 华 老 
在 这 方面 工作 的 助手 

他 的 一 生 就 是 这 样 不 断 进取 的 . 当 他 看 准 了 ， 就 毫 无 顾虑 地 、 
坑 然 地 、 忘 我 地 去 干 ， 干 一 件 完全 不 熟悉 的 工作 有 可 能 将 一 无 所 
成 ， 还 会 遇 到 朋友 的 不 理解 ， 但 是 ， 各 种 困难 都 不 能 阻挠 他 向 既定 
的 目标 前 进 


华 老 是 一 个 伟大 的 爱国 主义 者 .他 的 不 少 优秀 工作 ， 如 “华氏 
不 等 式 ,“ 体 的 半 自 构 定理 ”等 ， 都 是 在 国外 某 个 特定 环境 中 受到 
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启发 而 做 出 来 的 .1950 年 回国 时 华 老 才 四 十 岁 ， 当 时 他 已 经 是 世 
界 上 著名 的 数学 家 了 ， 至 少 还 有 十 五 年 到 二 十 年 时 间 可 以 做 数学 的 
开拓 工作 ， 成 为 更 伟大 的 数学 家 . 尽管 回国 后 也 可 以 研究 数学 ， 但 
吸收 外 来 营养 的 机 会 就 很 少 了 . 处 于 这 种 情况 ， 对 一 个 像 他 这 样 有 
成 就 的 数学 家 来 说 ， 需 要 怎样 的 决心 与 表 力 才能 决定 回国 啊 ! 1979 
年 以 后 ， 他 重 访 了 欧洲 与 美国 ， 不 少 人 问 过 他 这 样 的 问题 : “你 回 
国 了 ， 不 后 悔 吗 ?” 在 英国 ， 华 老 与 我 、 潘 承 洞 一 道 ， 就 碰 到 过 有 
人 这 样 问 他 ， 华 老 只 回 以 淡然 一 笑 ，1981 年 ， 费 弗 曼 在 《旧金山 
周报 》 上 发 表 的 《华罗庚 教授 在 旅行 》 一 文中 ， 写 有 华 老 谈 他 当初 
决定 回国 时 的 想法 : “我 留 下 是 容易 的 ， 在 美国 对 我 的 妻子 、 儿 女 
及 我 的 工作 都 是 重要 的 ， 我 回去 与 否 呢 ? 最 后 我 决定 了 ， 中 国 是 我 
的 祖国 ， 我 的 家 乡 ， 我 是 穷人 出 身 ， 革 命 有 利于 穷人 ， 而且， 我 想 
我 可 以 做 一 些 对 于 中 国 数学 来 说 ， 是 重要 的 事情 .”1977 年 沙拉 夫 
写 的 《华罗庚 传 》 上 引用 了 华 老 归 国 前 对 莱 沫 的 谈话 : “中 国 是 一 
个 大 国 ， 一 个 伟大 的 国家 ， 为 什么 要 让 数学 这 样 落后 呢 ? 我 们 应 该 
赶 上 去 ， 我 想 我 们 是 能 够 赶 上 去 的 .” 他 回国 后 的 言行 ， 证 明 这 些 
话 是 真实 的 ， 即 他 回国 是 为 了 把 中 国 数学 搞 上 去 而 贡献 一 切 ， 尽 管 
由 于 左 的 干扰 ， 特 别 是 所 谓 “ 文 化 大 革命 ”的 干扰 ， 华 老 的 才华 未 
得 到 更 大 的 发 挥 ， 但 华 老 对 中 国 数学 发 展 所 做 的 贡献 ， 确 是 举世 公 
认 的 ，1980 年 ， 科 拉 达 在 美国 《科学 》 上 发 表 了 《华罗庚 形成 中 
国 的 数学 》 的 文章 . 文中 列举 了 他 所 访问 过 的 科学 家 是 怎样 高 度 赞 
扬 华 老成 就 的 话 ， 其 中 有 数学 家 赛 尔 贝 格 经 过 深思 熟 虑 之 后 说 出 的 
一 段 话 : “要 是 华罗庚 像 他 的 许多 同胞 那样 ， 在 第 二 次 世界 大 战 之 
后 ， 仍 然 留 在 美国 的 话 ， 毫 无 疑问 ， 他 本 来 会 对 数学 作出 更 多 的 贡 
献 ， 另 一 方面 ， 我 认为 他 回国 对 中 国 数学 是 十 分 重要 的 ， 很 难 想 
像 ， 如 果 他 不 曾 回国 ， 中 国 的 数学 会 怎么 样 . ” 科 拉 达 文章 的 题目 
和 结尾 都 用 的 是 赛 尔 贝 格 的 话 . 当然 ， 形 成 中 国 的 数学 还 有 其 他 重 
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要 人 物 与 因素 ， 然 而 ， 华 罗 庚 培养 、 影 响 与 教育 了 中 国 的 好 几 代数 
学 家 ， 人 毕竟 是 事实 . 我 相信 这 些 人 对 中 国 数学 的 发 展 是 会 长 久 起 作 
用 的 . 

华 老 在 1984 年 8 月 25 日 写 的 “ 述 怀 ”中 有 这 样 的 话 : “学 术 
权威 似 浮云 ， 百 万 富翁 若 敢 履 ， 为 人 民 服 务 ， 鞠 躺 尽 冶 而 已 .” 华 
老 已 经 离开 我 们 了 ， 他 留 给 我 们 的 精神 财富 是 丰富 的 ， 我 们 要 把 他 
的 学 问 、 品 德 与 情操 告诉 后 人 ， 使 后 人 从 他 的 事迹 中 得 到 启发 与 教 
益 . 


在 陈省身 数学 奖 颁奖 仪式 上 的 讲话 - 


各 位 来 宾 : 

今天 中 国 数学 会 在 这 里 隆重 集会 , 举行 “陈省身 数学 奖 " 颁 奖 仪 
式 ,我 代表 数学 会 向 到 会 的 各 位 来 宾 表 示 热 烈 欢 迎 与 感谢 . 

这 次 颁发 的 陈省身 奖 是 属于 1987 一 1988 年 度 ， 经 过 评奖 委员 
会 各 位 委员 认真 审阅 各 位 申报 受奖 人 的 送审 材料 ， 认 真 讨 论 ， 最 后 
开会 进行 了 无 记名 投票 . 因 事 未 能 来 投票 的 评奖 委员 ， 也 在 指定 期 
限 内 ， 作 了 书面 投票 . 票数 最 多 的 两 名 数学 家 ， 经 陈省身 先生 确认 
为 这 次 得 奖 人 ， 即 中 国 科学 院 系统 科学 研究 所 李 邦 河 教授 与 北京 大 
学 数学 系 姜 伯 驹 教授 .我 代表 中 国 数学 会 向 陈省身 先生 ， 向 各 位 评 
奖 委员 表示 感谢 .向 李 邦 河 、 姜 伯 驹 教授 表示 祝贺 

陈省身 教授 的 学 术 成 就 与 他 对 中 国 数学 发 展 所 作 的 贡献 ， 是 众 
所 周知 的 ， 无 须 我 再 作 介 绍 了 . 今天 我 想 谈 谈 陈 先生 对 我 的 影响 
早 在 1948 年 ， 我 念 高 中 时 ， 在 中 央 研 究 院 任职 的 我 的 父亲 就 向 我 
说 起 过 陈省身 先生 的 名 字 ， 知 道 他 是 中 央 研究 院 五 名 院士 之 一 .但 
我 真正 认识 他 ， 则 是 1951 年 . 当时 ， 我 看 到 刚 出 版 的 Steenrod 的 
书 “Fibre Bundle"， 书 后 面 引 证 了 陈 先生 大 量 论文 及 他 学 生 的 不 少 
论文 ， 特 别 是 吴 文 俊 先 生 的 文章 很 多 .中国 长 期 的 落后 使 人 们 有 自 
插 感 ， 我 们 所 学 的 ， 读 的 ， 走 进 图 书馆 看 到 的 都 是 外 国人 的 工作 与 


* 原 载 《中国 数 学 会 通讯 )，1989，10 一 11- 
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著作 .能 看 到 炎黄 子孙 的 成 就 ， 该 是 多 么 兴奋 与 受到 鼓舞 .我 很 激 
动 地 把 Steenrod 的 书 拿 给 同学 们 看 ， 用 来 鼓励 大 家 . 从 那 时 起 ， 
陈 先生 就 是 我 心中 的 一 个 榜样 . 以 后 我 逐渐 养 成 一 个 习惯 ， 经 常 浏 
览 各 种 书籍 杂志 .当然 经 常见 到 陈 先生 的 工作 .我 在 这 里 只 举 一 个 
最 近 的 例子 ， 即 1989 年 ，Springer 出 版 的 S.Lang 著 的 “Introduc- 
tion to Arakelov Theory"， 这 大 概 是 一 本 算术 几何 的 书 ， 我 不 懂 ， 
书 的 第 一 章 就 是 “Chern Form”. 因此 我 愿 借 这 个 机 会 向 陈 先生 表 
示 敬 意 . 

基础 理论 研究 是 属于 人 类 认识 自然 的 工作 ， 这 对 于 人 类 改造 自 
然 有 深刻 与 长 远 的 作用 ， 而 数学 与 物理 又 是 最 重要 的 基础 学 科 ， 刘 
水 龄 先生 慷慨 资助 鼓励 这 两 方面 作出 成 绩 的 中 国 中 青年 科学 家 ， 必 
将 鼓舞 更 多 有 为 的 青年 在 中 国 本 土 积极 从 事 基础 理论 研究 工作 ， 并 
作出 成 就 .这 对 我 国 数学 与 物理 的 发 展 定 会 产生 很 好 的 作用 ， 刘 先 
生 是 很 有 眼光 的 .请 允许 我 代表 中 国 数学 会 向 刘 先 生 表示 感谢 . 

为 了 使 “陈省身 数学 奖 " 更 好 地 进行 下 去 .我 想 提 几 个 意见 , 供 作 
参考 :( 一 ) 关 于 受奖 人 的 人 选 问题 , 宜 采取 个 人 报名 与 数学 家 或 工作 
单位 推荐 相 结合 的 方法 .因此 我 想 在 中 国 数学 会 公布 下 一 届 报 名 通 
知 的 同时 , 要求 评 奖 委员 热心 向 评奖 委员 会 推荐 得 奖 人 候选 人 选 . 
(二 ) 基 础 理论 研究 是 一 项 长 期 方 可 见效 的 工作 , 由 于 中 国 的 实际 情 
况 ,我 建议 “陈省身 数学 奖 "的 章程 暂 不 作 修改 ,特别 是 受奖 人 的 年 龄 
问题 , 仍 以 维持 五 十 岁 左右 为 宜 .( 三 ) 中 国 数学 会 本 届 理 事 长 与 陈 先 
生 协 商 后 , 调整 了 部 分 评奖 委员 , 新 的 评奖 委员 会 已 经 成 立 , 名 单 已 
在 (中 国 数学 会 通讯 ?上 公布 了 .以 后 这 一 工作 将 作为 一 项 经 常 工作 
来 做 .建议 评奖 委员 会 改组 与 中 国 数学 会 的 改组 同步 进行 . 

谢谢 大 家 . 


在 庆祝 柯 召 先生 八 旬 诞 展会 上 的 讲话 - 


尊敬 的 柯 召 教授 ， 各 位 同志 : 

我 非常 荣幸 能 参加 今天 这 样 规 模 的 数论 学 术 交 流 盛 会 ， 并 庆祝 
柯 老 八 十 大 寿 及 从 事 数 学 研究 与 教学 工作 五 十 五 周年 ， 在 这 个 喜庆 
的 日 子 里 ， 请 允许 我 代表 中 国 数学 会 及 中 国 科学 院 数学 研究 所 向 柯 
老 致 以 最 衷心 的 敬意 、 祝 贺 与 感谢 ， 祝 柯 老 健康 长 寿 ， 工 作 取得 更 
大 成 就 . 

中 国 的 数论 经 历 了 五 代 人 的 努力 . 最 早 是 杨 武 之 先生 将 数论 引 
入 中 国 ， 柯 老 与 华 老 都 是 杨 先 生 的 学 生 ， 闵 珊 稚 先生 是 杨 先 生 介绍 
去 清华 大 学 工作 的 ， 他 们 三 个 人 是 第 二 代数 论 学 家 的 杰出 代表 ， 柯 
老 对 数论 与 组 合 数学 作出 过 开拓 性 工作 ， 取 得 了 卓越 的 贡献 ， 这 是 
大 家 公认 的 ， 他 还 为 我 国 培养 了 好 几 代 数学 家 ， 桃 李 满 天 下 ， 特 别 
在 1938 年 ， 抗 日 战争 烽火 连天 时 ， 他 拒绝 留 在 英国 ， 毅 然 回国 ， 
表现 了 中 国 知识 分 子 的 骨气 与 爱国 精神 ， 他 始终 在 中 国 这 块 土地 上 
艰苦 奋斗 . 柯 老 对 发 展 中 国 数学 事业 的 贡献 是 全 方位 的 ， 他 长 期 担 
任 中 国 数学 会 的 领导 工作 ， 直 到 1983 年 ， 中 国 数学 会 第 四 届 代 表 
大 会 改 任 名 誉 理事 长 ， 他 都 和 华 老 、 陈 老 、 苏 老 、 江 老 等 一 起 领导 
了 中 国 数学 会 的 工作 . 柯 老 还 是 最 早 的 中 国 科学 院 学 部 委员 ， 对 中 
国 数学 发 展 的 决策 起 了 关键 作用 . 


* 原 载 《 中 国 数学 会 通讯 )，4，1991，3 一 4. 
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我 与 柯 老 是 1961 年 第 一 次 数论 大 会 认识 的 ， 即 北京 颐和园 龙 
王 庙会 议 ， 算 来 已 三 十 年 了 ， 他 与 闵 先生 领导 了 那 次 会 议 . 第 三 代 
数论 学 家 的 杰出 代表 陈景润 与 潘 承 洞 等 参加 了 “龙王 庙会 议 ”， 在 
我 与 柯 老 三 十 年 的 交往 中 ， 除 对 他 的 科研 教学 的 成 就 表示 敬重 外 
我 特别 感到 柯 老 是 一 个 非常 超脱 与 公正 的 人 ， 是 十 分 可 以 信赖 的 
人 ， 他 的 品德 无 疑 得 到 中 国 数学 界 的 敬重 

今天 我 很 高 兴 ， 我 们 第 四 代 的 数论 学 家 主持 了 第 四 次 数论 大 
会 . 他 们 这 一 代 人 最 艰苦 ， 正 当 他 们 大 学 毕业 ， 应 该 在 科研 事业 上 
勇 攀 高 峰 时 ， 碰 上 了 “文化 大 革命 "， 一 下 子 就 耽误 了 近 十 年 宝贵 
的 时 间 ， 不 过 他 们 中 的 很 多 人 都 非常 努力 ， 在 这 种 情况 下 ， 取 得 了 
重要 成 绩 是 十 分 可 贵 的 

这 次 会 议 表示 中 国 第 五 代数 论 学 家 已 经 露出 了 头角 ， 也 就 是 四 
十 岁 以 下 的 学 者 .我 对 你 们 的 要 求 是 很 高 的 ， 我 希望 你 们 能 以 杨 
老 、 华 老 、 柯 老 、 闵 老 、 陈 景 润 、 潘 承 洞 等 为 榜样 ， 把 中 国 的 数论 . 
研究 在 国际 上 的 地 位 维持 住 ， 我 作为 一 个 退出 数论 科研 第 一 线 的 数 
学 工作 者 ， 我 对 诸位 寄 以 无 限 希 望 ， 我 相信 中 国 的 数论 事业 在 你 们 
这 一 代 人 可 以 发 扬 光大 

这 次 会 议 的 组 织 委员 会 作 了 很 多 工作 ， 四 川 大 学 领导 与 数学 系 
领导 也 出 了 很 大 力气 ， 请 允许 我 代表 中 国 数学 会 及 与 会 代表 向 你 们 
致 以 衷心 感谢 ， 最 后 我 祝 大 会 成 功 


在 闵 勋 稚 先 生 逝 世 十 五 周年 
大 会 上 的 讲话 - 


各 位 来 宾 ， 各 位 同志 : 

今天 我 们 在 这 里 隆重 集会 ， 纪 念 闵 山 的 先生 逝世 十 五 周年 ， 今 
年 又 恰 逢 他 诞生 七 十 五 周年 ， 闵 先生 的 学 术 成 就 ， 热 爱 祖国 与 高 尚 
品德 都 足以 作为 我 们 永久 的 榜样 .我 今天 仅 对 闵 先 生 的 数论 成 就 向 
大 家 作 一 个 简单 的 介绍 : 

一 ”相合 式 ( 即 同 余 式 ) 的 解数 估计 ， 闵 先 生 于 1940 年 发 表 
了 《相同 式 解数 之 渐 近 公式 及 应 用 此 理 的 讨论 奇异 级 数 》 一文， 在 
该 文中 ， 闵 先生 证 明了 下 面 的 结果 : 
命 F(z) 为 一 个 (>2) 次 整 系数 多 项 式 及 p 表示 素数 ， 则 相 
合式 

f(r) + + f(r)=m(modp) 

之 解数 N(f(z),s) 等 于 


pr 1+O(p 1 4), 2<s <2n, 
N(f(z), s)= 
A hu 
这 篇 文章 曾 使 闵 先 生 获 得 高 君 韦 奖 . 


二 关于 二 重 指数 和 (与 华罗庚 合作 ), 延 用 上 节 之 记号 . 


* 这 是 1988 年 在 济南 召开 的 纪念 国 刷 执 先生 才 世 15 周年 学 术 会 议 开 幕 式 上 的 讲话 
(未 发 表 ). 
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Mordell 曾 证 明 过 完整 三 角 和 估计 : 
Der < Be 
华 先生 与 阅 先生 合作 将 这 一 著名 结果 推广 至 两 个 变数 


车 f(z, y) 为 一 个 整 系数 n( 宇 4) 次 多 项 式 , 它 关 于 模 p 不 等 价 
于 一 个 变数 的 n 次 多 项 式 , 则 


立 py ezrif(z,y)/P < 20- 了 3 
闵 先 生 又 将 这 一 结果 推广 至 *( >2) 个 变数 的 多 项 式 的 情况 

三 ( 吝 + it) 的 估计 :&( 十 +i) 的 估计 问题 是 寻求 9 使 估计 
式 &( 计 +t)=O(|41*')(|4| 之 1) 对 于 任意 6。>0 成 立 ,其 中 与 O 
有 关 的 常数 仅 依赖 于 e. 这 一 问题 引起 不 少数 学 家 的 注意 .有 如 下 记 
录 :0<1/6(van der Corput 与 Koksma)， 0 之 163/988(Walfisz), 0< 
27/164 ( Titchmarsh), 9 < 229/1392 ( Phillips), 9 < 19/116 (Titeh- 
marsh), 闵 先生 进一步 证 明了 9615/92. 

四 6(s) 在 临界 线 上 零点 个 数 的 估计 : 命 e(s) 在 区 域 0<o< 
il 委 了 中 的 零点 个 数 为 N(T), 而 它 在 临界 线段 "= 1/2, | :| 去 
工 上 的 零点 个 数 为 Ne (T), 著名 的 Riemann 猜想 是 说 
NGCT) = No(T) 对 任何 T 成 立 .Selberg 证 明了 :No(T)>cN(T), 其 


中 “是 一 个 正常 数 . 闵 先 生 首先 给 出 定量 估计 c>>5010 

五 二 次 域 中 的 欧 氏 除法 问题 (与 华罗庚 合作 ) : 若 在 代数 数 域 
中 可 以 建立 欧 氏 除法 , 则 称 该 域 为 欧 氏 域 ， 否则 称 为 非 欧 氏 域 . 华 先 
生 与 六 先生 证 明了 : 当 P 二 17(mod24) 时 , 除 P=17,41, 89, 113, 137 
外 ,二 次 域 Q(V 巨 ) 均 非 欧 氏 域 .已 知 当 已 = 17, 41 时 , Q(YVp) 是 欧 
氏 域 ,所 以 存 有 疑点 者 仅 为 已 = 89, 113, 137 之 情况 . 

六 &(5) 的 推广 : 闵 先生 晚年 从 事 &(s) 的 推广 工作 ,假定 ”为 
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偶数 , 命 
z= D> 2 ES ED 
(s = 0o+ i), 

此 处 在 求 和 号 中 需 去 掉 zl =… = z=0. 阅 先生 考虑 并 解决 了 这 一 
函数 的 解析 开拓 , Z,,(s) 的 阶 估计 及 其 均值 公式 . 

除数 论 之 外 , 闵 先生 还 从 事 解 析 函 数论 , 近似 计算 及 石油 勘探 方 
面 的 数学 问题 的 研究 . 闵 先 生 非常 热心 于 培养 与 提拔 年 轻 数 学 家 , 潘 
承 洞 就 是 其 中 最 杰出 的 代表 . 

最 后 , 我 预 祝 大 会 成 功 . 


怀念 冯 康 教授 


冯 康 教授 已 经 离开 我 们 一 年 了 . 听 到 他 突然 病危 时 ， 我 正 住 在 
301 医院 治疗 前 列 腺 ， 所 以 未 能 向 他 告别 ， 深 感 遗 钴 .但 他 的 音 容 
始终 清晰 地 印 在 了 我 的 脑子 里 

我 们 是 1953 年 认识 的 ， 那 时 我 来 数学 所 工作 已 一 年 ， 他 则 刚 
从 原 苏联 学 成 回国 .华罗庚 所 长 领 着 他 到 每 个 办 公 室 走 走 ， 将 冯 先 
生 介绍 给 大 家 ， 鉴于 广义 函数 论 的 重要 及 法 国 数学 家 薛 瓦 效 得 到 了 
1950 年 的 费 尔 效 奖 ， 华 先生 建议 冯 先 生 研 究 广义 函数 论 及 学 习 薛 
瓦 兹 的 专著 ， 冯 先生 很 聪明 ， 不 久 就 学 会 了 ， 而 且 写 出 了 长 达 一 百 
多 页 的 综合 性 论文 ， 发 表 在 《数学 进展 》 上 ， 他 还 对 广义 函数 的 梅 
林 变 换 公 式 得 到 了 杰出 的 成 果 

早 在 1944 年 ， 华 先生 就 意识 到 计算 数学 的 重要 性 . 到 50 年 
代 ， 由 于 计算 机 的 日 益 进 步 ， 他 更 认为 在 我 国 发 展 计算 数学 是 刻 不 
容 缓 的 事 . 我 国 十 二 年 科学 技术 发 展 规划 将 计算 技术 列 为 重点 之 
一 ， 这 就 需要 有 一 个 年 富力 强 的 好 数学 家 站 出 来 领导 在 中 国 属于 空 
白 的 近代 计算 数学 ， 华 先生 看 中 了 汉 先 生 . 但 这 是 需要 汉 先 生 放 弃 
自己 熟悉 的 纯粹 数学 领域 到 一 个 完全 陌生 的 领域 去 工作 的 问题 ， 这 
两 个 领域 连 价值 标准 都 不 一 样 ， 所 以 这 是 不 能 勉强 的 ， 当 华 先生 婉 
转向 汉 先 生 试 探 时 ， 冯 先生 非常 痛快 地 答应 了 . 为 此 华 先生 多 次 表 


* 原 载 《 中 国 科学 报 )，1993. 
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示 他 对 冯 先生 的 感谢 . 在 以 后 的 三 十 多 年 里 ， 冯 先生 作出 了 国内 外 
公认 的 成 就 ， 他 在 求解 偏 微分 方程 的 有 限 元 方法 与 基于 辛 几何 的 哈 
密 顿 系统 算法 方面 的 工作 都 是 开创 性 的 . 他 培养 与 指导 了 中 国 几 代 
计算 数学 家 ， 真 可 以 说 是 桃李 满 天 下 了 . 现在 近代 计算 数学 在 中 国 
的 众多 数学 分 支 中 已 属 强项 了 ， 这 首先 应 该 归功 于 冯 康 先生 一 一 我 
国 近代 计算 数学 的 葛 基 人 与 开拓 者 . 

我 与 冯 先 生 很 熟 ， 多 次 促膝 长 谈 ， 由 于 他 的 坦诚 ， 谈 话 竟 达 
二 、 三 小 时 ， 他 对 数学 的 一 般 修养 极 好 .他 告诉 我 : “虽然 我 只 搞 
一 个 方面 ， 但 我 对 其 他 方面 还 是 注意 的 .” 正 因为 这 样 ， 每 次 跟 他 
谈话 都 能 从 中 受到 教 益 ， 汉 先生 对 华 先 生 很 敬仰 ， 感 情 也 很 深 ， 他 
对 华 先生 的 敬仰 是 基于 他 对 华 先生 工作 的 深刻 了 解 ， 比 国外 《〈 华 罗 
庚 传 》 的 作者 沙拉 夫 早 很 多 年 ， 汉 先生 就 指出 : “ 华 先 生 的 工作 的 
主要 长 处 之 一 是 他 用 初等 与 简单 的 数学 方法 来 解决 困难 的 数学 问 
题 .”1985 年 当 冯 先 生得 知 华 先生 在 日 本 突然 过 世 时 ， 很 沉痛 ， 在 
-次 《计算 数学 》 杂 志 编 委 会 开会 时 ， 汉 先生 含 着 眼泪 说 : “让 我 
们 起 立 ， 为 华 先生 默哀 .” 冯 先生 的 学 术 道德 尤其 值得 学 习 ， 他 很 
正直 ， 不 搞 小 圈子 ， 对 学 术 评价 公正 ， 学 风 严 说， 对 自己 要 求 严 
格 . 他 很 少 发 表 论 文 ， 十 分 重视 文章 质量 . 

由 于 他 的 品德 ， 学 问 与 业绩 ， 冯 先生 将 永远 留 在 中 国 数学 家 心 
上 .我 们 要 学 习 他 ， 努 力 将 中 国 的 数学 事业 发 扬 光 大 ， 这 将 是 对 他 
最 好 的 怀念 . 


陈景润 : 生平 与 工作 简介 
(与 潘 承 洞 合作 ) 


陈景润 于 1933 年 5 月 22 日 ， 生 于 福建 省 福州 市 ， 他 的 父亲 陈 
元 俊 是 一 个 邮政 局 职员 ， 母 亲 于 1947 年 即 过 世 . 由 于 父亲 收入 低 
微 及 家 庭 人 口 较 多 ， 所 以 家 境 相当 贫寒 

陈景润 在 福州 读 完小 学 与 中 学 . 1949 年 至 1953 年 ， 他 就 读 于 
厦门 大 学 数学 系 . 大 学 毕业 后 ， 由 政府 分 配 至 北京 市 第 四 中 学 任 
教 ， 他 对 教师 这 一 工作 很 不 适宜 而 被 辞退 . 厦门 大 学 校长 王 亚 南 了 
解 他 的 处 境 之 后 ， 于 1955 年 2 月 将 陈景润 调 回 厦门 大 学 工作 . 

那 时 ， 陈 景 润 对 数论 产生 了 强烈 的 兴趣 . 厦门 地 处 海防 前 线 ， 
时 常 有 空袭 警报 ， 需 到 防空 洞 躲避 . 陈景润 就 把 华罗庚 的 专著 〈 堆 
角 素 数论 》 据 开 ， 放 几 页 在 身上 ， 走 到 哪里 ， 学 到 哪里 .《〈 堆 色素 
数论 ) 的 第 四 章 “ 某 些 三 角 和 的 中 值 公式 (I)” 是 用 华罗庚 的 方 
法 来 处 理 低 次 多 项 式 所 对 应 的 三 角 和 的 中 值 公式 .第 五 章 “ 维 诺 格 
拉 打 夫 的 中 值 公式 及 其 推广 ” 则 是 用 维 诺 格拉 人 朱 夫 方法 来 处 理 高 次 
多 项 式 对 应 的 三 角 和 的 中 值 公式 .陈景润 发 现 用 《 堆 人 又 素数 论 》 第 
五 章 的 方法 可 以 改进 第 四 章 的 菜 些 结果 . 他 写 了 一 篇 论文 《关于 塔 
内 (G. Tarry) 问题 》 寄 给 了 华罗庚 .华罗庚 将 陈景润 的 论文 交 
给 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 一 些 研究 人 员 审查 .陈景润 的 结果 被 确 


， 原 载 《数学 学 报 )，1996，433 一 441. 
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认 是 对 的 .华罗庚 认为 陈景润 是 一 个 很 有 才能 的 年 轻 人 . 

1956 年 8 月 ， 中 国 数学 会 在 北京 召开 “全 国 数学 论文 报告 
会 "由 华罗庚 推荐 ， 陈 景 润 应邀 参 加 大 会 ， 并 报告 了 他 关于 塔 内 
问题 的 结果 ， 受 到 与 会 者 的 好 评 . 由 于 华罗庚 的 赏识 与 推荐 ， 陈 景 
润 于 1957 年 10 月 被 调 到 中 国 科 学 院 数学 研究 所 任 实习 研究 员 . 

陈景润 在 中 国 科学 院 数学 研究 所 的 良好 环境 中 ， 研 究 工作 进展 
很 快 ， 取 得 了 重要 成 果 . 他 从 研究 三 角 和 的 估计 及 其 应 用 入 手 ， 对 
圆 内 整 点 问题 ， 除 数 问题 ， 球 内 整 点 问题 及 华 林 (E，Waring) 问 
题 等 著名 问题 的 结果 ， 作 出 了 重要 的 改进 . 

从 60 年 代 中 开始 ， 陈 景 润 又 转 入 了 第 法 及 其 应 用 的 研究 ， 达 
到 了 他 研究 工作 的 顶峰 ， 他 对 哥 德 巴赫 〈C. Goldbach) 猜想 及 区 
素数 分 布 的 研究 成 果 有 广泛 的 影响 ， 受 到 国内 外 数学 家 的 高 度 评 
价 .1978 年 与 1982 年 ， 他 两 度 收 到 在 国际 数学 大 会 上 作 45 分 钟 
报告 的 邀请 . 

陈景润 一 直 多 病 ， 健 康 欠 佳 .在 “文化 大 革命 ”的 十 年 中 ， 陈 
景 润 受到 了 错误 的 批判 与 不 公正 的 待遇 ， 使 他 的 工作 与 健康 都 受到 
严重 的 伤害 ，1984 年 ， 陈 景 润 不 幸 得 了 帕 金 森 氏 综合 症 ， 即 使 在 
这 样 的 情况 下 ， 他 仍 不 停 地 进行 研究 工作 ， 并 常 与 年 轻 学 生 讨论 数 
学 问题 ，1976 年 , “文化 大 革命 ”结束 后 ， 陈 景 润 的 工作 与 生活 得 
到 了 政府 很 好 的 照顾 ， 在 他 病 重 住 医院 的 几 年 中 ， 更 得 到 政府 对 他 
的 特别 照顾 ，1996 年 3 月 19 日 ， 陈 景 渔 因 病 情 加 重 ， 治 疗 无 效 而 
去 世 . 

由 于 陈景润 在 数学 上 的 突出 贡献 ， 他 于 1977 年 被 提升 为 中 国 
科学 院 数学 研究 所 研究 员 ，1980 年 当选 为 中 国 科学 院 学 部 委员 . 
陈景润 得 到 过 国家 自然 科学 一 等 奖 ， 何 梁 何 利 数学 奖 与 中 国 数学 会 
华罗庚 数学 奖 . 

陈景润 于 1980 年 与 由 昆 女士 结婚 ， 生 有 一 个 儿子 陈 由 伟 . 
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数学 工作 
一 ”第 法 及 其 应 用 


1. 表 大 偶数 为 素数 与 列 素 数 之 和 . 

哥 德 巴赫 猜想 是 1742 年 ， 哥 德 巴赫 与 欧 拉 〈L.， Euler) 的 通 
信 中 提出 来 的 关于 表 整 数 为 素数 之 和 的 两 个 猜想 ， 即 

每 一 个 偶数 之 6 都 是 两 个 奇 素数 之 和 ， (A) 
每 一 个 奇数 过 9 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . (B) 

显然 由 (A) 可 以 推出 (B). 基于 圆 法 及 关于 素 变 数 三 角 和 的 估 
计 ， 维 诺 格拉 条 夫 (HH.M.， Bunnorpanos) 于 1937 年 天 才 地 证 明 
了 ， 猜 想 (B) 对 于 充分 大 的 奇数 成 立 . 因此 剩 下 要 证 明 的 就 是 猜 
想 (A) 了 . 利用 维 诺 格拉 采 夫 方法 还 可 以 证 明 ， 几 乎 所 有 的 偶数 
都 是 两 个 素数 之 和 . 详 言 之 ， 命 E(z) 表 示 不 超过 zx 的 偶数 中 不 能 
表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 个 数 , 则 已 (z) = O(z(lnzr) -8), 其 中 
B 为 任意 正常 数 ， 且 与 O 有关 的 常数 仅 依赖 于 B. 

研究 猜想 (A) 的 另 一 个 方法 是 得 法 . 得法 後 源 于 公元 前 250 
年 的 “ 埃 拉 采 斯 染 尼 氏 (Eratosthenes) 第 法”.，1919 年 ， 布 伦 
(V.， Brun) 对 筛 法 作出 了 重大 改进 ， 并 将 它 用 于 哥 德 巴赫 猜想 . 
命 已 表示 素 因子 个 数 不 超 过 a 的 整数 . 我们 称 P, 为 一 个 列 素数 ， 
布 伦 证 明了 : 

每 一 个 充分 大 的 偶数 都 是 两 个 素 因 子 个 数 不 超 过 9 的 殉 素 数 之 
和 ， 简 单 记 为 (9，9). (1) 

我 们 可 以 类 似 地 定义 (ae，5)， 不 少数 学 家 改进 了 布 伦 的 方法 
与 他 的 结果 : (7，7) ( 拉 代 马 海尔 (H. Rademacher)，1924)， 
(6，6) ( 埃 斯 特 曼 (TEstermann)，1932)，(5，5) ( 布 赫 夕 塔 
布 (A. A. Buchstab) 1938)，(4，4) 〈 布 赫 夕 塔 布 ，1940) 及 
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(a,，5) (ua+0s6， 孔 恩 (P，Kuhn)，1954)， 其 中 布 赫 夕 塔 布 与 
和 孔 恩 是 将 某 些 组 合 方法 加 以 巧妙 地 运用 ， 从 而 使 布 伦 方法 的 威力 大 
大 地 提高 了 . 关于 埃 拉 朱 斯 染 尼 氏 筛 法 的 另 一 重要 改进 是 1947 年 
赛 尔 贝 格 (A，Selberg) 提出 来 的 . 综合 以 上 的 方法 ， 王 元 证 明了 
(3，4) (1956) 与 (2，3) (1957). 

运用 布 伦 第 法 ， 素 数 分 布 理论 及 林 尼 克 (Yu，V.，Linnik) 的 
大 筛 法 ， 瑞 尼 (A. Reényi) 于 1948 年 证 明了 (1，c)， 即 

每 一 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 素 因子 个 数 不 超 过 c 的 殉 素 
数 之 和 ， 其 中 。 是 一 个 常数 . (2) 

命 + (zx; &，!) 表示 适合 p 三 1 (modk)，p 达 zx 的 素数 个 
数 . 瑞 尼 关于 (2) 的 证 明 中 隐 含 了 下 面 关 于 x (x; k，1) 的 中 
值 公式 : 存在 3>0 使 

liz 


1 可 
Dd -| (mS) @ 
其 中 p(4) 表示 欧 拉 函数 ,liz = | 由 及 ci 为 常数 > 5.1961 年 与 
1962 年 , 巴尔 巴 因 (M.B. Barban) 与 潘 承 洞 分 别 独 立地 证 明 (3) 式 对 
于 3 = 者 -。 及 8 = 于-e 成 立 ,其 中 为 任意 正 数 ,而 与 O 有 关 


的 常数 依赖 于 。. 潘 承 洞 并 由 8 = 了 -。 导出 (1, 5).1962 年 与 1963 


年 , 潘 承 洞 与 巴尔 巴 因 又 独立 地 证 明 (3) 式 对 于 8 = 车 - < 成 立 并 扒 
出 (1,4). 注意 有 时 (3) 式 中 的 x(z;k,1) 需 换 成 一 个 加 权 和 .1965 
年 , 阿 ， 维 诺 格拉 采 夫 (A.I. Vinogradov) 与 庞 比 尼 (E. Bombieri) 独 
立地 得 出 8 = 去 - e. 庞 比 尼 的 结果 得 出 的 & 的 范围 还 更 大 - 些 , 即 


x/(Inz)“, 其 中 c2 是 依赖 于 ci 的 正常 数 ,由 此 导出 了 (1,3). 庞 比 
尼 - 阿 . 维 诺 格拉 朱 夫 公式 的 重要 性 在 于 有 时 可 以 用 它 来 代替 广义 
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黎 曼 (G.F.B. Riemann) 猜想 . 
1966 年 , 陈景润 天 才 地 引进 了 一 个 转换 原理 , 从 而 证 明了 (1， 
2), 即 
每 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 素 因 子 个 数 不 超 过 2 的 殖 素 数 
之 和 . (4) 
命 p,p1, p2, p3 表示 素数 , A = |a,| 为 一 个 有 限 整数 集合 , 及 
F(A;g,g ) 表示 A 中 适合 下 面条 件 的 元 素 个 数 :a, 三 0(modg), a。 
闫 0(modp)(p < q,p gq), 特 别 记 F(A;gq') = F(A;1,g'). 
命 n 为 一 个 偶数 ,A = jn p,p < nl， 


机 去 FCAin 古 ) -十 > F(A;p, pp 十 )， 
p< 
1 

pn n-p= plp2p3 

(p1,2) p3S n/plp2 


及 M = N -Q+ O(n%1), 此 处 (p1.2) 表示 条 件 4 调 < pi < 对 去 


= 


pe 
p< (过 - 藉 助 于 庞 比 尼 - 阿 . 维 诺 格拉 条 夫 中 值 公式 及 各 种 得 
法 可 以 得 出 N 的 一 个 正 下 界 估计 , 由 此 即 得 出 (1,3) .陈景润 引进 Q， 
并 给 一 个 上 界 估计 , 从 而 使 M 有 一 个 正 下 界 . 这 样 就 证 明了 (1， 
2)( 见 [18, 19] ) . 
2. 表 偶数 为 两 素数 之 和 的 表 法 数 估计 . 
命 为 偶数 及 D(n) = 了 1 表示 将 表 为 两 素数 之 和 的 表 


法 个 数 .将 赛 尔 贝 格 第 法 用 于 集合 A = la, = v(n-v),l<v< 
n|, 则 可 以 得 到 


D(n)<160(n) tel + 0(1)), 


此 处 
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cn) = IH 人 
若 将 赛 尔 贝 格 得 法 用 于 集合 A = = np,p<n| 并 用 到 
庞 比 尼 - 阿 . 维 诺 格拉 条 夫 中 值 公式 , 则 可 以 得 到 D(n) < 8o(n) 
i tl + o(1)). 但 欲 改进 系数 8, 则 是 很 困难 的 事 . 1978 年 , 陈 景 
渔 将 系数 8 改进 为 7.8342. 换 言 之 , 他 证 明了 ( 见 [25] ) 
D(n)< <7.83420(n) i ji + 0(1)). (5) 
3. 歼 素数 的 分 布 问题 . 
素数 论 中 有 一 个 著名 猜想 ; 
当 z 之 1 时 ,在 区 间 (z, z +2z4] 中 恒 有 一 个 素数 . (C) 
首先 是 布 伦 在 1919 年 ,用 他 的 筛 法 证 明了 , 当 xz 充分 大 时 , 在 区 
间 [z, z + xz 和 中 存在 一 个 殉 素 数 Pi, 即 猜想 (C) 对 Pui 成 立 . 布 伦 
的 结果 被 不 少数 学 家 加 以 改进 . 例如 王 元 在 1957 年 证 明了 存在 P， 


E [z,z + xz 加](z > ro). 我 人 有 兴趣 于 这 样 的 问题 , 即 对 于 用 殖 素 
数 PP 代替 素数 时 , 猜想 (C) 是 否 成 立 ? 王 元 于 1957 年 证 明了 , 当 x 充 


分 大 时 , 有 P 满足 PE [z, z + xz 把] .1969 年 , 黎 切 尔 特 (HL.E. 

Richert) 将 上 面 的 结果 进一步 改进 为 P € [z,z+ zh], (zx > z0). 

1975 年 ,陈景润 对 于 P, 证 明了 猜想 (C), 即 当 z 充分 大 时 有 P, 使 
P2€ [zz+zb. (6) 

陈景润 在 证 明 (6) 时 用 到 了 加 权 筛 法 , 其 中 余 项 估计 用 到 了 三 角 和 

的 估计 .1979 年 , 陈景润 又 用 组 合 方法 将 (6) 式 中 的 zy2 改进 为 

z" .陈景润 的 方法 成 为 以 后 不 少 重要 工作 的 出 发 点 ( 见 [21,27] ) 

二 其 他 工作 


4. 华 林 问 题 . 
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所 谓 华 林 问题 是 英国 数学 家 华 林 于 1770 年 提出 来 的 关于 表 正 


整数 为 正 整数 的 等 方 赛 和 的 问题 , 即 
对 于 整数 上 三 2, 便 存在 一 个 仅 依赖 于 & 的 整数 ; = s(), 使 每 
一 个 正 整数 都 可 以 表示 为 * 个 非 负 整数 的 上 次 方 宕 之 和 . (D) 


这 一 历史 难题 是 1908 年 由 希 尔 伯 特 (D. Hilbert) 证 明 的 . 命 使 上 面 结 
论 成 立 的 最 小 的 ; 为 (4). 问 g(k) 等 于 什么 ?或 其 上 界 估计 ?已 有 
的 重要 结果 为 g(2) = 4( 欧 拉 , 拉 格 朗 日 (J.L. Lagrange)1770). 
g(3) = 9 很 早 即 被 菲 弗 立 希 (A. Wieferich) 证 明 . 狄 克 逊 (L.E. 
Dickson) 与 皮 勒 (S.S. Pillai) 独立 地 证 明了 当 > 6 及 


(32) -< (8) 0 


时 有 
g(k) = 24 二 [人 ( 门 -> 
此 处 [x] 表示 zz 的 整数 部 分 . 皮 勒 又 证 明了 g(6) = 73. 于 是 剩 下 要 
处 理 的 只 是 & = 4,5 及 使 (7) 式 不 成 立 的 上 .陈景润 于 1964 年 完全 解 
决 了 & = 5 时 的 情形 , 即 
g(5) = 37. (8) 
用 陈景润 的 方法 还 可 以 导出 g(4) 过 20( 见 [3,11,20] ). 直至 
1986 年 ， 巴 拉 苏 仆 勒 曼 尼 (R. Balasubramanian)， 德 苏 耶 (J.M. 
Deshouillers) 与 坠 斯 (F. Dress) 才 证 明了 g(4) = 19( 见 [BDD86) ). 
5. 格 子 点 问题 . 
命 r(n) 表示 将 正 整数 ” 分 解 成 两 个 整数 平方 之 和 的 分 法 个 数 
及 rr(0) = 1, 则 
A(z) = Dr(n) 


0<n<r 


就 等 于 落 在 圆 w? + v? 入 工 中 的 整 点 (u,v) 的 个 数 . 命 v(”) 表示 正 
整数 ”的 因子 个 数 , 则 
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D(z) = 4") 
就 是 在 双 曲 记 形 uw 之 < 之 115 之 1 中 的 整 点 (uw 0) 的 个 数 所 
谓 贺 内 整 点 问题 与 除数 问题 分 别 为 求 最 小 的 0 与 g 使 对 于 任何 
e>0 钳 有 4A(z) = xr+O(z*) 与 D(x) = zr(lInr +27 -1)+ 
O(zr*9 成 立 ,此 处 y 为 欧 拉 常 数 而 与 O 有关 的 常数 仅 依赖 于 e. 数 
论 中 有 一 个 著名 的 狂想: 


9= p= 十 . (E) 


还 有 一 个 著名 同 题 为 求 黎 曼 & -西数 在 临界 线 上 的 阶 , 即 (十 +1) 
的 估计 . 由 于 近代 处 理 这 些 问题 的 方法 都 是 类 似 三 角 和 的 估计 , 所 以 
仅 叙述 圆 内 整 点 问题 的 进展 . 

首先 是 高 斯 (C.F. Gauss) 证 明了 0 = 去.1903 年 , 伏 龙 诺 耶 (G. 
Voronoi) 给 予 重要 改进 ,他 证 明了 p = 于,1906 年 夕 尔 宾 斯 基 (W. 
Sierpinski) 证 明了 9 = 志 . 1923 年 , 范 . 代 . 柯 尔 坡 特 (J.G. Van der 


Corput) 引进 了 某 种 三 角 和 的 估计 , 将 9 改进 为 9 = 3. 和 至 1942 


年 ,最 佳 结果 9 = 其 是 华罗庚 得 到 的 .1963 年 , 陈景润 将 华罗庚 的 结 
12 
果 改 进 为 9 = 区 , 妈 
A(z) = xz + O(zB+°) (9) 
( 见 [8]). 
现在 最 好 的 估计 是 依 万 尼斯 (H. lwaniec) 与 莫 卓 溪 (J. 
Mozzochi) 得 到 的 9 = 让 ( 见 (IM88]). 


类 似 于 圆 内 整 点 问题 与 除数 问题 有 所 谓 球 内 整 点 问题 与 虚 二 次 
域 的 类 数 平均 问题 . 详 言 之 , 命 B(z) 表示 球 wz + v? + w? 之 z 内 的 
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整 点 (u,v, w) 的 个 数 . 求 最 小 的 01 使 对 于 任何 e > 0 皆 有 B(x) = 
和 zz + O(z0*). 这 就 是 球 内 整 点 问题 . 命 d 为 整数 > 0 及 


A(- d) 表示 虚 二 次 域 Q(V =- 4 ) 的 类 数 .类 数 平均 问题 就 是 求 最 小 
的 pi 使 对 于 任何 es > 0， 
H(z)= Dh(- ad) 
1<d<r 


= i = 三 z + O(zri). 
1963 年 , 陈景润 与 维 诺 格拉 条 夫 独 立地 证 明了 
01 = 91 = 2/3. (10) 

与 圆 内 整 点 问题 相 类 似 , 01 与 p1 也 有 相应 的 改进 . 

6. 算 术 级 数 中 的 最 小 素数 问题 . 

命 k,1 为 满足 (&,1) = 1 的 正 整 数 , 问 在 算术 级 数 kn + 1,n = 
0,1,2,… 中 是 否 有 无 穷 多 个 素数 . 这 个 问题 是 狄 利克 雷 (G.L. 
Dirichlet) 于 1837 年 解决 的 . 命 P(k,1) 表示 上 面 算术 级 数 中 的 最 小 
素数 .1934 年 , 印 拉 (S.Chowla) 曾 猜 想 ,对 于 任何 。 > 0 皆 有 

P(k,1) = O(Al+e)， (F) 
此 处 与 “O” 有 关 的 常数 依赖 于 e. 首 先是 林 尼 克 于 1944 年 证 明了 , 存 
在 常数 c 使 

P(k,1) = O(k). (11) 
潘 承 洞 于 1957 年 最 先 定 出 c 之 5448. 其 后 不 少数 学 家 改进 了 潘 承 洞 
的 结果 , 其 中 陈景润 与 他 的 学 生 曾 证 明 过 c 可 以 取 如 下 之 值 : 

777,168,17,15,13.5,11.5 (12) 
( 见 [17, 22, 26,38,40,48] ). 

目前 最 佳 估计 c 入 5.5 是 希 斯 - 仆 朗 (D.R.Heath - Brown) 得 
到 的 ( 见 UHB92] ) . 

7. 哥 德 巴赫 数 问题 . 
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凡 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 .前 面 定义 
过 的 E(x) 就 是 不 超过 zz 的 非 哥 德 巴赫 偶数 的 个 数 .1975 年 , 蒙 哥 马 
利 (H.L.Montgomery) 与 沃 恩 (R.C.Vaughan) 将 E(x) 的 估计 改进 
为 :存在 6 > 0 使 E(z) = O(zx!5), 此 处 与 *O” 有 关 的 常数 依赖 于 
6( 见 [MV75] ). 1979 年 ,陈景润 与 潘 承 洞 首次 定 出 

6 > 0.01, (13) 
其 后 陈景润 又 将 6 的 估计 改进 为 $ > 0.05( 见 [29, 30,44] ) . 

8. 三 角 和 的 估计 . 

命 g 为 整数 二 2 及 J(z) = ar +… + air 为 整 系数 k 次 多 项 
式 且 满足 (ai1,…, al, gq) = 1. 引 入 完整 三 角 和 


S(f(z),g) = De(f(z)/q), 


其 中 e(y)=ezm. 当 jz)=az2 时 , S(ax?, 9g) 就 是 有 名 的 高 斯 和 . 
高 斯 给 出 了 估计 式 

|S(ar’, gq)|<2Vg. (14) 
对 于 一 般 的 完整 三 角 和 估计 这 一 著名 问题 是 华罗庚 于 1940 年 证 明 
的 : 

1S(f(2), 1Se(k) a (15) 


其 中 “(4) 为 依赖 于 的 常数 .(15) 右 端的 阶 1 - 小 是 下 于 至 善 的 . 
1977 年 ,陈景润 给 出 了 c(%) 的 估计 : 

_ Jexp(4k), 当 k& 宇 10， 

8 i 当 3<k<9, 

其 中 exp(xz)=er 及 A(3)=6.1,A(4)=5.5, A(5)=5,A(6)= 
4.7, A(7)=4.4, A(8) =4.2, A(9) =4.05 等 ( 见 [23] ). 

后 记 :关于 陈景润 的 生平 与 工作 , 过 去 曾 有 过 一 些 著作 . 例如 

(HR74, W80, PP81, W84, W88, WYP88, 291), 在 撰写 本 文 时 , 作者 


(16) 
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参考 了 这 些 著作 . 
注 : 带 数码 的 参考 文献 见 本 书后 “陈景润 论著 目录 ”. (从 略 ) 
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今年 5 月 22 日 是 著名 数学 家 陈景润 诞生 65 周年 .江西 教育 出 
版 社 出 版 了 《陈景润 文集 》. 这 是 一 件 好 事 , 也 是 对 景 润 最 好 的 纪念 . 

景 润 出 生 于 福建 省 福州 市 一 个 邮局 职员 家 庭 . 在 他 14 岁 时 ， 
他 的 母亲 即 过 世 ， 家 庭 人 口 较 多 ， 所 以 生活 颇 困 难 .， 景 润 中 学 毕业 
后 ， 于 1949 年 考 入 厦门 大 学 数学 系 ， 毕 业 后 ， 由 政府 分 配 至 北京 
市 第 四 中 学 教书 ， 由 于 景 润 不 适宜 做 教学 工作 ， 由 厦大 校长 王 亚 南 
介绍 他 回 厦大 担任 职员 ， 这 样 他 可 以 边 工作 边 学 习 . 

厦门 地 处 海防 前 线 ， 景 润 将 华罗庚 先生 的 名 著 《 堆 鑫 素数 论 》 
白 开 ， 一 页 页 地 随身 带 着 ， 在 防空 洞 里 仍然 不 间断 地 学 习 ， 功夫 不 
负 苦心 人 ， 景 润 终于 发 现 《 堆 垒 素数 论 》 第 五 章 的 方法 可 以 用 来 改 
进 第 四 章 的 某 些 结果 .他 将 结果 寄 给 了 华 先生 . 经 当时 中 科 院 数学 
所 数论 组 人 员 的 审查 ， 确 认 无 误 ， 鉴于 景 润 善于 独立 思考 ， 有 创造 
精神 ， 华 先生 将 他 调 来 数学 所 数论 组 工作 ， 在 数论 组 这 样 良好 的 学 
术 环 境 中 ， 景 润 如 鱼 得 水 ， 进 步 很 快 ， 研 究 工作 连续 上 了 两 个 台 
阶 ， 特别 在 哥 德 巴赫 猜想 研究 方面 达到 了 国际 领先 地 位 ， 从 而 成 为 
-个 国际 知名 的 解析 数论 学 者 . 

景 润 从 小 体质 较 差 ， 瘦 小 ， 多 病 ， 经 常 发 烧 ， 在 这 种 情况 下 ， 
仍 坚持 学 习 与 研究 工作 ， 而 且 经 常 夜 以 继 日 地 工作 着 .这 确实 是 党 


* 这 是 1998 年 3 月 在 北京 举行 的 《陈景润 文集 》 研 讨 会 上 的 讲话 (未 发 表 ). 
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人 所 难以 做 到 的 . 景 润 生性 采 且 ， 不 善于 与 人 交往 . 从 “ 反 右 斗 
争 ” 到 “文化 大 革命 ”结束 的 二 十 年 里 ， 不 停 的 政治 运动 与 斗争 ， 
造成 人 与 人 之 间 的 重重 隔 闵 ， 人 人 自 危 ， 景 润 更 是 紧张 与 孤立 地 生 
活着 ， 很 怕 跟 人 直接 交往 . 但 他 决 非 真 正 糊 涂 ， 他 的 内 心 是 明白 
的 ， 人 们 对 他 是 谅解 的 也 有 少数 受 极 左思 潮 影响 的 人 则 歧视 他 ， 
甚至 不 尊重 他 的 人 格 尊严 ， 尤 其 在 “文化 大 革命 ”中 为 其 ， 在 历次 
政治 运动 中 ， 景 润 受到 了 不 公正 的 待遇 ， 甚 至 迫害 . 

1973 年 ， 景 润 的 重大 成 就 被 确认 后 ， 得 到 了 党 和 政府 对 他 的 
照顾 与 关怀 ， 景 润 的 处 境 有 了 根本 改变 . “四 人 帮 ” 被 打倒 后 ， 他 
还 去 美国 ， 英 国 与 法 国 讲学 过 ，80 年 代 ， 景 润 的 健康 每 况 愈 下 ， 
并 不 幸 患 了 帕 金森 氏 综合 症 ， 长 期 住院 治疗 .在 他 住院 期 间 ， 曾 得 
到 中 央 组 织 部 ， 统 战 部 ， 中 科 院 ， 福 建 省 委 等 部 门 很 好 的 照顾 与 帮 
助 ， 得 到 了 很 好 的 治疗 ， 但 终 因 身 体 机 能 消耗 列 尽 ， 于 1996 年 3 
月 19 日 过 世 . 

景 润 的 过 世 ， 无 疑 是 中 国 数学 界 的 一 个 无 法 弥补 的 损失 ， 为 了 
寄托 对 他 的 怀念 及 让 世人 了 解 他 的 杰出 成 就 ， 景 润 的 生前 好 友 与 同 
行 策划 出 版 《陈景润 文集 》， 这 虽然 是 一 项 很 有 价值 做 的 事 ， 但 发 
行 量 不 会 大 ， 会 有 经 济 上 的 亏损 . 江西 教育 出 版 社 注重 社会 效应 ， 
却 乐 于 承担 这 本 书 的 出 版 发 行 工作 ， 的 确 是 很 有 眼光 ， 令 人 佩服 
的 .在 各 方面 的 积极 努力 下 ， 只 花 了 两 年 时 间 ， 这 本 书 即 面世 ， 如 
果 景 润 在 天 之 灵 有 知 ， 当 可 得 到 安慰 了 .顺便 说 一 下 ， 斯 普 林 格 出 
版 社 已 决定 出 版 《陈景润 文集 ) 的 英文 版 . 

《陈景润 文集 》 全 书 收集 了 景 润 各 个 时 期 的 25 篇 论文 及 景 润 的 
著作 目录 ， 共 约 50 多 万 字 . 还 附 有 编辑 潘 承 洞 与 王 元 撰写 的 “ 陈 
景 润 的 工作 与 生平 简介 "， 可 以 作为 了 解 景 润 工作 的 导 引 . 

景 润 的 论文 是 按照 时 间 顺 序 编排 的 ， 读 者 可 以 看 出 景 润 是 如 何 
由 一 个 刚 进入 解析 数论 研究 的 年 轻 学 者 逐步 走向 成 熟 的 过 程 ， 然 后 
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由 于 重病 缠身 ， 写 出 与 病魔 作 顽 强 斗争 时 的 一 些 篇 章 ， 由 此 可 以 看 
出 作者 一 生 的 创作 轨迹 

景 润 最 光辉 的 成 就 是 关于 哥 德 巴赫 狂想 的 研究 .这 一 猜 想 是 
1742 年 哥 德 巴赫 写 信 给 当时 最 伟大 的 数学 家 欧 拉 时 提出 的 ， 即 ; 
“每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 "”， 鉴 于 这 一 猜想 的 重要 性 
在 1900 年 召开 的 国际 数学 大 会 上 ， 希 尔 伯 特 曾 将 这 一 猜想 作为 他 
的 第 八 问题 的 一 部 分 推荐 给 本 世纪 的 数学 家 ， 直 到 本 世纪 的 20 年 
代 ， 这 一 猜想 的 研究 才 有 了 突破 .首先 是 挪威 数学 家 布 伦 证 明了 
“每 个 大 偶数 都 是 两 个 不 超过 9 个 素数 的 乘积 之 和 "”， 简 记 为 (9， 
9). 哥 德 巴赫 猜想 本 质 上 就 是 (1，1)， 布 伦 的 结果 与 方法 引起 了 
世界 上 很 多 著名 数论 学 家 的 注意 ， 并 被 逐步 地 加 以 改进 ， 在 这 个 温 
长 的 过 程 中 的 最 后 一 块 里 程 碑 (1，2) 是 属于 景 润 的 ， 换 言 之 ， 他 
证 明了 “每 个 大 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 不 超过 两 个 素数 的 乘积 之 
和 ”"， 国际 上 称 这 一 定理 为 “ 陈 氏 定理 ”. 

景 润 证 明 (1，2) 的 方法 是 有 天 才 与 创造 性 的 ， 国 际 上 称 为 他 
的 “转换 原理 "， 它 有 相当 普遍 的 应 用 .华罗庚 曾 说 过 :“ 我 的 学 生 
的 工作 中 ， 最 使 我 感动 的 是 (1，2).”1974 年 出 版 的 哈 贝 斯 坦 与 
黎 切 尔 特 合 著 的 《得 法 》 一 书 在 付 印 之 中 ， 作 者 得 知 景 润 已 证 明了 
(1，2)， 立 即 以 “ 陈 氏 定理 ”为 标题 加 写 了 一 章 ， 开 篇 就 写 道 : 
“我 们 本 章 的 目的 是 为 了 证 明 陈景润 下 面 的 惊人 定理 ， 我 们 是 在 前 
十 章 已 付 印 时 才 注 意 到 这 一 结果 的 ， 从 筛 法 的 任何 方面 来 说 ， 它 都 
是 光辉 的 顶点 .” 在 1974 年 的 国际 数学 大 会 上 ， 介 绍 菲 尔 效 奖 得 主 
庞 比 尼 的 主要 工作 时 ， 陈 氏 定理 与 前 苏联 科学 院士 维 诺 格拉 采 夫 的 
“三 素数 定理 ”与 林 尼 克 院 士 证 明 的 哈代 - 李 特 伍德 猜想 一 起 ， 补 
列 为 与 庞 比 尼 工 作 相关 的 三 项 最 伟大 的 成 就 ， 景 润 也 收 到 了 1978 
年 与 1982 年 到 国际 数学 大 会 作 报告 的 邀请 . 

我 们 感到 遗 鲈 的 是 ， 在 《陈景润 文集 》 即 将 面世 之 时 ， 本 书 的 


心血 的 结晶 439 


编辑 之 一 ， 景 润 的 朋友 与 合作 者 潘 承 洞 也 永远 离开 了 我 们 ， 他 未 能 
见 到 本 书 的 出 版 . 

景 润 虽然 离开 我 们 了 , 但 他 的 业绩 将 是 永存 的 .从 他 的 文集 里 ， 
我 们 将 清楚 地 看 到 作者 顽强 拼搏 的 一 生 . 这 将 永远 激励 后 代为 中 华 
民族 的 崛起 而 奋发 向 上 .特别 当 我 们 想到 景 润 是 在 怎样 的 条 件 下 得 
到 这 些 成 果 的 时 候 , 他 的 形象 必 将 更 雄伟 地 展现 在 我 们 的 面前 . 
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潘 承 洞 于 1934 年 5 月 26 日 生 于 江苏 省 苏州 市 一 个 旧式 大 家 庭 
中 ， 他 的 父亲 潘 子 起 ， 号 民 斋 .母亲 高 嘉 锅 ， 江 苏 省 常熟 市 人 ， 出 
身 贫 苦 家 庭 ， 不 识字 ， 他们 有 一 女 两 子 ， 父 亲 的 忠厚 ， 母 亲 的 劳动 
妇女 的 优良 品德 与 严格 管教 ， 使 子女 能 够 健康 成 长 ， 激 励 他 们 奋发 
图 强 . 

潘 承 洞 在 1946 年 8 月 考 入 苏州 振 声 中 学 初中 ，1949 年 毕业 后 
考 入 苏州 桃 坞 中 学 高 中 ， 潘 承 洞 小 时 候 十 分 爱 玩 ， 棋 、 牌 、 足 球 、 
乒乓 球 、 台 球 …… 样 样 都 喜欢 ， 玩 得 高 兴 时 就 什么 都 忘 了 ， 因 此 ， 
上 小 学 时 曾 留级 一 年 ， 读 高 中 时 ， 教 他 数学 的 是 上 海 、 苏 州 地 区 有 
名 望 的 祝 忠 俊 先 生 . 一次， 他 发 现 《 范 氏 大 代数 》 一 书 中 一 道 有 关 
循环 排列 题 的 解答 是 错 的 ， 并 作 了 改正 .这 使 得 教 了 20 多 年 书 而 
忽略 了 这 一 点 的 祝 老师 对 他 不 迷信 书本 、 善 于 发 现 问题 、 进 行 独立 
思考 的 才能 十 分 赞赏 ， 潘 承 洞 1952 年 高 中 毕业 ， 同 年 考 入 北京 大 
学 数学 力学 系 ， 当 时 ， 全 国 高 校 刚 调整 院 系 ， 许 多 著名 学 者 ， 如 江 
洋 涵 、 段 学 复 、 戴 文 赛 、 闵 关 角 、 程 民 德 、 吴 光 舌 等 ， 为 他 们 讲授 
基础 课 . 以 具有 许多 简明 、 优美 的 猜想 为 特点 的 数学 分 支 一 一 数 
论 ， 在 历史 上 一 直 使 各 个 时 期 的 数学 大 师 着 迷 ， 但 是 ， 它们 中 的 大 


* 本 文 较 多 取材 于 于 秀 源 :《 潘 承 润 )， 见 《中 国 现代 科学 家 传记 )， 第 六 集 ， 科 学 出 
版 社 ，1994， 原 载 (数学 学 报 》， 3, 1998, 449~454. 
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多 数 仍 是 未 解决 的 问题 . 这 些 猜想 深 深 地 吸引 着 潘 承 洞 .在 闵 疝 稚 
循循善诱 的 引导 下 ， 他 选 学 了 解析 数论 专门 化 . 1956 年 大 学 毕业 ， 
留 北京 大 学 数 力 系 工 作 ， 翌年 二 月 ， 成 为 闵 珊 稚 的 研究 生 . 

20 世纪 50 年 代 前 后 是 近代 解析 数论 的 一 个 重要 发 展 时 期 ， 为 
了 研究 数论 中 的 著名 猜想 ， 一 些 重要 的 新 的 解析 方法 ， 如 大 筛 法、 
黎 曼 5 函数 与 狄 利克 雷 工 函数 的 零点 分 布 、 塞 尔 伯 格 筛 法 等 ， 相 
继 提 出 ， 成 为 解析 数论 界 研究 的 中 心 . 闵 郧 稚 教 授 极 有 远见 地 为 潘 
承 洞 确定 了 研究 方向 : L 函数 的 零点 分 布 ， 及 其 在 著名 数论 问题 
中 的 应 用 .在 学 习 期 间 ， 他 还 有 幸 参 加 了 华罗庚 教授 在 中 国 科 学 院 
数学 研究 所 主持 的 哥 德 巴赫 猜想 讨论 班 ， 并 与 陈景润 、 王 元 等 一 起 
讨论 ， 互 相 学 习 与 启发 . 在 闵 病 稚 的 指导 下 ， 潘 承 洞 在 大 学 与 研究 
生 期 间 完成 的 主要 论文 有 : 《 论 算术 级 数 中 之 最 小 素数 [2.31 和 《 堆 
又 素数 论 的 一 些 新 结果 [4]，1961 年 3 月 起 在 山东 大 学 数学 系 任 助 
教 ， 同 年 与 李 淑 英 结婚 ， 有 一 女 ， 李 淑 英 现 为 山东 大 学 光电 材料 研 
究 所 高 级 工程 师 . 1962 年 ， 潘 承 洞 升任 讲师 . 

到 山东 大 学 后 的 短 短 几 年 中 ， 他 发 表 的 主要 论文 有 : 〈 表 大 偶 
数 为 素数 与 列 素数 之 和 [6]，《 表 大 偶数 为 素数 与 一 个 不 超过 四 个 
素数 的 乘积 之 和 [DJ， 以 及 《1O.B.JIaaaak 大 筛 法 的 一 个 新 应 
用 》[8]. 这 些 工作 对 哥 德 巴赫 猜想 与 算术 数列 中 最 小 素数 这 两 个 著 
名 问题 的 研究 做 出 了 重要 贡献 ， 受 到 华罗庚 、 闵 嗣 物 及 国内 外 同行 
的 高 度 评价 .1964 年 ， 他 当选 为 山东 省 青年 联合 会 副 主 席 . 

1966 年 开始 的 “文化 大 革命 "， 严 重地 搅乱 了 科学 研究 ， 尤 其 
是 基础 理论 研究 的 正常 秩序 . 潘 承 洞 无 法 进行 他 的 研究 工作 ，1973 
年 ， 陈 景 润 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 著名 论文 发 表 后 ， 潘 承 洞 又 开始 了 
解析 数论 研究 ， 这 一 时 期 工作 的 代表 性 论文 是 《一 个 新 的 均值 定理 
及 其 应 用 》[16] . 他 的 主要 贡献 是 提出 并 证 明了 一 类 新 的 素数 分 布 
的 均值 定理 ， 给 出 了 这 一 定理 对 包括 哥 德 巴赫 猜想 在 内 的 许多 著名 
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数论 问题 的 重要 应 用 . 1979 年 7 月 ， 在 英国 达 勒 姆 举行 的 国际 解 
析 数 论 会 议 上 ， 潘 承 洞 应 邀 以 此 为 题 作 了 一 小 时 报告 ， 受 到 华罗庚 
和 与 会 者 的 高 度 评价 . 1982 年 ， 潘 承 洞 发 表 了 论文 《研究 Gold- 
bach 猜想 的 一 个 新 尝试 )01481， 提 出 了 与 已 有 研究 截然 不 同 的 方法 ， 
对 哥 德 巴赫 猜想 作 了 有 益 的 探索 . 1988 一 1990 年 间 ， 他 与 潘 承 彪 
以 《小 区 间 上 的 素 变数 三 角 和 估计 》 为 题 发 表 了 三 篇 论文 [19-20， 
提出 了 用 纯 分 析 方法 估计 小 区 间 上 的 素 变数 三 角 和 ， 第 一 次 严格 证 
明了 小 区 间 上 的 三 素数 定理 ， 这 是 他 对 论文 [4] 的 进一步 完善 和 
改进 . 

1981 年 出 版 了 潘 承 洞 与 潘 承 彪 合 著 的 〈 哥 德 巴赫 猜想 )， 对 猜 
想 的 研究 历史 、 主 要 研究 方法 及 研究 成 果 作 了 系统 的 介绍 与 有 价值 
的 总 结 ， 得 到 了 国内 外 数学 界 的 一 致 好 评 [321. 他 们 还 合 著 了 《〈 素 
数 定理 的 初等 证 明 》(1988)、《 解 析 数 论 基 础 》(1991)、《 初 等 代数 
数论 ) (1991) 及 《初等 数论 ) (1992). 潘 承 洞 与 于 秀 源 合 著 了 
《 阶 的 估计 》 (1983). 潘 承 洞 还 写 了 科普 读物 《素数 分 布 与 哥 德 巴 
赫 猜 想 ) (1979) .这些 著作 对 我 国 数论 的 科研 、 教 学 和 人 才 培 养 都 
起 了 很 好 的 作用 . 

自 1978 年 以 来 ， 潘 承 洞 已 经 指导 培养 了 10 多 名 博士 研究 生 和 
近 20 名 硕士 研究 生 ， 其 中 包括 我 国 首 批 博士 学 位 获得 者 之 一 于 秀 
源 . 他 培养 的 研究 生 工作 在 全 国 各 地 ， 已 成 为 我 国 数论 界 的 重要 新 
生 力 量 . 从 80 年 代 中 期 开始 ， 潘 承 洞 和 同事 们 在 山东 大 学 开始 建 
立 数论 应 用 的 研究 队伍 ， 并 培养 这 方面 的 研究 生 . 

1978 年 5 月 ， 潘 承 洞 晋升 为 教授 .1981 年 加 入 中 国共 产 党 . 
1979 年 10 月 到 1984 年 6 月 ， 任 山东 大 学 数学 系 主任 .1984 年 7 
月 起 ， 任 山东 大 学 数学 研究 所 所 长 . 1984 年 7 月 至 1986 年 12 月 ， 
任 山 东 大 学 副 校 长 .1986 年 底 ， 被 任命 为 山东 大 学 校长 ，1991 年 ， 
潘 承 洞 当选 为 中 国 科 学 院 学 部 委员 . 潘 承 洞 还 担任 了 一 些 社会 工 
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作 ， 现 任 山东 省 科 协 主席 ， 中 国 数学 会 副 理事 长 ， 山 东 省 自然 科学 
基金 委员 会 副 主任 ， 国 务 院 学 位 委员 会 数学 学 科 评议 组 成 员 ，《 数 
学 年 刊 》 常 务 编 委 .他 还 参加 了 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 学 科 
评审 的 领导 工作 . 

潘 承 洞 是 第 五 、 六 、 七 、 八 届 全 国人 大 代表 . 1978 年 ， 潘 承 
洞 获 全 国 科 学 大 会 奖 并 获 全 国 科技 先进 工作 者 称号 ; 1979 年 被 授 
予 全 国 劳动 模范 称号 ; 1982 年 ， 因 对 哥 德 巴赫 猜想 研究 中 的 突出 
贡献 ， 与 陈景润 、 王 元 一 起 获 国家 自然 科学 奖 一 等 奖 ; 1984 年 ， 
被 评 为 我 国 首 批 有 突出 贡献 的 中 青年 专家 ; 1988 年 获 山 东 省 首 批 
专业 技术 拔尖 人 才 荣誉 称号 . 

潘 承 洞 在 解析 数论 研究 中 所 取得 的 成 就 主要 有 以 下 几 个 方面 : 

1. 算术 数列 中 的 最 小 素数 . 

设 a 与 4 是 两 个 互 素 的 正 整 数 ， a<g,g>2. 以 P(g,a) 表 示 
算术 数列 a+ kg(k=0,1,2,…) 中 的 最 小 素数 ， 一 个 著名 的 问题 是 
要 证 明 

P(q,a) 入 glog "9. 

1944 年 ，IO.B. 林 尼 克 (JInnank) 首先 证 明 存 在 正常 数 ， 

使 得 

P (9，a) 入 中. 

这 只 是 一 个 定性 结果 ， 且 证 明 很 复杂 与 元 长 .1954 年 ，K.A. 罗 托 
斯 基 (Ponocckmii) 才 给 了 一 个 较 简 单 的 证 明 ， 但 P. 吐 朗 
(Turén) 在 他 的 书 末 曾 提 及 罗 托 斯 基 的 方法 并 未 给 出 的 数值 的 任 
何 消息 ， 并 指出 如 果 改 用 他 自己 的 方法 ， 很 可 能 定 出 来， 但 始终 
未 见 有 文章 发 表 .1957 年 ， 潘 承 洞 在 他 的 两 篇 论文 [2.3] 中 ， 通 过 
对 工 函数 性 质 的 深入 研究 ， 本 质 上 改进 了 林 尼 克 的 证 明 ， 明 确 指 
出 人 主要 依赖 于 和 工 函数 有 关 的 三 个 常数 ， 具 体 给 出 了 计算 4 的 
方法 .他 先后 得 到 了 
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A<104 与 1<5448. 
林 尼 克 亲 自 为 他 的 文章 写 了 长 篇 评论 [331. 此 后 所 有 改进 常数 4 数 
值 的 工作 都 是 在 潘 承 洞 所 建立 的 这 一 框架 下 得 到 的 . 30 多 年 来 的 
主要 改进 是 : 
A<770, 550, 168, 80, 20, 11.5, 8, 5.5. 
它们 分 别 是 由 陈景润 ，M. 尤 梯 拉 (Jutila)， 陈 景 渔 ， 尤 梯 拉 ，S. 
格拉 汉 姆 (Graham)， 陈 景 润 与 刘 健 民 ， 王 炜 ，D.R. 黑 斯 -布朗 
(Heath-Brown) 得 到 的 . 
2. 哥 德 巴赫 猜想 ， 大 得 法 ， 以 及 素数 分 布 的 均值 定理 . 
为 了 研究 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 一 一 每 一 个 大 于 2 的 偶数 一 定 是 
两 素数 之 和 ， 人 们 提出 先 研究 这 样 一 个 较 简单 的 命题 ， 存 在 一 个 正 
整数 -， 使 得 每 一 个 充分 大 的 偶数 一 定 是 一 个 素数 与 一 个 不 超过 » 
个 素数 的 乘积 的 和 .这 一 命题 简 记 为 |11，r1. 这 样 ， 哥 德 巴赫 猜 
想 基本 上 就 是 命题 11，1| .在 哥 德 巴赫 猜想 提出 200 多 年 后 ，A. 
兰 恩 易 (Renyi) 通过 对 林 尼 克 的 大 筛 法 的 重大 改进 ， 结 合 V. 布 
伦 (Brun) 得 法 ， 证 明了 命题 |11，r|. 这 是 一 个 重大 的 开创 性 工 
作 ， 但 是 由 于 证 明 方 法 上 的 缺点 ， 他 的 结果 是 定性 的 ， 即 不 能 定 出 
r 的 有 效 值 ， 兰 恩 易 证 明 的 关键 实质 上 隐 含 地 就 是 要 证 明 如 下 的 素 
数 分 布 均值 定理 ,存在 止 数 7， 使 得 对 任意 的 正 数 B 及 e 有 


之 dna, 1 r(zid,1) - re 
Te 中 
其 中 与 “0” 有 关 的 常数 依赖 于 e 与 B, p(d) 是 欧 拉 函 数 , x (zx;d, 1) 
表示 满足 条 件 
pzx, p=l(modd) 
的 素数 p 的 个 数 ,并 且 r(z) = x(z;1,1). 兰 恩 易 把 (1) 式 左边 的 和 
式 转换 为 估计 一 个 对 工 函数 零点 求 和 的 三 重 和 式 .这 种 和 式 的 估计 


A(zr)1 
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是 很 困难 的 , 他 通过 对 大 筛 法 的 改进 , 进一步 改进 工 函数 零点 分 布 
的 结论 , 从 而 直接 估计 出 这 个 三 重 和 式 的 最 内 层 和 , 然后 , 再 由 显然 
方法 估计 这 个 三 重 和 式 .由 此 , 他 证 明了 存在 正 数 7 使 得 (1) 式 成 
立 ,进而 推出 存在 正 整数 ~ 使 命题 11, r| 成 立 . 由 于 兰 恩 易 只 是 有 效 
地 估计 最 内 层 和 , 所 以 无 法 有 效 地 给 出 7 和 的 值 .1962 年 , 潘 承 洞 
对 大 筛 法 与 志 函数 零点 分 布 的 结论 做 了 进一步 改进 , 使 他 得 以 对 三 
重 和 式 内 的 二 重 和 式 作 整 体 的 有 效 估计 , 他 证 明了 当 7 = 1/3 时 ， 
(1) 式 成 立 ,进而 推出 命题 11, 5| 成 立 . M.B. 巴 邦 (Bap6ann) 独 立地 
证 明 过 7= 1/6 时 , (1) 成 立 ,但 并 未 给 出 在 哥 德 巴赫 问题 上 的 应 用 . 
这 是 一 个 出 人 意料 的 重大 进展 . 1963 年 , 他 又 与 巴 邦 独立 地 证 明了 
当 y=3/8 时 , (1) 式 成 立 , 并 进而 证 明了 命题 11, 41. 1965 年 , E. 邦 
别 里 (Bombieri) 和 A.H. 维 诺 格拉 多 夫 (Buaorpamop) 各 自 独立 地 通 
过 对 大 筛 法 的 最 佳 改 进 , 得 以 从 整体 上 估计 上 述 三 重 和 式 , 从 而 证 明 
了 当 n= 1/2 时 (1) 成 立 ,这 是 邦 别 里 获得 菲 尔 效 奖 的 主要 工作 . H. 
哈 伯 斯 塔 姆 (Halberstam) 在 评论 邦 别 里 的 这 一 工作 时 指出 [34], 潘 承 
洞 的 结果 是 “真正 杰出 的 工作 ”. 1983 年 ,E. 福利 (Fouvry) 和 HH. 伊 
万 尼斯 (Iwaniec) 指 出 [535] : 邦 别 里 一 维 诺 格 拉 多 夫 定 理 是 在 林 尼 克 、 
兰 恩 易 、 潘 承 洞 . 巴 邦 等 人 的 “开创 性 工作 的 基础 上 得 到 的 ”. 

1973 年 , 潘 承 洞 提 出 并 证 明了 一 类 新 的 素数 分 布 均值 定理 , 它 
是 邦 别 里 一 维 诺 格拉 多 夫 定理 的 重要 推广 与 发 展 ,能 容易 地 解决 后 
者 所 不 能 直接 克服 的 困难 .利用 这 一 新 的 均值 定理 不 仅 给 出 了 陈 景 
渔 定理 一 一 命题 |1,2| 的 最 简单 的 证 明 , 成 为 以 后 研究 哥 德 巴赫 猜想 
型 问题 的 基础 ,而 且 在 不 少 著名 解析 数论 问题 中 有 重要 应 用 , 特别 是 
1983 年 黑 斯 一 布朗 在 关于 原 根 的 E. 阿 廷 (Artin) 猜 想 的 论文 中 应 
用 它 得 到 了 重要 成 果 .1988 年 , H.E. 理 葡 特 (Richert) 在 纪念 华罗庚 
国际 数论 与 分 析 会 议 上 发 表 的 综述 性 论文 [36] 中 ， 把 邦 别 里 一 维 诺 
格拉 多 夫 定 理 , 陈景润 定理 , 以 及 潘 承 洞 的 新 均值 定理 称 为 这 一 领域 
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的 三 项 最 重要 的 成 果 . 

3. 小 区 间 上 的 素 变数 三 角 和 估计 与 小 区 间 上 的 三 素数 定理 . 

1937 年 , 维 诺 格拉 多 夫 证 明了 著名 的 三 素数 定理 :每 一 充分 大 
的 奇数 一 定 是 三 个 素数 的 和 . 这 就 基本 上 解决 了 1742 年 哥 德 巴赫 所 
提出 的 猜想 的 一 部 分 :每 个 大 于 5 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 . 维 诺 格 
拉 多 夫 的 主要 贡献 在 于 得 到 了 素 变数 三 角 和 

> Je2mop 
的 非 显然 估计 , 其 中 a 为 实数 , p 为 素数 变数 . C.B. 险 赛 格 庐 乌 
(Haselgrove) 在 1951 年 首先 考虑 了 这 样 的 问题 :每 个 充分 大 的 奇数 
一 定 是 三 个 几乎 相等 的 素数 的 和 . 他 宣布 了 一 个 结果 但 没有 证 明 . 精 
确 地 说 , 上 述 问题 可 以 这 样 表达 :存在 正 数 c< 1, 使 对 每 个 大 奇数 
和 N, 素 变数 p1, pz, ps 的 不 定 方程 
人 
(2) 


YN Sp<Y+ Ni=12.3 


必 有 解 ,其 中 e 为 任意 的 正 数 .这 就 是 小 区 间 上 的 三 素数 定理 . 解决 
这 一 定理 的 关键 是 估计 小 区 间 上 的 素 变数 三 角 和 

A ). gt (3 
其 中 2<A<z. 维 诺 格拉 多 夫 曾 经 给 出 了 三 角 和 (3) 的 一 个 非 显然 
估计 , 他 的 方法 本 质 上 是 得 法 .但 是 , 他 的 结论 不 足以 解决 这 一 问题 . 
1959 年 , 潘 承 洞 用 分 析 方法 给 出 了 (3) 式 的 非 显 然 估 计 , 再 结合 维 诺 
格拉 多 夫 的 估计 , 证 明了 不 定 方程 (2) 当 c = 160/183 时 有 解 ,是 有 解 
数 的 渐 近 公式 .虽然 在 他 的 证 明 中 有 缺陷 , 但 他 的 方法 为 以 后 研究 小 
区 间 素 变数 问题 的 论文 经 常 运用 . 1988 年 起 , 潘 承 洞 与 潘 承 彪 继续 
发 展 了 他 的 思想 , 发 表 了 三 篇 论文 , 不 仅 完善 了 1959 年 的 结果 ,而且 
全 面 完整 地 提出 了 用 纯 分 析 方 法 来 估计 小 区 间 素 变数 三 角 和 (3), 进 
而 相继 证 明了 当 c = 91/96, 2/3 时 (2) 有 解 , 且 有 解数 的 渐 近 公 式 . 这 
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些 结 果 后 来 进一步 为 贾 朝 华 、 展 涛 所 改进 . 潘 承 洞 在 这 些 论文 中 提出 
的 思想 ,方法 , 及 改进 圆 法 的 应 用 , 在 研究 一 些 解析 数论 问题 中 , 看 来 
还 有 进一步 发 展 的 潜力 . 

4. 哥 德 巴赫 数 的 例外 集 . 

凡 可 以 表示 为 两 个 素数 之 和 的 偶数 称 为 哥 德 巴赫 数 . 命 E(z) 
表示 不 超过 z 的 非 哥 德 巴赫 数 的 偶数 个 数 . 1975 年 , H.L. 蒙 哥 马 
利 (Montgomery) 与 R.C. 沃 恩 (Vaughan) 证 明了 :存在 8>0 使 

E(zr)=O(zr!' °), 
此 处 与 “0" 有 关 的 常数 依赖 于 8. 1979 年 陈景润 与 潘 承 洞 首次 指出 
6 是 可 以 计算 的 ,并 给 出 估计 3>0.01. 

5. 大 得法 及 其 应 用 . 

1963 年 , 洛 承 洞 证 明了 下 面 的 结果 : 命 人 = jeg4 + 1, 此 处 9 无 
平方 因子 .车 <<log?A, 则 对 于 满足 A< ps2A 及 (p,q)=1 的 所 
有 素数 p, 除 了 不 超过 A!“(e >0) 个 属于 模 D = pg 的 例外 二 -函数 
外 , 当 xp(n) 对 p 本 原 时 ,L(s, xp) 在 区 域 


€ 
4>1- Di lili<T 
内 不 为 零 . 

这 是 兰 恩 易 结果 的 改良 , 在 他 原来 的 结果 中 需 有 限制 | 工 | 过 
log?D, 而 这 里 T 是 无 限制 的 . 由 这 一 估计 可 得 下 面 的 应 用 : 命 
N(p,k) 表 示 模 p 的 最 小 & 次 正 非 剩余 ,此 处 A< bp<24, 则 除了 不 
超过 A' “个 例外 素数 p 之 外 , 恒 有 N(p,) = O((logA)***), 其 
中 与 “0" 有 关 的 常数 依赖 于 6. 

除 解析 数论 外 , 潘 承 洞 的 研究 领域 还 涉及 其 他 一 些 数学 分 支 及 
其 应 用 .50 年 代 末 , 在 广义 解析 函数 论 及 其 在 薄 壳 上 的 应 用 ， 数论 在 
近似 分 析 中 的 应 用 等 方面 , 1970 年 前 后 在 样 条 插值 及 其 应 用 , 滤波 


448 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


分 析 及 其 应 用 等 方面 , 均 做 了 一 些 工作 . 

潘 承 洞 在 山东 大 学 数学 系 任教 的 30 多 年 中 , 始终 在 教学 第 一 
线 ,为 大 学 生 、 研 究 生 开设 了 10 多 门 课程 ,如 数学 分 析 、 高 等 数学 、 实 
变 函 数论 、 复 变 函 数论 \ 阶 的 估计 、 计 算 方法 、 初 等 数论 , 拟 保 角 变换 、 
素数 分 布 ` 堆 色素 数论 、 哥 德 巴赫 猜想 , 等 等 . 他 对 教学 一 贯 认真 负 
责 .他 讲解 生动 ,方法 灵活 ,条 理 清楚 , 逻辑 性 强 , 善于 深入 浅 出 地 启 
发 学 生 去 理解 和 掌握 课程 的 要 点 和 难点 , 深 受 学 生 的 欢迎 . 在 专心 至 
志 于 教学 科研 的 同时 , 他 还 积极 地 和 同事 们 一 起 为 山东 大 学 数学 系 
和 山东 大 学 的 建设 与 发 展 做 出 了 贡献 . 
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回忆 潘 承 洞 - 


陈景润 才 走 了 一 年 多 ， 潘 承 洞 又 走 了 . 留 下 了 一 片 空白 ， 一 片 
姿 凉 

我 是 1952 年 在 浙江 大 学 毕业 ， 由 政府 分 配 到 中 国 科学 院 数学 
研究 所 工作 的 . 1953 年 秋 进 入 数论 组 ， 师 从 华罗庚 先生 研究 数论 
承 洞 正 是 52 年 考 入 北京 大 学 数学 系 . 54 年 ， 他 选择 了 闵 山 淮 先生 
的 数论 专门 化 . 这 时 ， 我 们 成 了 同行 ， 就 认识 了 .他 刚 20 岁 ， 我 
比 他 大 4 岁数 学 所 数论 组 还 有 越 民 义 ， 许 孔 时 ， 吴 方 ， 魏 道 政 及 
进修 教师 严 士 健 与 任 建华 ，56 年 又 调 来 了 陈景润 ， 北 大 数论 专门 
化 还 有 和 尹 文 二 ， 邵 品 琼 与 修 天 相 . 早 在 西南 联 大 时 期 ， 闵 先生 就 是 
华 先生 的 助手 与 合作 者 ， 所 以 两 个 摊子 都 搞 解析 数论 ， 彼 此 关系 很 
亲密 ， 闵 先生 鼓励 他 的 学 生 多 与 数学 所 数论 组 的 人 交流 ， 多 向 华 先 
生 学 习 . 他 们 常 来 数学 所 参加 华 先生 领导 的 哥 德 巴赫 猜想 讨论 班 ， 
得 到 了 华 先生 的 指导 与 壤 陶 .数学 所 数论 组 的 年 轻 人 也 把 闵 先 生 看 
成 老师 ， 常 向 他 请 教 

承 洞 性 格 开朗 ， 心 胸 开 阔 ， 襟 怀 坦白 . 他 还 有 一 大 优点 ， 就 是 
淡泊 名 利 ， 不 与 人 争 . 这 在 数学 界 是 有 口 皆 碑 的 ， 所 以 他 有 众多 朋 
友 . 我 很 喜欢 与 他 交往 ， 我 们 愈 来 愈 熟 了 ， 彼 此 感到 在 一 起 时 很 舒 
畅 


。 原 载 《 科 技 日 报 )，1998 年 1 月 17 日， 或 《数学 通报 ) 4，1998、1~3. 
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承 洞 于 1956 年 以 优异 的 成 绩 毕 业 ， 继 续 留 校 做 研究 生 . 承 洞 
很 有 才华 ， 在 他 做 学 生 的 时 候 ， 就 有 突出 的 表现 : 命 D 与 1 为 两 
个 互 素 的 正 整数 .又 命 以 ! 为 首 项 及 为 公差 的 等 差 数 列 中 的 最 
小 素数 为 P(D, 1), 原 苏联 科学 院 院士 林 尼 克 于 1944 年 证 明了 
P(D,1) 的 上 界 轿 于 D5 的 著名 定理 ， 其 中 C 是 绝对 常数 . 承 洞 于 
56 年 定 出 C5446. 其 后 的 四 十 年 中 ， 引 起 了 国内 外 不 少 著名 数 
学 家 从 事 于 C 的 估计 的 改进 ， 他 们 的 论著 中 总 是 要 引用 承 洞 最 初 
的 结果 的 . 

接着 “ 反 右 斗争 ”之 后 ， 就 是 “大 跃进 ". 58 年 夏天 又 开展 了 
以 批判 武汉 大 学 数学 系 党 总 支书 记 齐 民 友 而 引发 的 所 谓 “ 拔 白旗 ， 
插 红 旗 ” 运 动 ， 景 润 作为 一 个 最 “顽固 ”的 “小 白旗 ”被 调 到 大 连 
化 学 所 去 从 事 他 所 不 懂 的 专业 ， 直 到 几 年 之 后 ， 才 被 “落实 政策 ” 
调 回 数学 所 工作 .数学 所 数论 组 的 其 他 人 也 都 受到 冲击 ， 说 他 们 搞 
“理论 脱离 实际 ”的 东西 哥 德 巴赫 猜想 更 被 说 成 是 “洋人 ， 古 人 ， 
死人 ”的 “垃圾 "， 他 们 纷纷 改行 了 ， 户 雁 烈 烈 的 数论 研究 就 这 样 
沉静 下 去 了 . 诚 如 华 老 在 纪念 熊 庆 来 先生 的 诗 中 所 说 ; “ 恶 莫 恶 于 
除根 计 ”. 

当时 ， 承 洞 是 在 校 研究 生 ， 他 还 继续 他 的 学 业 ， 这 时 有 一 个 大 
学 部 的 学 生 李 淑 英 跟 他 相爱 . 几 年 后 ， 他 们 喜 结 良缘 ， 始 终 感情 很 
好 . 承 洞 与 我 仍 常见 面 ， 当 然 在 一 起 呆 的 时 间 不 会 很 长 . 

60 年 ， 承 洞 研究 生 毕 业 了 . 像 他 这 样 可 能 已 被 划 归 为 内 部 学 
握 的 “白旗 ”了 .北京 没有 单位 要 他 .他 被 分 配 到 济南 山东 大 学 去 
工作 ， 我 为 他 离开 北京 良好 的 研究 环境 而 难过 ， 我 们 依依 相 别 了 . 

幸好 山大 领导 不 仅 未 歧视 他 ， 而 且 还 相当 看 重 与 照顾 他 ， 使 他 
能 在 山大 继续 从 事 “ 理 论 脱 离 实际 ”的 解析 数论 研究 工作 .这 时 他 
已 被 哥 德 巴赫 猜想 迷 住 了 . 

首先 是 匈牙利 数学 家 瑞 尼 于 1947 年 证 明了 (1，C)， 即 每 个 
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充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 与 一 个 不 超过 C 个 素数 的 乘积 之 和 . 
哥 德 巴赫 猜想 本 质 上 就 是 (1，1)， 但 C 的 上 界 是 什么 ? 若 用 瑞 尼 
的 方法 来 计算 C， 这 将 是 一 个 天 文 数字 ， 没 有 人 愿意 干 . 

承 洞天 才 地 洞察 到 瑞 尼 关于 (1，C) 的 证 明 实质 上 依赖 于 一 
条 素数 分 布 的 中 值 公式 ， 其 中 有 一 个 参数 Z， 而 C 的 值 则 依赖 于 
Z. Z 人 请 大 ， 则 C 愈 小 . 按 瑞 尼 的 方法 ，Z 是 非常 小 的 ， 承 洞 对 这 
个 问题 作 了 重大 改进 ， 证 明了 Z = 1/3 时 ， 这 一 中 值 公式 就 成 立 ， 
并 导出 了 (1，5). 承 洞 那 时 非常 着 迷 ， 他 给 我 的 信件 很 多 ， 将 他 
的 结果 不 断 告诉 我 。 当 一 个 数学 家 做 过 一 件 工作 而 受到 阻碍 后 ， 往 
往 轻 易 不 会 相信 这 件 工作 还 会 有 进展 ， 这 是 对 自己 的 迷信 与 偏见 . 
我 在 证 明了 (2，3) 之 后 ， 就 陷入 这 种 思维 的 怪圈 之 中 ， 所 以 我 不 
相信 承 洞 的 结果 ， 每 每 予以 反驳 ， 承 洞 再 加 以 解释 ， 彼 此 的 信 都 写 
得 很 长 .最 后 在 无 可 争辩 的 情况 下 ， 还 是 承认 了 承 洞 的 (1，5). 
这 段 时 间 ， 承 洞 总 共 给 我 写 了 六 十 几 封 信 ， 淑 英 大 概 只 收 到 了 两 封 
信 ， 可 见 其 拼搏 之 激烈 . 

正当 我 承认 了 〈1，5) 后 不 久 ， 我 又 收 到 了 原 苏联 数学 家 巴尔 
巴 恩 寄 来 的 论文 ， 他 也 证 明了 一 条 中 值 公式 ， 结 果 比 承 洞 的 弱 一 
点 ， 即 Z=1/6， 而 且 未 有 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 应 用 .我 将 承 洞 的 
结果 告诉 了 巴尔 巴 恩 .这 时 我 又 收 到 了 承 洞 证 明 (1，4) 的 手稿 与 
巴尔 巴 恩 的 信 ， 信 上 告诉 我 ， 他 已 证 明了 (1，4). 我 立即 将 承 洞 
证 明 (1，4) 的 方法 告诉 了 巴尔 巴 恩 ， 即 用 林 尼 克 方 法 将 他 的 中 值 
公式 中 的 Z = 1/3 改进 为 Z = 3/8， 巴 尔 巴 恩 回 信 说 ， 他 证 明 
(1，4) 的 方法 也 是 一 样 的. 这 样 ， 他 们 二 人 最 后 的 结果 是 相同 的 . 

65 年 ， 庞 比 尼 与 阿 ' 维 诺 格拉 多 夫 独 立地 将 Z = 3/8 改进 为 Z 
=J1/2， 从 而 证 明了 (1，3). 庞 比 尼 的 结果 上 略 强 一 点 ， 而 且 证 明 方 
法 是 独辟蹊径 ， 十 分 简练 ， 从 而 获得 了 1974 年 的 费 尔 兹 奖 . 

66 年 ， 景 润 证 明了 (1，2)， 又 将 哥 德 巴赫 猜想 的 记录 夺回 到 
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中 国 数学 家 的 手中 了 . 图 论 组 合 学 家 王建 方 在 国外 访问 时 ， 曾 有 一 
个 日 本 学 者 对 他 说 :“ 在 50、60 年 代 ， 中 国 的 解析 数论 着 实 光 辉 了 
-下 "， 指 的 就 是 景 润 与 承 洞 

山大 为 承 洞 的 成 就 而 感到 喜悦 ，63 年 ， 山 大 校庆 期 间 ， 数 学 
系 请 了 三 个 客人 ， 除 夏 道 行 是 山大 校友 外 ， 闵 先生 与 我 显然 都 是 为 
潘 承 洞 而 受到 邀请 的 . 这 是 我 参加 工作 后 第 一 次 出 差 . 我 们 被 安排 
住 在 济南 火车 站 附近 的 山东 宾馆 之 中 . 那 时 还 处 于 困难 时 期 ， 每 天 
能 吃 饱 吃 好 ， 住 得 也 很 舒服 ， 真 是 福气 了 .我 庆幸 承 洞 在 山东 时 工 
作 与 生活 都 很 愉快 

接着 就 是 “四 清 "，“ 文 化 大 革命 "， 大 家 都 未 见 过 面 ， 当 然 也 
不 敢 见 面 ，-… 晃 就 是 十 几 年 

1976 年 , “十 年 浩劫 ”结束 了 ， 春 回 大 地 了 .数学 所 于 当年 就 
妇 集 全 国 各 著名 大 学 派 代表 来 数学 所 商谈 “如 何 恢复 数学 研究 "， 
“如 何 制订 各 个 数学 领域 的 发 展 规划 ”"，“ 如 何在 全 国 分 工 布 局 ”等 
重大 问题 ， 一 句 话 ， 怎 样 把 二 十 年 损失 的 光阴 追 回来 ， 承 洞 与 我 终 
于 又 见面 了 . 大 家 都 没有 兴趣 谈 这 些 年 的 遭遇 ， 我 们 都 恒 慨 着 美好 
的 明天 ， 他 给 我 带 来 了 两 斤 花生 米 ， 那 时 北京 每 户 每 月 只 配给 两 斤 
蔬菜 ， 每 人 半 斤 肉 ， 我 已 记 不 得 最 后 一 次 吃 花 生 米 是 何 年 何 月 了 

1978 年 ， 党 的 十 一 届 三 中 全 会 召开 了 .1979 年 8 月 ， 我 们 都 
应 邀 参加 了 在 英国 达尔 姆 召开 的 解析 数论 国际 会 议 ， 同 时 应 邀 的 还 
有 华 老 与 景 润 . 景 润 未 能 去 ， 华 老 与 我 已 从 欧洲 其 他 地 方 先期 到 达 
了 . 承 洞 见 到 我 们 时 高 兴 极 了 . 承 洞 与 我 都 是 第 一 次 出 国 ， 在 异国 
他 乡 能 碰见 老 朋友 该 多 高 兴 啊 . 这 一 周 ， 每 天 我 们 都 去 华 老 屋 里 
促膝 谈心 ， 傍 晚 一 起 散步 ， 同 桌 吃饭 . 承 洞 与 我 都 被 安排 在 全 会 上 
作 报 告 . 79 年 12 月 30 日 《光明 日 报 》 上 登 有 林海 采访 华 老 后 写 
的 文章 ， 文 章 说 : “ 王 元 与 潘 承 洞 在 会 上 作 了 报告 ， 不 少 人 用 “ 突 
出 的 成 就 ，“ 很 高 的 水 平等 评语 ， 赞 扬中 国 数学 家 在 研究 解析 数 
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论 方面 所 作 的 努力 一些 白 发 苍苍 的 数学 家 向 华罗庚 教授 祝贺 ， 祝 
贺 中 国 老 一 辈 的 数学 家 培养 了 这 样 出 色 的 人 才 .” 早 在 达尔 姆 会 议 
之 前 三 个 月 之 中 ， 我 就 在 法 国 与 原 西 德 多 次 作 报告 ， 介 绍 景 润 与 承 
洞 的 成 就 ， 对 于 孤立 状态 下 的 中 国 数学 家 所 作出 的 成 绩 ， 赢 得 了 外 
国 同行 的 高 度 尊 重 

1980 年 夏天 ， 承 洞 安排 我 与 一 些 较 年 轻 的 解析 数论 学 者 十 多 
人 去 青岛 进行 学 术 交 流 与 渡 假 . 我 们 住 在 海边 北海 修 船 厂 的 招待 所 
里 . 上午 讨论 ， 做 研究 ， 下 午 游泳 ,每 天 看 着 潮 涨潮 落 . 平静 时 
天 水 一 片 蓝 ， 偶 见 几 点 孤 舟 ， 风 起 时 ， 巨 浪 拍 岸 ， 声 若 闷 雷 . 承 油 
是 高 度 近视 ， 不 会 游泳 ， 也 不 能 单独 去 海边 岩石 间 与 沙滩 上 漫步 
经 我 多 次 动员 ， 由 我 扶 着 他 ， 我 们 一 起 去 海边 散 了 一 次 步 . 以 后 ， 
我 们 又 在 济南 与 青岛 聚会 了 几 次 . 淑 英 每 次 都 同 去 ， 她 对 承 洞 照顾 
得 很 仔细 . 

1986 年 ， 我 当 上 了 全 国政 协 委员 ， 承 洞 是 全 国人 大 代表 .每 
年 两 会 同时 开会 时 ， 我 们 就 约 好 在 人 民 大 会 堂 进门 休息 厅 的 右 侧 见 
面 .这 时 我 已 听 到 传闻 ， 他 患 有 肿瘤 病 ， 又 听 说 他 在 手术 后 ， 虽 用 
化 疗 ， 但 恢复 得 很 快 ， 他 的 造血 功能 很 好 ， 白 血球 增加 恢复 得 很 迅 
速 ， 这 以 后 ， 我 们 在 北京 -起 开会 的 机 会 就 更 多 了 .如 每 年 的 院士 
会 议 等 ， 我 们 总 是 住 在 一 间 房 子 里 .每 次 我 都 是 最 多 住 一 个 晚上 
一 起 聊 聊 天 ， 我 注意 到 他 睡眠 很 好 ， 胃 口 也 不 错 ， 可 见 他 的 心 、 坚 
都 很 健康 ， 其实， 我 要 求 跟 他 住 一 屋 的 真正 用 心 在 于 我 可 以 住 在 家 
里 ， 让 他 能 得 到 更 好 的 休息 . 

1992 年 ， 香 港大 学 廖 明哲 教授 洲 请 承 洞 便 淑 英 去 港大 访问 两 
周 ， 那 时 我 正在 香港 浸 会 学 院 访问 ， 这 是 我 们 第 二 次 在 海外 相聚 
了 .我 曾 去 车 站 接送 他 ， 也 陪 他 玩 玩 ， 山 东 省 对 他 的 关怀 真 让 人 莱 
幕 ， 省 里 一 家 公司 对 他 照顾 得 很 好 ， 不 仅 负责 接送 ， 还 在 北角 安排 
了 一 个 单元 给 他 们 夫妻 住 ， 在 香港 寸土 如 金 的 地 方 ， 有 此 待遇 ， 恺 
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怕 是 罕见 的 . 我 们 还 得 空 在 承 洞 住处 自己 做 了 一 顿 丰盛 的 晚饭 呢 

1994 年 ， 国 家 基金 委 在 香港 召开 了 一 个 会 议 ， 要 我 们 二 人 参 
加 ， 承 洞 很 希望 我 去 ， 大 概 因 为 事情 太 多 ， 我 未 能 去 ， 不久， 就 听 
说 承 洞 在 香港 时 ， 身 体 欠 适 ， 脸 色 很 黄 ， 其 实 是 有 新 的 肿瘤 生成 
了 . 回 济南 后 即 住院 治疗 ， 山 东 省 尽 了 最 大 努力 ， 在 全 国 遍 访 名 
医 ， 手 术 进 行 了 十 一 个 小 时 ， 这 是 他 第 三 次 动手 术 . 承 洞 竞 奇 迹 般 
地 康复 了 ， 不 久 他 居然 又 可 以 来 北京 开会 了 . 

1997 年 5 月 ， 承 洞 来 北京 参加 院士 会 ， 前 些 日 子 他 的 眼睛 又 
成 功 地 动 了 手术 ， 居 然 跟 常人 的 眼睛 一 样 了 .过 去 开会 时 ， 吃 饭 与 
走路 都 要 有 人 照顾 一 下 他 的 ， 现 在 完全 可 以 自理 了 ， 而 且 显得 比 平 
常人 更 精神 一 些 ， 朋 友 们 都 向 他 表示 衷心 地 祝贺 . 

不 管 怎么 说 ， 我 们 都 老 了 . 我 对 承 洞 说 : “从 95 年 ， 我 65 岁 
开始 ， 我 又 重 操 中 小 学 生 时 代 的 旧业 ， 练 习 写 毛笔 字 ， 这 对 修身 与 
健康 都 有 好 处 . ”我 给 了 他 几 张 我 临摹 的 字 看 看 ， 承 洞 很 高 兴 ， 他 
说 :“ 我 也 要 练 字 ， 我 们 学 校 有 好 几 位 书法 家 ， 我 还 可 以 请 他 们 指 

1997 年 10 月 ， 院 士 会 在 北京 召开 .我 接 到 承 洞 的 电话 ， 他 说 
腰痛 ， 大 概 是 骨刺 增生 ， 不 能 来 了 ， 我 也 以 为 是 小 毛病 ， 没 有 在 
意 ， 只 是 安慰 了 他 几 句 .最 后 他 说 : “山大 编辑 了 一 本 碑帖 ， 我 已 
托 人 寄 了 一 本 给 你 .” 以 后 又 来 过 电话 ， 问 我 收 到 了 没有 ， 直 到 11 
月 10 日 我 收 到 了 ， 我 们 还 通过 电话 ， 而 且 我 告诉 他 , “报纸 已 经 登 
了 ， 济 南 市 给 了 你 一 套房 子 ， 并 配 有 照片 ， 我 们 大 家 都 衷心 地 为 你 
高 兴 啊 .” 

12 月 27 日 上 午 ， 所 领导 给 我 电话 ， 告 诉 我 承 洞 已 于 临 晨 二 点 
走 了 ， 我 被 这 一 消息 吓 异 了 ， 顿 时 语 塞 ， 也 不 相信 ， 一 个 多 月 前 我 
们 还 通过 电话 吗 ! 28 日 才 从 承 洞 的 弟弟 承 江 处 得 到 了 证 实 并 得 知 
31 日 即将 火化 . 他 与 淑 英 都 不 让 我 去 济南 .我 还 是 买 了 31 日 8 点 
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去 济南 的 机 票 ， 同 行者 还 有 数学 会 秘书 长 李 文 林 . 

6 点 多 ， 我 们 就 到 机 场 去 等 候 了 ， 机 场 有 告示 ， 济 南 有 大 雾 ， 
航班 延期 ，8 点 ，9 点 ，10 点 ， 至 11 点 ， 才 有 广播 说 ，10 点 40 分 
的 航班 取消 了 .我们 也 只 能 去 办 退票 手续 了 . 至 12 点 离开 机 场 . 
第 二 天 清晨 接 到 电话 : “后 事 已 办 完 ， 从 党 政 军 领导 到 群众 ， 一 千 
多 人 向 承 洞 送别 ， 大 雾 至 晚 仍 未 散 去 .” 


回忆 黄 俊 雄 - 


从 孙 文 先 那里 得 知 黄 俊 雄 于 几 天 前 ， 由 于 心脏 病 突然 发 作 而 过 
世 了 ， 感 到 十 分 突然 . 因 两 年 前 我 在 台湾 时 ， 还 跟 他 朝夕 相处 了 两 
个 月 ， 他 神采 奕奕 ， 谈 笑 风 生 的 丰采 还 历历 在 目 ， 怎 么 可 能 就 走 了 
呢 ? 

我 们 最 早 是 1991 年 认识 的 ， 其 实 更 早 几 年 ， 他 就 寄 过 一 些 解 
析 数 论 论文 给 我 。 他 的 成 果 很 希望 得 到 鉴定 .他 研究 了 过 于 困难 的 
问题 ， 依 我 的 学 术 水 平 ， 实 在 不 可 能 对 这 些 问题 作出 鉴定 ， 所 以 就 
邀请 他 来 我 们 所 工作 一 个 月 ， 大 家 可 以 讨论 一 下 .这 样 我 们 就 在 北 
京 见面 了 . 

我 们 安排 他 住 在 中 国 科学 院 “ 外 专 公寓 ”里 ， 距 数学 研究 所 约 
十 分 钟 步行 距离 ， 很 方便 ， 每 周 请 他 在 “数论 讨论 班 ”里 作 两 次 报 
告 ， 他 都 很 认真 地 讲 ， 大 家 边 听 边 提 意 见 ， 气 氛 很 融洽 .我 怕 他 一 
个 人 在 北京 太 寂 实 ， 就 问 他 要 到 那里 去 玩 玩 ? 北京 的 名 胜 古 迹 很 
多 ， 和 天坛， 故宫， 香山， 颐和园 ， 圆 明 园 , “不 到 长 城 非 好 汉 ” 咱 ! 
他 略为 想 了 一 下 说 :“ 我 不 想 去 玩 了 ， 我 还 是 搞 数学 吧 ! ”这 也 真是 
少见 的 了 . 

又 有 一 次 ， 我 问 他 还 缺 什么 东西 吗 ? 他 说 “到 那里 去 买 纸 ?” 
我 说 :“ 这 好 办 ， 我 给 你 拿 点 来 就 行 了 . ”我 给 了 他 一 百 张 折纸， 未 


* 原 载 台湾 《数学 传播 》3，1997，45 一 46- 
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想到 ， 不 到 一 周 就 用 完了 ， 每 张 纸 都 写 得 密密麻麻 的 ， 我 只 好 再 给 
他 几 百 张 白 纸 了 .这 时 我 才 知 道 ， 他 不 仅 不 游玩 ， 睡 觉 也 是 很 少 
的 

一 个 月 很 快 过 去 了 ， 临 走 前 不 久 ， 贾 朝 华 帮 了 他 一 点 忙 ， 给 他 
的 论文 提 了 一 点 实质 意见 ， 他 很 感谢 ， 我 们 研究 所 为 他 提供 的 生活 
条 件 还 是 比较 艰苦 的 ， 我 跟 他 说 : “这 个 月 辛苦 你 了 ， 我 们 也 只 有 
这 个 条 件 ， 望 多 包涵 了 "， 他 说 ;“ 生 活 还 可 以 ， 学 术 空气 很 浓 ， 这 
是 最 重要 的 ， 我 很 满意 .” 俊 雄 是 一 个 实在 的 人 ， 我 相信 他 说 的 是 
真 话 

以 后 来 信 中 ， 他 总 是 希望 我 能 去 台湾 访问 一 下 ，1993 年 ， 我 
得 到 台湾 国 科 会 邀请 访问 三 个 月 ， 但 不 巧 ， 我 的 前 列 腺 肥大 要 住 医 
院 治疗 只 好 放弃 了 这 个 访 台 的 好 机 会 ， 所 幸 1995 年 ， 中 央 研 究 院 
数学 研究 所 又 邀请 我 访 台 两 个 月 ， 总 算 成 行 了 

是 姜 祖 总 与 文 先 到 机 场 去 接 我 的 ， 到 达 数学 所 时 已 快 六 点 了 
俊 雄 和 黄 启 瑞 、 于 靖 一 起 在 所 里 等 着 我 ， 我 们 一 起 去 学 术 交流 中 心 
吃 了 一 顿 晚饭 ， 往 后 就 常常 见面 了 . 

如 果 条 件 不 成 熟 ， 众 所 周知 ， 困 难 的 数学 问题 是 得 不 到 解决 
的 ， 因此， 这 不 仅仅 是 个 个 人 努力 问题 ， 即 使 为 了 数学 而 献身 亦 无 
济 于 事 ， 俊 雄 太 着 迷 于 数学 了 ， 我 担心 常 此 下 去 ， 他 的 身体 会 受到 
损伤 .因此 在 中 央 研究 院 期 间 ， 我 想 劝 他 把 兴趣 挪 一 下 ， 搞 些 可 能 
得 到 成 果 的 问题 . 

俊 梭 曾经 对 某 些 不 定 方程 有 兴 超 ， 我 也 熟悉 这 方面 ， 于 是 我 们 
常常 在 一 起 讨论 加 型 方程 ， 企 图 将 W，Schmilt ( 施 密 特 ) 的 重要 
结果 作 些 定量 研究 ， 俊 雄 这 样 日 夜 不 停 地 工作 ， 早 晨 常见 到 他 两 眼 
通红 . 由 于 过 于 疲劳 ， 写 出 来 的 东西 常会 出 错 ， 我 想 俊 雄 应 该 休息 
一 下 了 . 

一 次 ， 我 开玩笑 地 对 他 说 : “你 在 北京 不 玩 ， 我 到 台北 可 要 玩 
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了 ， 你 陪 我 出 去 玩 玩 好 吗 ?” 没 想到 他 很 认真 ， 当 即 决定 本 星期 天 
就 由 他 来 安排 我 玩 了 . 

星期 天 一 早 ， 俊 雄 和 太太 一 起 ， 到 逸 仙 路 我 的 住处 来 找 我 ， 他 
说 ;:“ 我 们 到 圆 山 饭 店 吃 午饭 去 !” 圆 山 饭店 大 名 鼎鼎 ， 我 早 就 闻 其 
名 了 ， 果 然 以 其 宏伟 的 气魄 吸引 了 我 .午饭 后 ， 稍 事 休 息 ， 他 们 又 
领 我 去 看 了 台北 艺术 博物 馆 ， 俊 雄 特 别 向 我 介绍 了 其 中 台湾 一 些 现 
代 艺 术 家 的 作品 ， 他 知道 江 克 文 和 印 小 芳 已 经 领 我 去 看 过 故宫 博物 
院 ， 这 是 另 一 种 风格 ， 看 来 俊 雄 还 是 很 会 生活 的 . 

以 后 ， 俊 雄 又 约 我 去 他 家 吃 了 一 顿 晚饭 ， 饭 前 ， 给 我 看 了 一 些 
他 的 论文 及 过 去 得 到 的 奖状 ， 大 有 今昔 之 感 . 我 也 没 说 什么 ， 饭 
后 ， 俊 雄 说 :“ 你 延长 一 点 访问 时 间 好 吗 ?” “如果 你 不 嫌 ， 下 次 再 
来 台北 ， 欢 迎 你 住 我 家 里 .” 唉 ! 明知 这 两 点 都 不 可 能 ， 对 于 俊 雄 
的 真诚 ， 我 就 默认 了 

两 个 月 很 快 过 去 了 ， 欣 喜 他 的 论文 也 完成 了 ， 而 且 投稿 到 北京 
《数学 学 报 》 (英文 版 ) 发 表 . 

俊 雄 离开 了 我 们 ， 但 他 的 真实 诚 奶 的 为 人 ， 对 数学 的 执著 追 
求 ， 忘 我 的 工作 都 将 永远 留 在 我 的 记忆 之 中 . 


一 ”大 学 生活 (1948 一 1952) 


在 中 学 时 ， 我 的 爱好 很 广泛 ， 音 乐 、 绘 画 、 小 说 、 游 泳 等 都 喜 
欢 . 在 各 门 功课 中 ， 我 喜欢 数学 的 严格 体系 与 逻辑 推理 . 出 于 好 
奇 ， 也 喜欢 英语 .但 不 是 所 有 功课 都 能 考 得 高 分 .在 南京 读书 时 ， 
好 莱 坞 文艺 电影 也 看 得 多 了 一 点 ， 所 以 中 学 毕业 时 ， 只 考取 了 英 士 
大 学 与 安徽 大 学 数学 系 .我 当时 选择 数学 系 是 我 父亲 希望 我 将 来 能 
从 事 自然 科学 的 研究 ， 更 主要 的 原因 是 考虑 到 数学 是 一 个 冷门 ， 容 
易 考 一 些 ， 没 想到 数学 成 了 我 的 终身 职业 ， 这 中 间 有 相当 的 偶然 
性 . 

我 选择 了 英 士 大 学 就 读 ， 英 士 大 学 位 于 浙江 省 金华 市 、 苞 论 师 
资 与 设备 都 很 缺乏 ， 校 舍 亦 很 破旧 ， 颇 不 像 一 个 高 等 学 府 ， 拒 很 失 
望 ， 很 后 悔 在 中 学 时 没有 刻苦 用 功 ， 从 而 未 能 考取 一 个 理想 的 大 
学 . 

1949 年 ， 金 华 解放 了 . 英 士 大 学 奉命 解散 了 ， 师 生 均 被 并 入 
浙江 大 学 .浙大 位 于 杭州 市 ， 那 里 有 美丽 的 西湖 ， 风 景 如 画 ， 浙大 
是 盛名 的 南方 科学 研究 与 教学 中 心 ， 素 有 东方 的 剑桥 之 称 ， 人 才 济 


* 《我 的 数学 生活 》 首 先 发 表 于 日 本 《科学 )，51:2，1982，89 一 94; 《我 的 回忆 》 发 
表 于 日 本 《数学 讨论 班 》，1983，58 一 60、 本文 是 在 这 两 篇 文章 的 基础 上 补充 改写 而 成 
的 . 
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济 . 苦难 深重 的 中 国人 民 ， 以 欢 庆 的 心情 迎接 了 解放 ， 大 家 都 愿意 
为 建设 一 个 富强 、 繁 荣 、 和 平 与 民主 的 新 中 国 而 贡献 力量 . 

浙江 大 学 数学 系 是 陈 建 功 与 苏 步 青 教授 长 期 工作 的 地 方 . 他 们 
分 别 于 1929 与 1931 年 自 日 本 学 成 归 国 ， 在 浙大 奋斗 了 二 十 年 ， 为 
我 国 培养 了 好 几 代数 学 家 ， 也 建立 了 富有 特色 的 课程 设置 与 教学 方 
法 .他 们 还 对 科学 研究 抓 得 特别 紧 . 我 能 到 梦 寨 以 求 的 浙大 ， 并 在 
陈 、 苏 二 位 先生 指导 下 学 习 ， 无 疑 是 我 这 一 生 中 第 一 次 交 了 好 运 . 

到 浙大 后 ， 系 里 有 些 高 年 级 同学 劝 我 仍 从 一 年 级 读 起 ， 但 我 还 
是 决定 照常 插班 数学 系 二 年 级 ， 我 的 学 习 热情 异常 高 涨 ， 刚 来 浙大 
时 ， 还 去 游泳 及 偶尔 参加 一 些 音乐 业余 活动 等 ， 一 年 后 就 放弃 了 一 
切 业余 爱好 ， 专 心 致 志 于 数学 . 我 在 大 学 三 年 级 与 四 年 级 时 ， 分 别 
选修 了 陈 建 功 教授 的 “ 复 变 函 数论 ”与 “ 实 变 函 数论 ” 课 . 浙大 的 
分 析 课 的 精华 是 “级 数 概论 ” 课 ， 这 门 课 的 讲义 是 陈 先生 亲自 编写 
的 ， 课 中 严格 地 讲解 了 极限 概念 与 一 致 收敛 等 ， 实 际 上 ， 这 是 一 个 
由 中 学 数学 转 入 大 学 数学 的 入 门 课 . 虽然 以 后 不 一 定 是 陈 先生 自己 
授课 ， 但 都 是 用 他 的 讲义 .我 学 的 是 卢 庆 骏 教 授 开设 的 ， 是 在 二 年 
级 时 学 的 .几何 课 分 为 坐标 几何 与 微分 几何 ， 都 是 苏 先 生 自己 编写 
的 讲义 ， 后 者 已 正式 出 书 ， 我 学 这 两 门 课时 是 由 白 正 国 先生 讲授 
的 . 近世 代数 课 是 按 范 德 .瓦尔 登 的 名 著 《 近 世代 数 》 讲 授 的 ， 由 
徐 瑞 云 先生 主讲 .在 这 之 前 ， 我 还 选修 过 郭 本 铁 先生 的 “矩阵 论 ”， 
卢 庆 骏 先 生 的 “初等 数论 ”与 “高 等 徽 积分 "， 最 后 一 年 ， 选 了 卢 
庆 骏 先生 的 “概率 统计 ”及 张 素 诚 先生 的 “拓扑 学 "， 当 时 的 助教 
有 谷 超 豪 ， 张 鸣 鳍 等， 研究 生 有 袭 升 ， 胡 和 生 ， 夏 道行 等 ， 人 才 济 
济 

浙大 四 年 级 时 有 一 个 学 生 讨论 坛 ， 由 老师 给 每 个 参加 的 学 生 指 
定 一 本 书 ， 学 生 自学 ， 然 后 作 报告 ， 老 师 指 导 . 这 是 浙大 数学 系 的 
精华 . 通过 这 段 学 习 ， 大 大 地 提高 了 学 生 的 自学 与 独立 工作 能 力 ， 
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为 毕业 后 继续 提高 与 从 事 研究 工作 创造 了 条 件 . 在 大 学 四 年 级 时 ， 
在 卢 庆 骏 先 生 指 导 下 ， 我 报告 过 英 格 姆 的 名 著 《素数 分 布 )， 并 在 
张 素 诚 先 生 指 导 下 ， 报 告 过 几 篇 拓扑 学 文章 . 

在 浙大 时 ， 给 我 印 像 最 深 的 是 全 系 的 老师 与 同学 都 非常 勤奋 . 
例如 陈 、 苏 二 老 还 从 头 学 习 俄语 ， 并 达到 阅读 专业 书刊 水 平 .他 们 
的 身 教 给 我 深刻 的 教育 ， 是 我 终身 学 习 的 榜样 . 


二 哥 德 巴赫 猜想 (1952 一 1957) 


我 以 优异 的 成 绩 于 1952 年 在 浙大 毕业 ， 由 陈 建 功 与 苏 步 青 先 
生 推荐 ， 经 政府 统一 分 配 我 来 中 国 科学 院 数学 研究 所 工作 ， 由 于 前 
中 央 研 究 院 的 数学 所 已 迁 至 台湾 ， 所 以 数学 所 是 1950 年 重新 筹建 
的 . 1952 年 正式 建 所 ， 地 址 在 北京 美丽 的 清华 园 内 ， 由 华罗庚 教 
授 任 所 长 ， 华 先生 是 一 个 爱国 者 ， 他 放弃 了 美国 依 利 诺 大 学 的 终身 
教授 职务 ， 于 1950 年 率 全 家 回国 定居 

1953 年 秋 ， 数 学 所 最 先 成 立 了 数论 与 微分 方程 两 个 组 ， 分 别 
由 华 先生 与 吴 新 谋 先 生 任 组 长 . 成 立 数论 组 的 原因 是 由 于 华 先生 擅 
长 数论 ， 成 立 微分 方程 组 则 是 由 于 考虑 到 微分 方程 是 数学 理论 联系 
实际 的 一 个 触角 . 那 时 数学 所 约 有 二 十 多 人 ， 数 论 组 共 六 人 ， 除 华 
先生 外 ， 有 越 民 义 先生 及 1952 与 1953 年 大 学 毕业 生 许 孔 时 ， 吴 
方 ， 魏 道 政 与 我 ， 还 有 进修 教师 严 士 健 ( 北 师 大 ) 与 任 建华 (西北 
大 学 )， 微 分 方程 组 五 人 ， 其 他 数学 家 则 在 多 复 变 函数 论 ， 代 数 ， 
概率 统计 拓扑 学 ， 数 理 逻 辑 与 泛 函 分 析 方面 工作 ， 除 数学 之 外 ， 还 
有 人 从 事 力学 研究 与 计算 机 研制 工作 .我 能 跟 华 先生 学 习 ， 在 我 一 
生 中 ， 无 疑 是 又 一 次 交 了 好 运 . 从 此 数论 成 了 我 的 专业 方向 ， 这 里 
有 一 个 插曲 我 最 早 是 选择 泛 函 分 析 作为 研究 方向 的 ， 并 经 关 肇 直 
与 田 方 增 先生 认可 . 后 来 要 成 立 数论 组 ， 才 转 而 研究 数论 的 . 

数论 组 成 立 后 ， 华 先生 组 织 了 两 个 讨论 班 . 一 个 是 《数论 导 
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引 》 讨 论 班 ， 由 他 自己 每 周 讲授 一 次 . 华 先生 用 写 一 本 书 的 办 法 来 
引导 学 生 学 习 ， 他 在 西南 联 大 及 美国 讲授 数论 课 ， 曾 写 过 一 个 约 有 
十 多 万 字 的 讲稿 ， 他 是 在 这 个 基础 上 撰写 他 的 《数论 导 引 》 书 的 
每 一 章 ， 华 先生 都 先 写 出 一 个 初稿 ， 约 占 整 章 篇 幅 的 百 分 之 六 、 七 
十 ， 然 后 他 在 讨论 班 上 讲 一 遍 ， 指 定 一 个 人 负责 补充 ， 并 将 整 章 完 
整地 写 出 来 ， 然 后 由 越 先生 负责 审核 与 修改 补充 后 交 华 先生 确认 定 
稿 ， 例 如 其 中 第 九 章 素数 定理 与 第 十 九 章 史 尼 尔 曼 密 率 就 是 由 我 负 
责 补充 的 .仅仅 用 了 两 年 多 时 间 ， 全 书 就 写 完 了 ， 共 六 十 多 万 字 
于 1957 年 由 科学 出 版 社 正式 出 版 . 这 样 做 ， 远 比 让 学 生 去 读 一 本 
现成 的 书 要 好 ， 学 生 学 习 相 当 投入 ， 有 一 种 当家 作 主 的 感觉 ， 这 种 
写 书 也 不 同 于 “放羊 "， 即 完全 让 学 生 自己 去 写 书 ， 如 果 那 样 做 ， 
往往 就 会 前 后 不 连贯 ， 风 格 各 异 了 . 通过 《数论 导 引 》 讨 论 班 ， 参 
加 者 对 数论 的 基础 知识 有 了 较 全 面 的 了 解 与 掌握 

华 先生 自己 擅长 于 指数 和 估计 与 圆 法 ， 但 他 一 点 也 不 保守 .在 
一 次 数论 演讲 中 ， 他 指出 维 诺 格拉 多 夫 方 法 已 经 成 熟 了 ， 当 前 应 该 
研究 赛 尔 贝 格 筛 法 与 林 尼 克 分 析 方 法 . 华 先生 领导 的 另 一 个 讨论 班 
为 “ 哥 德 巴赫 猜想 ”讨论 班 . 他 组 织 这 个 讨论 班 的 着 眼 点 并 不 是 要 
有 人 在 这 个 问题 上 作出 成 果 来 ， 而 是 由 于 哥 德 巴赫 问题 的 研究 几乎 
跟 解析 数论 所 有 的 重要 方法 都 有 联系 ， 其 中 也 包括 赛 尔 贝 格 方法 与 
林 尼 克 方 法 .以 哥 德 巴赫 猜想 为 主线 来 学 习 ， 就 可 以 学 会 解析 数论 
的 所 有 重要 方法 ， 华 先生 说 : “你 们 弄 懂 了 解析 数论 ， 再 学 一 点 代 
数 数论 ， 就 可 以 将 解析 数论 的 结果 推广 到 代数 数 域 上 去 .” 

哥 德 巴赫 猜想 讨论 班 原 计划 分 四 个 单元 来 进行 : 

1. 史 尼 尔 曼 密 率 ， 曼 轴 定 理 与 赛 尔 贝 格 A? 筛 法 . 

2. 素 变数 的 指数 和 估计 ， 西 革 尔 定理 与 维 诺 格拉 多 夫 三 素数 
定理 . 

3. 布 伦 第 法 与 布 赫 夕 塔 布 方法 
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4. 林 尼 克 大 筛 法 与 瑞 尼 定理 . 

讨论 班 由 学 生 轮 流 报告 指定 的 论文 ， 华 先生 则 不 停 地 提问 题 ， 
务必 使 每 一 点 都 完全 和 弄 清楚 ， 有 时 往往 使 主讲 人 讲 不 下 去 ， 长 时 间 
站 在 讲台 上 思考 ， 这 叫做 “ 挂 黑 板 "， 有 些 报告 的 材料 往往 在 讨论 
班 上 就 得 到 了 简化 ， 所 以 讨论 班 进行 得 很 慢 ， 但 参加 者 得 益 很 大 . 
讨论 班 并 没有 按 计划 完成 .只 完成 了 一 、 二 、 三 单元 ， 即 由 于 “ 反 
右 斗 争 ” 的 到 来 而 中 断 了 . 

华 先 生 有 个 看 法 : 凡是 能 够 用 得 上 布 伦 筛 法 的 地 方 ， 都 可 以 用 
赛 尔 贝 格 A? 方法 得 到 更 好 的 结果 . 这 就 使 得 布 赫 夕 塔 布 的 结果 
(4，4)， 即 每 个 大 偶数 都 是 两 个 素 因子 个 数 均 不 超过 4 的 整数 之 
和 ， 有 了 改进 的 可 能 . 这 个 预测 对 我 来 说 颇具 诱惑 力 ， 那 时 我 已 对 
第 法 产生 了 强烈 的 兴趣 . 

1954 年 ， 波 兰 数 学 家 库 拉 托 斯 基 来 北京 访问 ， 他 带 给 华 先生 
一 些 波兰 数学 家 的 论文 单 印 本 ， 其 中 有 西 尔 宾 斯 基 与 辛 哲 尔 关于 数 
论 函 数 的 文章 ， 例 如 他 们 证 明了 存在 整数 贯 || 与 mi| 使 


Ct) gm) 
ie p(n) 70, mg(m +1) 0 


其 中 p(n) 表 示 欧 拉 函 数 . 华 先生 与 我 交谈 后 发 现 , 用 布 伦 方法 可 能 
得 到 更 强 的 结果 .我 于 当晚 就 用 布 伦 方法 改进 了 他 们 的 结果 .我 证 明 
了 :任意 给 出 一 组 非 负 实数 a1,…, a, 及 e >0, 皆 存 在 自然 数 ”使 


2 <e,l<v<s. (1) 


进而 言 之 ， 存 在 仅 与 a!/，…，as 及 e 有 关 的 正常 数 c 及 Xo， 当 X 
之 Xo 时 ， 在 区 间 1<nX 中 满足 (1) 的 整数 个 数 不 少 于 
CX/ (logX)'''. 后 来 ， 辛 哲 尔 在 克服 了 一 些 困难 之 后 ， 又 将 这 一 
方法 用 于 其 他 几 个 数论 函数 .我 们 合作 了 两 篇 文章 ， 分 别 于 1956 
与 1958 年 发 表 于 波兰 杂志 上 . 这 是 我 的 处 女 作 ， 使 我 感到 分 外 喜 
悦 ， 那 时 我 国 数学 还 较 落后 ， 能 够 和 外 国人 合作 两 篇 文章 颇 令 人 关 
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注 ， 为 此 《中 国 青年 报 》 作 了 大 篇 幅 的 报导 ， 使 我 很 早 就 有 了 名 
气 . 我 决定 继续 这 方面 的 工作 .不 久 我 就 将 不 等 式 (1) 中 的 整数 
nn 换 成 了 存在 素数 p， 用 的 是 林 尼 克 与 瑞 尼 的 方法 . 一 方面 ， 华 先 
生 肯 定 了 我 的 成 绩 . 另 一 方面 ， 他 又 严肃 地 向 我 指出 :“ 要 有 速度 ， 
还 要 有 加 速度 "， 所 谓 “ 速 度 ” 就 是 要 出 成 果 ， 所 谓 “ 加 速度 ”就 
是 成 果 的 质量 要 不 断 地 提高 . 

我 又 继续 转 入 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 . 除 布 赫 夕 塔 布 的 论文 外 ， 
所 有 用 得 法 处 理 哥 德 巴赫 猜想 的 重要 论文 我 都 念 过 了 .但 国内 找 不 
到 布 赫 夕 塔 布 的 文章 ， 正 巧 这 时 听 说 科学 院 图 书馆 进口 了 一 批 老 的 
俄 文 数学 杂志 ， 我 立即 到 王府 井 科学 院 图 书馆 去 借阅 .这 批 杂 志 尚 
未 编目 ， 堆 放 在 地 上 .幸好 得 到 管理 员 的 同情 ， 让 我 就 地 看 看 ， 我 
花 了 一 整 天 时 间 将 布 赫 夕 塔 布 的 文章 抄 了 下 来 . 

我 很 快 弄 懂 了 布 赫 夕 塔 布 方法 的 实质 ， 它 是 一 个 恒等式 ， 有 了 
筛 函数 的 上 界 估计 及 一 个 下 界 估计 ， 即 可 以 用 这 一 恒等式 得 到 其 他 
点 的 下 界 估计 .反之 亦 然 ， 而 且 在 不 断 的 递 推 过程 中 ， 筛 函数 的 上 
下 界 估计 得 到 不 断 的 改进 ， 这 样 就 会 得 到 比 布 伦 方法 得 到 的 第 函数 
估计 更 好 得 多 的 结果 . 在 华 先生 的 帮助 下 ， 我 用 Az 上 界 方 法 改进 
了 布 伦 方法 得 到 的 第 函数 上 界 估 计 ， 再 用 布 赫 夕 塔 布 方法 即 得 到 更 
好 的 第 函数 下 界 估计 .从 而 我 于 1955 年 改进 了 布 赫 夕 塔 布 的 (4， 
4)， 而 证 明了 (3，4). 

这 时 有 传说 原 苏联 有 个 数学 家 证 明了 (1，3). 我 立即 写 信 给 
在 原 苏联 留学 的 大 学 同班 同学 孙 和 生 ， 请 他 打听 一 下 .他 很 快 回 了 
信 ， 告 诉 我 这 是 阿 . 维 诺 格 拉 多 夫 宣 布 了 (3，3)， 并 附 来 其 摘要 文 
章 的 手 抄本 .从 中 我 了 解 到 阿 . 维 诺 格拉 多 夫 的 结果 是 直接 从 A? 下 
界 方法 得 到 的 .这 一 方法 应 该 与 我 证 明 (3，4) 的 方法 的 强度 相 
当 . 我 很 快 发 现 了 他 的 证 明 中 的 不 足 . 幸好 在 添加 了 新 的 想法 之 
后 ， 阿 ` 维 诺 格拉 多 夫 对 (3，3) 的 证 明 作 了 更 正 . 
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这 时 ， 越 先生 要 我 注意 一 下 孔 恩 的 文章 . 我 立即 注意 到 他 证 明 
了 存在 无 穷 多 个 整数 zx， 使 rz + 1 为 不 超过 4 个 素数 之 乘积 .这 个 
结果 用 (3，4) 的 方法 是 得 不 到 的 ， 所 以 其 中 必 有 新 意 . 但 国内 找 
不 到 和 孔 恩 的 文章 . 为 此 华 先 生 专 门 致 函 叶 朗 ， 请 他 帮忙 设法 寄 来 孔 
恩 的 文章 .不久 ， 华 先生 收 到 了 吐 朗 寄 来 的 孔 恩 的 文章 的 照相 本 . 

其 实 ， 孔 恩 的 方法 就 是 利用 得 函数 上 下 界 估计 的 组 合 来 提高 结 
果 的 强度 .我 很 快 将 这 一 方法 与 我 证 明 (3，4) 的 方法 结合 了 起 
来 ， 并 证 明了 (3，3) 与 (ae，0) (a+6 委 5). 这 也 就 改进 了 孔 
恩 的 结果 (a，6) (a + 656)， 这 时 已 经 可 以 预料 到 和 欲 证 明 (2， 
3) 是 完全 可 能 的 ， 但 要 涉及 到 一 些 单 重 积分 的 近似 计算 . 数学 所 
正好 有 一 架台 式 机 械 计算 机 ， 经 过 几 个 月 的 计算 ， 我 于 1957 年 春 
证 明了 (2，3). 

华 先生 很 高 兴 ， 他 对 我 说 : “ 真 想不到 你 在 哥 德 巴赫 猜想 本 身 
就 做 出 了 成 果 ， 你 要 是 能 够 再 进一步 就 好 了 ， 如果 上 不 去 的 话 ， 你 
这 一 辈子 也 就 是 这 样 了 .” 这 也 真 让 他 说 中 了 ， 想 不 到 我 在 26 岁 时 
就 停 住 了 ， 在 攻 难 题 方面 不 再 有 进步 ， 但 值得 庆幸 者 ， 还 有 中 国 的 
数学 家 以 后 在 哥 德 巴赫 猜想 上 取得 了 更 进一步 的 成 果 . 

华 先 生 十 分 注意 为 数学 所 网 罗 人 才 . 陈景润 于 1953 年 毕业 于 
厦门 大 学 数学 系 ， 由 国家 统一 分 配 来 北京 市 立 四 中 教书 .由 于 他 不 
适宜 做 教学 工作 而 被 辞退 .厦大 校长 王 亚 南 调 他 回 厦大 作 图 书 资料 
管理 工作 . 由 于 他 的 刻苦 努力 ， 他 将 华 先 生 的 名 著 《 堆 人 双 素 数论 》 
上 一 个 结果 作 了 改进 ， 从 而 引起 了 华 先 生 的 注意 ， 于 1957 年 将 他 
调 来 数学 所 工作 . 

1954 年 ， 闵 喘 稚 先 生 在 北京 大 学 数学 系 开设 了 数论 专门 化 ， 
共有 四 个 学 生 . 他 们 与 数学 所 数论 组 的 人 关系 很 密切 ， 常 来 参加 哥 
德 巴赫 猜想 讨论 班 . 尤其 是 潘 承 洞 的 能 力 很 强 ， 他 自学 了 林 尼 克 方 
法 ， 并 且 首 先 得 到 了 算术 数列 中 最 小 素数 的 定量 估计 : 命 p(1, gq) 
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表示 适合 p 三 1(molg) 的 最 小 素数 ,此 处 (1, g)=1,g>2. 潘 承 洞 于 
1956 年 证 明了 p(1,g9) 禄 q*48( 林 尼克 原来 的 结果 为 p(1,g)<gq'， 
其 中 c 为 一 个 绝对 常数 ). 
华 先生 还 在 数论 组 创 导 过 数 的 几何 与 超越 数论 的 研究 ， 可 惜 均 
未 能 得 到 发 展 . 
三 新 的 探索 (1957 一 1966) 


1957 年 进行 了 “ 反 右 斗争 ”， 至 1958 年 初 逐渐 告 一 段落 . 接 
着 就 是 “大 跃进 "， 并 将 它 与 “人 民 公社 ”，“ 总 路 线 ” 一 起 并 列 为 
“三 面 红 旗 "， 左 的 路 线 在 各 地 风行 ， 人 祸 天 灾 ， 农 业 减 产 ， 人 民生 
活 陷入 极端 苦难 之 中 . 

科学 界 流行 着 所 谓 “ 厚 今 薄 古 "， “理论 联系 实际 "，“ 拔 白旗 ， 
插 红 旗 ", “外 行 领导 内 行 ” 等 ， 更 不 用 说 浮夸 风 与 睛 指挥 了 ， 华 先 
生 受 到 了 不 公正 的 批判 ， 被 迫 靠边 站 了 .数学 所 的 研究 组 被 解散 ， 
代 之 以 军队 建制 的 四 个 指挥 部 ， 数论 组 被 取消 后 ， 一 些 成 员 转 入 一 
个 以 运筹 学 为 工作 对 象 的 指挥 部 中 ， 从 事 线性 规划 ， 特 别 是 运输 问 
题 数学 方法 的 普及 工作 . 这 期 间 ， 我 参 予 执笔 撰写 过 两 本 小 册子 ， 
对 在 中 国 工业 部 门 普 及 线性 规划 起 了 一 些 宣传 作用 . 

1957 年 冬至 1958 年 夏 ， 我 被 下 放 到 河北 省 葛城 县 农村 进行 劳 
动 锻炼 ， 与 农民 同 吃 ， 同 住 ， 同 劳动 . 这 一 段 时 间 完 全 脱离 了 数学 
工作 . 

如 何 将 数学 工作 直接 服务 于 工农 业 生 产 ， 确 实 是 需要 认真 考虑 
的 问题 .我 从 农村 回 所 工作 后 ， 就 积极 到 周围 几 个 工业 院 校 去 了 解 
他 们 工作 中 对 数学 的 需要 .为 此 华 先生 和 我 一 起 学 习 过 〈 矿 体 几何 
学 》 并 合 写 过 一 篇 文章 . 

1958 年 ， 我 们 注意 到 原 苏 联 科学 院 1957 年 的 工作 总 绪 中 提 到 
了 两 项 重要 的 数学 成 果 : 一 项 是 公用 事业 中 的 数学 方法 ， 即 排队 
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论 ， 另 一 项 为 数论 在 多 重 积 分 近似 计算 中 的 应 用 .我 还 看 到 -篇 关 
于 积分 近似 计算 的 蒙特 卡 罗 方 法 的 伐 文 文章 ， 讲 到 其 中 所 需要 的 随 
机 数 服从 均匀 分 布 等 ， 我 曾 拿 了 这 篇 文章 给 华 先生 看 ， 他 那天 很 
累 , 不 想 看 .我 说 : “就 看 一 行 吧 .” 他 看 完 后 很 兴奋 地 说 : “蒙特 
卡 罗 方 法 实质 上 就 是 数论 中 的 -- 致 分 布 论 的 应 用 . 这 就 好 像 隔 着 一 
层 纸 ， 截 穿 了 就 那么 一 点 点 东西 .” 

1958 年 ， 我 们 见 到 了 卡 罗 波 夫 发 表 于 1957 年 原 苏联 的 《科学 
记录 》 上 的 文章 ， 那 是 一 篇 借助 于 完整 三 角 和 估计 来 构造 的 多 重 积 
分 求 积 公式 的 文章 . 1959 年 ， 我 们 又 见 到 他 关于 多 重 积分 求 积 公 
式 的 极 值 系数 法 文章 ， 他 证 明了 : 对 于 任何 素数 p， 皆 存在 整数 矢 
量 a(p)=(a1,…,a,) 使 


人 三 人 rr PT]dzl…dzy 


-> f( 竺 “ ,于 )< cy “(logp)”, (2) 
此 处 被 积 函数 是 周期 的 , 且 有 健 里 叶 展 开 式 
jzt…wz) = 


D:D cm,.., ms ) es mt ta,), 
其 中 

| CCm m,) |< C/( 均 ,元 ,)*， 
加 = max(1, | m 1),a > 1 及 C > 0 为 常数 .我 们 记 这 种 函数 类 为 
E。,,(C),a (p) 称 为 模 p 的 极 值 系 数 .1962 年 , 那 夫 卡 独立 地 得 到 了 
公式 (2), 并 称 a。(p) 为 模 p 的 好 格子 点 . 

这 一 公式 很 优美 ,但 要 求 出 矢量 a(p), 需 O(p?) 次 初等 运算 . 

从 计算 数学 的 眼光 看 , 只 能 算是 一 条 存在 性 定理 , 因此 寻求 一 个 直接 
的 方法 很 重要 . 华 先生 以 其 敏锐 的 数学 直觉 及 从 具体 特例 入 手 的 单 
刀 直 入 研究 方法 而 著称 , 他 建议 我 先 从 * = 2 的 情况 入 手 .我 们 很 快 
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证 明了 如 果 在 公式 (2) 中 将 素数 换 成 任意 整数 n, (2) 的 左 端 都 不 会 
比 Cn “log” 更 好 . 华 先 生 预 测 当 = 2 时 , 用 斐 波 那 契 贯 可 达 这 一 
我 当时 对 数论 方法 的 掌握 还 很 不 够 , 实际 上 是 边 学 边 干 . 斐 波 那 


契 贯 是 从 QCV5) 的 单位 - 方 3 + 看 的 连 分 数 展开 中 得 来 的 . 我 嫌 其 系 


数 1/2 麻烦 , 所 以 改 用 Se Q(V2), 其 单位 -1+V2 的 系数 是 整数 . 
假定 p,/q, 是 /2 -1 的 第 n 个 渐 近 分 数 , 则 我 们 证 明了 : 


fee 0)| 上 J 2azdy 


和 
-二 /上 站)|< Se, 0 
ntl \dn qn qn 


这 是 一 个 正 于 至 善 的 构造 性 公式 . 华 先生 与 我 将 这 一 结果 发 表 于 
1960 年 的 (科学 记录 》 上 .这 是 我 们 合作 的 第 一 篇 有 意思 的 应 用 数学 
论文 .后 来 发 现 了 原 苏联 数学 家 巴赫 瓦 洛 夫 也 证 明了 同样 的 结果 ,但 
他 用 的 方法 要 间接 得 多 . 

如 何 将 (3) 式 推广 至 * > 2 的 情况 ? 首先 要 推广 斐 波 那 契 贯 
(FF,). 华 先生 考虑 到 ,1/F。 是 黄金 数 (3 了 1 ( = 2eos 和 ) 的 新 近 


分 数 , 他 认为 应 将 黄金 数 推广 为 一 般 分 贺 域 Q(cos 到)(m 之 5) 的 整 


底 , 从 分 圆 域 的 一 组 独立 单位 出 发 来 构造 束 底 的 联 立 有 理 通 近 .这 一 
有 理 逼 近 就 可 以 看 作 是 斐 波 那 契 贯 的 推广 . 


详 计 之, 取 分 加 域 R, = Q (cos 算 ) ,此 处 p 为 一 个 素数 之 5. 已 
知 这 是 一 个 次 数 为 = 2 的 实 代数 数 域 , 它 有 一 组 独立 单位 
pi= sin /sn 玛 ， 1<1l<;s -1, 
其 中 g 是 modp 的 一 个 原 根 .利用 这 一 组 单位 可 得 一 组 单位 (1 = 


我 的 数学 生活 473 


1,2,…) 满 足 

n>l, n= O(n 1), 2<i<;s, 
其 中 7y? 是 (= wy) 的 共 思 e 数 .已 知 1 =2c0s 2 (1<1<s) 是 
R, 的 整 底 , 所 以 


P= mm 与 Wo HD=h (<i<s) 
都 是 有 理 整 数 . 于 是 得 到 联 立 有 理 通 近 

各- =0(n7 i) (Qi<s). 
(hs…, 有 ws-15m) 就 可 以 看 作 是 (1, Pi; F,,1) 的 推广 .于 是 我 们 


得 到 一 个 求 积 公式 
| : COzb yi)dzi… 


人 人 a 由 


各 nm nm 
得 到 这 一 公式 所 需 的 计算 量 仅 为 O(logn,). 因 此 是 一 个 构造 性 公 
式 ,但 遗憾 的 是 我 们 无 法 估计 (4) 的 理论 误差 ， 

这 时 我 见 到 原 苏联 数学 家 沙 尔 抵 柯 夫 借助 于 计算 机 及 卡 罗 波 夫 
方法 算出 当 2<s<10 时 一 张 关于 (a1,…, a,;n) 的 表 .这 就 启发 了 
我 放弃 我 们 擅长 的 用 逻辑 推导 的 方法 求 理论 误差 的 途径 , 改 用 模拟 
的 手段, 即 先 用 台式 计算 机 算出 一 个 * = 11 时 的 数据 (a1,…, an 
nn), 再 请 计算 所 的 朋友 将 这 一 数据 所 对 应 的 求 积 公式 的 数值 误差 算 
出 来 .结果 是 颇 为 理想 的 .为 此 数学 所 还 付 给 计算 所 200 元 机 时 费 . 
华 先生 与 我 将 成 果 写 成 了 两 个 研究 简报 及 一 篇 文章 ,分 别 于 1964 及 
1965 年 发 表 在 《科学 通报 ) 及 《中 国 科 学 》 上 面 . 

几 个 纯粹 数学 的 学 科 , 如 数论 , 代数 , 拓扑 学 与 函数 论 , 在 三 年 
“大 跃进 "中 受到 了 特别 大 的 冲击 .1961 年 夏 , 在 颐和园 中 的 龙王 庙 
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分 别 召 开 了 这 几 个 学 科 的 学 术 会 议 .与 会 者 在 会 上 批判 了 这 几 年 
“ 左 "的 破坏 .会 后 ,数论 的 研究 有 所 恢复 .我 参加 了 会 议 . 

1960 年 , 潘 承 洞 作为 研究 生 毕 业 于 北大 , 由 国家 统一 分 配 至 山 
东 大 学 工作 .他 发 现 匈牙利 数学 家 瑞 尼 于 1947 年 证 明 的 著名 结果 
(1, C), 其 中 C 是 一 个 大 常数 ,依赖 于 中 值 公式 ; 

3 liz | 
之 CD) Dy | (rx;D,/)— g(D) 
Ee 
0(mass); (5) 
其 中 w(D) 表 示 考 比 乌 斯 函数 ,liz = 友和 ,r(x;D, 1) 表 示 通 合 p 
和 xz, Pp 三 (modg) 的 素数 个 数 及 A 为 一 个 常数 >5.(1, C) 中 的 C 
依赖 于 (5) 中 的 7, 由 瑞 尼 方法 得 到 的 7 很 小 ,所 以 C 很 大 . 

潘 承 洞 对 中 值 公式 作 了 实质 的 改进 ,他 证 明了 当 9= 也 - e 时 ， 
其 中 为 任意 正 数 , (5) 式 成 立 , 当然 此 时 与 O 有 关 的 常数 依赖 于 e， 
并 由 此 推出 (1, 5). 这 时 我 又 收 到 了 原 苏联 数学 家 巴尔 巴 恩 寄 来 的 论 
文 ,他 证 明了 (5) 式 对 于 w= 二 -。 成 立 .我 将 潘 承 洞 的 结果 写 信 洁 


诉 了 巴尔 巴 轧 . 不 久 ,我 又 收 到 了 潘 承 洞 将 (5) 式 中 的 7 改进 为 名 - 
e 并 推出 (1, 4) 的 论文 手稿 .同时 ,我 也 收 到 了 巴尔 巴 恩 的 信 , 信 中 说 
他 已 证 明了 y= 言 ~e 及 (1,4). 我 将 潘 承 洞 证 明 (1,4) 的 方法 告诉 
了 巴尔 巴 恩 ,他 回信 说 他 的 证 法 跟 潘 承 洞 的 证 法 是 一 致 的 . 这 样 一 
来 ,他 们 就 独立 地 证 明了 (1,4). 同 时 ,我 又 指出 , 从 潘 承 洞 的 9 
~ 即 可 以 推出 (1,4). 潘 承 洞 在 这 一 段 时间 中 是 奋力 拼搏 的 , 他 给 
我 写 了 约 六 十 封 信 , 但 他 在 北大 的 未 婚 麦 只 收 到 了 两 封 信 ， 

1965 年 , 我 们 得 知 原 苏联 数学 家 阿 . 维 诺 格拉 多 夫 将 (5) 中 的 7 
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改进 为 亏 - e, 从 而 推出 了 (1,3), 这 样 一 来 , 哥 德 巴 薪 猜想 的 记录 就 
落 入 外 国 数学 家 之 手 了 .但 阿 维 诺 格拉 多 夫 的 论证 不 易 懂 , 我 对 此 
存 有 疑惑 .事实 上 ,他 在 以 后 对 其 文章 作 了 修正 

幸好 有 陈景润 ,他 不 居 险 阻 .1965 年 冬 ,他 证 明了 (1,2), 其 中 他 


用 到 阿 . 维 庶 格 拉 多 夫 的 公式 (5), 此 处 7= 十-。.1966 年 ,陈景润 
将 (1,2) 在 (科学 通报 ) 上 宣布 了 , 以 后 , 这 一 杂志 即 因 * 文 化 大 革命 ” 
的 开始 而 停刊 ,陈景润 总 算 拱 上 了 最 后 一 班车 . 陈景润 证 明 (1,2) 的 
方法 是 有 创造 性 的 ,国外 称 之 为 “转换 原理 ”. 

这 期 间 值得 记述 者 为 我 在 1958 年 做 了 模 p 的 最 小 原 根 e(p) 的 
估计 .特别 在 广义 黎 曼 假设 下 ,我 证 明了 

8(p)= O( mslogp), 

其 中 m 表示 p 1 的 互 异 素 因 子 个 数 .这 一 结果 与 g(p) = 0(logp) 
已 相差 很 近 , 至 今 尚 无 实质 改进 .1965 年 我 又 对 阶 为 * 的 两 两 正 交 
拉丁 方 的 个 数 N(s) 的 上 界 估计 作 了 改进 .上 述 两 个 结果 都 是 在 有 了 
灵感 之 后 不 到 一 个 月 之 内 完成 的 . 

1958 年, 中 国 科学 技术 大 学 成 立 , 华 先生 被 任命 为 副 校 长. 他 要 
去 科大 应 用 数学 系 兼 课 , 他 要 创 导 "一 条 龙 "教学 法 .他 始终 认为 数学 
是 一 门 内 在 紧密 联系 的 学 问 , 所 以 将 基础 课 分 成 微 积分 , 高 等 代数 ， 
复 变 函数 论 等 分 科 来 讲授 是 将 数学 人 为 地 割裂 开 来 了 . 华 先生 决定 
将 所 有 的 基础 课 放 在 一 起 教 三 年 . 他 还 兴致 过世 地 定 了 一 个 颇 有 雄 
心 的 计划 , 即 写 一 部 六 \ 七 卷 的 著作 来 阐述 大 学 基础 课 .这 一 计划 由 
于 "文化 大 革命 "的 开始 而 中 断 . 他 只 完成 了 二 卷 共 四 册 , 由 科学 出 版 
社 出 版 

华 先生 要 我 做 他 的 助手 . 教 课 的 讲义 由 他 先 写 出 百 分 之 七 十 左 
有 ,然后 由 我 补充 剩 下 的 部 分 .补充 的 部 分 均 为 较 成 熟 的 教材 或 我 们 
合作 的 东西 . 华 先生 每 周 上 四 小 时 课 , 我 也 上 四 小 时 课 .我 主要 讲授 
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教材 中 较为 技巧 性 的 部 分 及 例题 . 若 华 先生 有 事 , 则 他 的 课 就 由 我 代 
蔡 . 此 外 ,学 校 还 为 我 们 配 有 助教 , 负责 给 学 生出 习题 及 批改 作业 . 曾 
先后 担任 过 我 们 助教 的 有 韩 京 清 , 邓 诗 涛 与 周 永 佩 . 

1962 年 ,我 与 吴 方 一 道 在 科大 数学 系 组 织 了 一 个 数论 专门 化 . 
讲授 数论 导 引 , 解析 数论 及 指导 毕业 论文 .学 生 有 冯 克 勤 , 於 坤 瑞 , 朱 
部 展 , 王 连 祥 与 蒋 运 财 ,再 加 上 前 两 年 来 数学 所 数论 组 工作 的 谢 盛 刚 
与 陆 洪 文 .这 些 人 都 受过 我 的 影响 而 取得 不 少 成 绩 , 可 惜 他 们 的 工作 
刚 开始 即 因 “ 文 化 大 革命 "而 中 断 . 

我 还 与 越 先生 一 起 协助 华 先生 撰写 了 他 的 著作 《指数 和 的 估计 
及 其 在 数论 中 的 应 用 》. 该 书 于 1959 年 在 原 东 德 正式 出 版 . 


动 难 (1966 一 1976) 


1966 至 1976 年 ， 整 个 国家 遭受 了 十 年 “文化 大 革命 ” (简称 
“文革 ”) 的 浩 动 ， 大 批 老干部 ， 科 学 家 ， 教 师 ， 工 程 师 ， 医 生 与 文 
化 艺术 工作 者 都 遭 到 残酷 迫害 ， 研 究 所 与 大 学 的 工作 都 被 迫 全 部 停 
顿 了 . 

幸好 华 先生 得 到 了 毛泽东 主席 与 周恩来 总 理 对 他 的 特殊 保护 ， 
从 而 还 未 受到 太 大 的 冲击 ， 但 亦 遭 到 红 卫兵 的 几 次 抄家 及 被 造反 派 
批斗 了 几 次 .他 虽然 还 可 以 较 安稳 地 果 在 家 里 ， 并 间断 地 到 一 些 工 
交 部 门 去 普及 “优选 法 ”与 “统筹 法 ” (简称 “ 双 法 ")， 但 不 能 和 
学 生 交谈 与 进 图 书馆 . 

1964 年 ， 我 随 数学 所 的 人 去 吉林 省 梨 树 县 参加 “四 清 运动 ”， 
次 年 回 所 .1966 年 即 开始 了 “文革 ". 我 亦 遭 到 抄家 与 批判 ，1966 
年 8 月 20 日 数学 所 文化 革命 委员 会 筹 委 会 召开 了 批判 华 先生 的 大 
会 . 事前 筹 委 会 的 一 个 负责 人 曾 召 集 华 先生 的 学 生 越 民 义 ， 万 哲 
先 ， 陆 启 镍 ， 吴 方 与 我 交谈 ， 要 大 家 作 一 个 联合 发 言 ， 并 指定 万 哲 
先 起 草 发 言 稿 ， 由 我 来 念 ， 当 时 大 家 的 思想 已 被 搞 乱 ， 认 为 理应 这 
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样 做 .事后 反省 ， 很 感 内 次 .1968 年 ， 随 着 “清理 阶级 队伍 ” 运 
动 的 进行 . 我 又 被 划 入 了 数学 所 中 一 个 所 谓 攻击 无 产 阶 级 司令 部 的 
反革命 小 集团 ， 受 到 更 为 严重 的 迫害 .我 于 1969 年 冬 被 下 放 到 湖 
北 泗 江 “五 七 干校 ”劳动 ，1971 年 夏 回 所 工作 . 酒 江 是 个 血吸虫 
流行 的 区 域 ， 一 些 人 曾 由 于 防御 不 良 而 被 染 上 血吸虫 病 ， 我 幸运 地 
未 被 染 上 . 

1966 年 冬 ， 我 与 郭 宝 文 结婚 ， 并 于 1968 年 与 1972 年 各 得 一 
子 . 小 家 庭 的 温暖 是 这 几 年 苦难 日 子 能 够 支撑 的 巨大 力量 . 

1971 年 ， 林 彪 的 “ 九 * 一 三 事件 ”发 生 了 . 周 总 理 自 “ 文 革 ” 
开始 后 ， 就 想方设法 对 科学 院 进行 保护 ，1972 年 ， 他 又 调 走 了 进 
驻 科 学 院 及 其 各 研究 所 的 “工人 ， 解 放 军 毛泽东 思想 宣传 队 ”， 调 
来 了 周 荣 侈 主持 工作 ， 直 至 1975 年 . 以 后 ， 周 总 理 与 邓小平 副 总 
理 又 调 来 胡耀邦 ， 李 昌 与 王 光 伟 来 科学 院 主持 工作 .他 们 拨 乱 反 
正 ， 大 力 整顿 ， 科 学 院 开始 有 了 生机 . 

实际 上 ， 从 “ 九 : 一 三 事件 ”后 ， 人 们 即 从 短暂 的 困惑 与 疑虑 
中 惊醒 过 来 . “文革 ”到 底 是 什么 ? 这 时 人 们 已 从 “文革 ”初期 的 
狂热 转向 冷静 .数学 所 的 人 悄悄 地 钻 进 了 “业务 ”之 中 ， 几 乎 找 不 
到 一 个 真正 的 “运动 ”积极 分 子 . 

我 在 政治 上 受到 迫害 ， 生 活 上 亦 很 困难 . 刚 结婚 时 ， 我 家 被 挤 
住 在 熊 庆 来 先生 家 的 食堂 里 ， 只 有 10 平方 米 大 小 ， 有 了 两 个 孩子 
以 后 ， 才 给 了 我 一 间 16 平方 米 的 房子 . 吃饭， 住宿 与 工作 都 在 这 
间 房 子 里 ， 在 晚上 小 孩子 都 睡 着 了 ， 我 才能 够 看 书 ， 并 借用 床 的 一 
角 当 桌子 用 来 写字 . 

我 已 经 多 年 不 进 图 书馆 ， 不 读书 ， 也 不 看 数学 杂志 了 ， 当 然 一 
点 也 不 会 知道 国际 上 的 数学 发 展 . 1971 年 ， 我 首先 用 了 两 周 时 间 
去 图 书馆 看 看 新 书 与 新 杂志 ， 包 括 美国 的 《数学 评论 ) ， 特 别 我 了 
解 到 这 些 年 来 在 丢 番 图 分 析 方 面 有 了 很 好 的 进展 ， 我 于 是 将 以 前 在 
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科大 的 几 个 学 生 组 织 起 来 一 起 学 习 .， 我 们 着 重 学 习 了 贝克 尔 与 施 密 
特 的 卓越 工作 . 

我 们 早 就 知道 ， 如 果 要 求 得 公式 (4) 的 理论 误差 ， 就 必须 要 
一 条 大 定理 ， 即 罗斯 代数 数 的 有 理 表 近 定理 关于 联 立 逼 近 的 推广 . 
这 一 难题 已 由 施 密 特 在 1970 年 解决 了 . 利用 他 的 结果 ， 我 们 就 证 
明了 (4) 式 两 端的 差 图 于 


O(nr ($+acn)e+e). (4) 


1972 年 ， 华 先生 参加 了 由 廖 承志 率领 的 一 个 代表 团 访 问 日 本 . 
日 本 数学 家 告诉 他 “ 华 - 王 方法 ”很 成 功 ， 并 送 给 他 一 本 札 伦 巴 主 
编 的 论文 集 ， 其 中 包含 一 篇 哈 波 论述 分 贺 域 方法 的 文章 ， 并 首次 用 
“ 华 - 王 方法 ”来 命名 这 个 方法 . 华 先生 与 我 已 经 多 年 不 来 往 了 ， 
他 专门 给 我 打 电话 要 我 去 找 他 一 下 ， 我 们 研究 了 这 本 书 ， 分 享 了 成 
果 得 到 承认 时 的 喜悦 .当时 哈 波 还 不 知道 公式 (4) 的 理论 误差 
(4) 已 被 我 们 证 明了 .从 此 我 们 中 断 了 多 年 的 合作 又 开始 了 .我们 
考虑 了 用 PV 数 来 构造 高 维 求 积 公式 ， 特 别 研究 了 广义 斐 波 那 契 贯 
的 理论 与 应 用 . 

在 “文革 ”前 ， 最 早 是 布 赫 夕 塔 布 1960 年 出 版 的 一 本 教科 书 
《数论 ) 上 将 〈2，3) 列 为 一 条 定理 ， 以 后 ， 西 尔 宾 斯 基 的 书 上 也 
写 了 这 一 结果 . 又 见 1963 与 1964 年 出 版 的 卡 罗 波 夫 ， 巴 赫 瓦 洛 夫 
与 沙 卜 夫 的 书 与 论文 中 征 引 了 华 先 生 与 我 关于 分 圆 域 最 早 的 文章 . 
这 时 ， 在 图 书馆 里 ， 我 风 到 “文革 ”后 期 出 版 的 一 些 书 ， 如 哈 贝斯 
坦 与 罗斯 ， 革 罗斯 瓦尔 德 的 书 及 不 少 文章 中 都 引 征 我 这 两 方面 的 著 
作 . 我 感到 成 果 得 到 承认 时 的 欣慰 .这 无 疑 是 这 么 多 年 来 辛苦 的 最 
大 回报 . 

1972 年 ， 部 分 学 术 杂 志 开始 恢复 出 版 了 ， 陈 景 润 将 他 (1，2) 
的 证 明 全 文 投稿 《中 国 科 学 》. 该 文 被 送 交 闵 先生 与 我 审查 . 最 熟 
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悉 这 方面 工作 的 人 是 潘 承 洞 与 我 ， 但 那 时 彼此 不 能 来 往 ， 只 好 由 我 
独自 来 承担 审 稿 任务 .在 这 篇 文章 中 ， 陈 景 润 对 他 原来 的 证 明 作 了 
相当 简化 . 这 时 我 们 已 经 见 到 了 庞 比 尼 独 立 于 阿 - 维 诺 格 拉 多 夫 发 
表 的 具有 = 二 -e 的 公式 (5) 的 证 明 .实际 上 ， 庞 比 尼 的 公式 
中 的 求 和 范围 可 达到 D 达 x1?/lim3x， 而 且 证 明 很 清楚 简洁 ， 另 一 
方面 ， 阿 ' 维 诺 格拉 多 夫 也 修正 了 他 的 证 明 . 尽管 陈景润 (1，2) 
的 证 明 结构 很 易于 了 解 ， 但 为 了 慎重 起 见 ， 每 一 个 证 明细 节 仍 应 仔 
细 推 殴 ， 为 此 我 让 陈景润 给 我 整整 讲 了 三 天 ， 待 一 切 都 清楚 无 误 
时 ， 我 也 顾 不 得 “文革 ”之 极 左 ， 在 他 的 文章 审 稿 意见 上 写 下 了 
“未 发 现 证 明 有 错误 ”". 闵 先 生 也 支持 了 他 ，(1，2) 的 证 明 全 文 终 
于 得 以 在 1973 年 《中 国 科 学 》 上 面世 . 

我 也 将 与 华 先生 合作 的 工作 整理 成 三 篇 论文 《 论 一 致 分 布 与 近 
似 分 析 》， 分 别 在 《中 国 科学 》1973，1974 与 1975 年 发 表 了 . 
1974 年 ， 华 先生 曾 收 到 国际 数学 大 会 作 报告 的 邀请 ， 他 拟 去 报告 
分 圆 域 方法 及 有 关 问 题 ， 可 惜 未 能 获准 前 往 ， 这 时 华 先生 与 我 还 策 
划 写 一 本 专著 来 全 面 阐述 一 下 近似 分 析 中 的 数论 方法 ， 由 我 先 写 出 
初稿 . 

1974 年 ， 潘 承 洞 与 我 之 间 的 联系 也 恢复 了 ， 潘 承 洞 已 洞察 到 
陈景润 (1，2) 的 证 明 关键 可 以 写成 一 条 类 似 于 (5) 的 中 值 公式 ， 
这 样 就 得 到 了 一 个 简化 证 明 . 当时 参 子 一 起 讨论 的 有 潘 承 洞 ， 丁 夏 
畦 与 我 . 我们 三 人 合作 了 一 篇 文章 . 

1975 年 ， 方 开 泰 曾 来 问 及 我 高 维 求 积 公式 的 数论 方法 问题 ， 
这 埋 下 了 我 们 以 后 二 十 年 合作 的 种 子 . 

1971 年 开始 的 “乒乓 外 交 ” 使 长 期 封闭 的 中 国 大 门 开 了 一 下 ， 
以 后 就 愈 开 愈 大 了 戴 维 斯 是 第 一 个 来 访 的 数学 家 ， 华 先生 主持 了 
他 的 报告 会 ， 我 去 听 了 报告 . 接着 ， 曾 对 中 国 数学 发 展 作出 过 重要 
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贡献 的 陈省身 教授 也 访问 了 北京 . 我 去 听 了 他 的 报告 并 参与 一 起 座 
谈 . 1976 年 5 月 ， 美 国 数学 家 代表 团 一 行 十 人 来 大 陆 访问 一 个 月 ， 
进行 了 广泛 的 交流 活动 .我 向 美国 代表 团 报告 了 华 先生 与 我 合作 的 
工作 ， 受 到 了 好 评 . 


五 ” 春 回 大 地 


1976 年 10 月 6 日 , “四 人 帮 ” 及 其 爪牙 被 捕 . 这 实际 上 宣告 
了 “文革 ”的 结束 

如 同 冬 去 春来 ， 到 处 充满 着 生机 . 当年， 数学 所 就 召集 全 国 各 
著名 大 学 数学 系 派 代表 来 数学 所 商讨 如 何 恢复 与 发 展 中 国 数学 的 问 
题 . 1978 年 ， 在 成 都 举行 了 停顿 近 二 十 年 的 中 国 数学 会 年 会 ， 我 
参加 了 会 议 并 主持 了 数论 组 的 论文 报告 . 

1978 年 12 月 ， 召 开 了 党 的 十 一 届 三 中 全 会 ， 决 定 将 党 的 工作 
重点 转移 到 现代 化 建设 上 来 ， 特 别 是 会 议决 定 了 改革 开放 政策 . 

我 收 到 了 去 法 国 ， 原 西 德 与 英国 访问 及 开会 的 邀请 .我 很 感谢 
党 和 政府 对 我 的 信任 ， 批 准 我 一 个 人 单独 去 这 三 个 国家 访问 三 个 半 
月 . 这 是 我 第 一 次 出 国 ， 也 是 当时 很 少 几 个 出 国 访问 的 学 者 之 一 . 
1979 年 5 月 至 8 月 ， 我 先后 去 法 国 高 等 研究 院 与 波恩 数学 研究 所 
各 工作 了 一 个 多 月 ， 并 顺 访 了 法 国 与 原 西 德 一 些 著名 大 学 ， 再 去 英 
国 达 勒 姆 参加 了 一 个 国际 解析 数论 会 议 后 回国 ， 在 英国 意外 地 碰 到 
了 正在 英国 伯明翰 大 学 访问 的 华 先生 及 国内 来 的 潘 承 洞 . 潘 承 洞 与 
我 都 被 安排 作 了 大 会 的 全 会 报告 ， 他 与 我 分 别 在 会 上 讲述 了 中 国 数 
学 家 在 哥 德 巴赫 猜想 及 高 维 求 积 公式 方面 的 成 就 .这 次 访问 ， 我 向 
西方 学 者 多 次 讲述 了 中 国学 者 在 封闭 与 极为 困难 的 条 件 下 取得 的 成 
就 ， 受 到 了 普遍 的 尊重 与 好 评 . 回国 后 ， 我 又 多 次 作 报 告 ， 介绍 国 
外 的 数学 研究 ， 教 学 ， 管 理 制度 ， 友 好 往来 及 个 人 感受 等 .对 长 期 
处 于 封闭 状态 的 科技 工作 者 ， 无 疑 是 很 有 兴趣 的 .1980 年 10 月 ， 
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我 又 参加 了 以 华 先 生 为 首 的 中 国 数学 家 代表 团 对 美国 作 了 一 个 月 回 
访 ， 然 后 我 继续 留 在 美国 访问 了 两 个 多 月 ， 并 与 失散 了 三 十 多 年 的 
弟弟 妹妹 见 了 面 并 作 短 期 团聚 . 直至 1995 年 ， 我 又 去 过 四 次 美国 ， 
及 日 本 ， 加 拿 大 ， 俄 罗斯 ， 新 加 坡 ， 泰 国 ， 非 律 宾 与 香港 ， 澳 门 及 
台湾 共 三 十 几 次 ， 总 时 间 约 五 年 . 每 次 我 都 按期 回国 ， 没 有 在 国外 
多 滞留 一 天 ， 通 过 出 访 ， 学 习 了 别人 的 长 处 ， 开 阔 了 眼界 ， 也 宣扬 
了 我 国 数学 家 的 成 就 ， 广 交 了 朋友 . 

1979 年 7 月 ， 数 学 所 分 成 数学 研究 所 ， 应 用 数学 研究 所 与 系 
统 科学 研究 所 ， 我 留 在 数学 所 工作 . 

春天 降临 了 ， 可 是 我 已 年 过 半 百 ， 进 入 老年 了 ， 如 何 工作 更 适 
宜 于 我 ? 必须 认真 思考 . 我 决定 一 面 做 研究 ， 一 面 应 将 过 去 的 工作 
整理 成 书 出 版 ， 由 于 研究 分 圆 域 方 法 ， 我 对 经 典 代数 数论 及 丢 番 图 
分 析 也 有 了 一 些 了 解 . 1978 年 ， 施 密 特 来 中 国 访问 ， 我 们 有 幸 相 
识 .1979 年 ， 我 们 又 在 达 勒 姆 会 面 了 .1980 年 ， 我 去 美国 ， 专 程 
到 他 那里 访问 了 一 个 星期 ， 并 住 在 他 家 里 ， 从 而 了 解 到 他 当时 从 事 
的 研究 工作 . 特别 是 他 用 哈代 一 李 特 伍德 圆 法 求 出 了 一 般 奇 次 型 组 
最 小 解 估计 的 工作 .他 的 结果 可 以 述 于 下 : 

命 Fi( 王 ) = FE (zi，…，Zzs) (1<i<h) 为 个 实 系数 的 
奇 次 型 〈 即 齐 次 多 项 式 )， 其 次 数 均 雯 &， 则 对 于 任何 大 数 已 ， 皆 
存在 常数 c= c(h，k，E) 具有 如 下 性 质 ， 当 T 之 1 及 ;之 c 时 皆 
存在 整 点 三 € Z: 满足 

0<|¥EI<T, |F(£)I<IFITE, 1<i<h, 
此 处 | 下 | 表 示 型 F 系数 的 最 大 绝对 值 ，| z | 表示 三 的 支 量 的 最 大 
绝对 值 及 与 写 有 关 的 常数 仅 依赖 于 ，h，E. 
若 诸 已 的 系数 为 整数 ， 则 可 以 由 此 导出 不 定 方程 组 
F; 〈 亚 ) =0, 1<i<h 
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的 最 小 非 寻 常 解 估计 . 

这 一 结果 深 深 地 吸引 了 我 . 这 是 由 于 施 密 特 将 圆 法 用 到 了 非 加 
型 的 丢 番 图 不 等 式 组 与 方程 组 ， 而 且 在 多 变数 之 下 ， 最 小 解 的 阶 估 
计 是 至 于 至 善 的 .但 施 密 特 的 结果 对 偶 次 型 是 不 对 的 ， 例 如 下 ( 王 ) 
=zt+…+z=0, 除 三 =0 之 外 ,就 没有 其 他 实 解 ， 这 使 我 想起 华 
先生 在 50 年 代 曾 说 过 ， 将 解析 数论 的 结果 推广 到 代数 数 域 去 的 研 
究 方向 ， 我 猜想 若 在 全 虚 域 中 求解 ， 可 能 会 取消 型 的 次 数 为 奇数 的 
限制 ， 至 少 对 加 型 方程 可 以 尝试 . 

从 80 年 代 初 开始 ， 我 就 着 手 学 习 西 革 尔 关于 代数 数 域 上 圆 法 
的 文章 及 日 本 数学 家 龙 泽 周 雄 与 三 井 孝 美 关于 西 革 尔 方法 的 改进 文 
章 

施 密 特定 理 证 明 的 第 一 步 为 求 出 一 个 加 型 方程 的 最 小 解 估计 ， 
再 用 德 文 坡 德 与 海尔 仆 朗 方法 以 证 明定 理 对 于 一 个 加 型 不 等 式 成 
立 ， 最 后 用 “对 角 化 方法 ”得 出 一 般 定 理 . 其 中 第 一 步 是 最 关键 
的 . 大 约 用 了 二 、 三 年 时 间 ， 我 弄 懂 了 西 革 尔 方法 并 将 它 用 于 加 型 
方程 ， 证 明了 施 密 特 关 于 奇 次 加 型 方程 最 小 解 估计 在 全 虚 代 数 数 域 
中 的 类 似 .这 时 加 型 方程 的 次 数 是 没有 限制 的 ， 我 将 结果 的 证 明 详 
细 写 出 ， 投 交 给 波兰 〈 算 学 学 报 》 发 表 . 

1985 至 1986 年 ， 我 应 邀 去 普林斯顿 高 等 研究 院 工 作 ， 正 巧 施 
密 特 也 在 那里 ， 他 建议 我 研究 丢 番 图 不 等 式 ， 并 预测 他 的 结论 在 全 
虚 代数 数 域 中 有 类 似 ， 即 对 于 任意 次 数 的 复 系数 型 系 成 立 ， 在 这 一 
年 里 ， 我 证 实 了 他 的 猜想 . 除 将 论文 送 交 (数论 杂志 》 发 表 外 ， 我 
还 开始 写 一 本 专著 《代数 数 域 中 的 丢 番 图 与 方程 不 等 式 〉 来 全 面 六 
述 代数 数 域 中 的 西 革 尔 圆 法 与 施 密 特 方法 及 其 应 用 ， 这 本 书 于 
1991 年 由 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 了 . 

70 年 代 末 ， 由 于 某 个 昂贵 试验 ， 要 求 用 较 少 的 试验 次 数 以 得 
出 较 好 的 试验 结果 来 . 常用 的 正 交 设计 法 所 需 的 试验 次 数 太 多 ， 不 
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能 应 用 ， 这 就 使 方 开 泰 来 找 我 商量 可 否 用 数论 方法 来 安排 试验 的 问 
题 . 我 们 合作 将 数论 方法 加 以 移植 . 

首先 要 建立 模型 ; 假定 有 一 个 * 个 因素 ， 每 个 因素 有 9 个 水 
平 的 试验 要 安排 我们 将 每 个 试验 对 应 于 * 维 单 位 立方 体 G, 中 一 
个 等 距 的 有 理 点 . 这 样 共 约 9: 个 等 距 有 理 点 ， 我 们 在 其 中 确定 一 
个 有 O(9) 个 点 的 集合 A. A 在 G, 中 是 均匀 散布 的 . 在 A 的 点 上 
安排 试验 ， 这 就 是 所 谓 的 “均匀 设计 ". 由 于 试验 次 数 一 般 只 有 几 
次 至 几 十 次 ， 所 以 我 们 需要 一 些 均匀 散布 的 小 样本 ， 而 过 去 数值 积 
分 法 所 具备 的 样本 都 是 大 样本 . 于 是 我 们 就 借用 卡 罗 波 夫 的 “ 极 值 
系数 法 ”找到 了 一 批 小 样本 ， 这 样 就 解决 了 问题 ， 由 此 引发 了 方 开 
泰 与 我 长 达 二 十 年 的 合作 . 我 们 将 数论 方法 用 于 有 约束 的 试验 设计 
问题 ， 统 计 中 的 最 优化 问题 ， 多 元 分 布 代表 的 确定 及 统计 推断 等 
从 90 年 代 开 始 ， 我 们 撰写 了 一 本 书 《统计 中 的 数论 方法 》 来 阐述 
我 们 合作 的 结果 ， 由 方 开 泰 负责 执笔 ， 由 我 补充 ， 这 本 书 已 于 
1994 年 由 卡 普 曼 一 秆 尔 出 版 社 出 版 

“文革 ”结束 前 ， 华 先生 与 我 即 着 手写 第 一 本 书 《数论 在 近似 
分 析 中 的 应 用 )， 这 是 总 结 高 维 求 积 公式 的 数论 方法 ， 其 中 包括 华 
先生 与 我 的 工作 . 该 书 于 1978 年 由 科学 出 版 社 出 版 ， 被 列 为 该 出 
版 社 的 “纯粹 数学 与 应 用 数学 丛书 ”第 一 册 . 那 时 ， 斯 普 林 格 出 版 
社 愿 与 科学 出 版 社 联合 用 英文 出 版 一 些 中 国 数学 家 的 著作 ， 本 书 的 
英文 版 于 1981 年 由 他 们 联合 出 版 . 更 早 些 ， 日 本 数学 家 江 田 义 计 
将 这 本 书 译 成 了 日 文 ， 由 于 英文 版 的 面世 而 未 出 版 

我 又 应 新 加 坡 世 界 科学 出 版 社 之 邀 ， 编 辑 出 版 了 《〈 哥 德 巴赫 猜 
想 》 一 书 ， 于 1984 年 面世 

美国 布 克 豪 司 出 版 社 要 华 先生 写 一 本 书 ， 总 结 他 这 许多 年 来 在 
中 国 工交 部 门 普及 应 用 数学 方法 的 书 . 他 将 这 一 写作 任务 交 给 了 
我 . 我 根据 他 过 去 发 表 的 文章 及 他 的 手稿 与 撰写 的 提纲 写 了 一 本 书 
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《在 中 华人 民 共 和 国 普 及 数学 方法 的 个 人 体会 ;， 于 1989 年 在 布 克 
豪 司 出 版 社 由 我 们 合作 发 表 . 可 惜 华 先生 未 能 见 到 书 的 出 版 . 

1985 年 ， 华 先生 不 幸 逝 世 ， 在 他 身 前 ， 我 曾 写 过 文章 介绍 他 
的 数论 工作 ， 登 于 斯 普 林 格 出 版 社 出 版 的 《华罗庚 文选 》 上， 得 到 
他 本 人 的 好 评 . 我 也 写 过 一 些 与 华罗庚 生平 有 关 的 其 他 文章 ， 这 使 
我 萌发 了 为 他 写 一 个 传记 的 念头 .他 的 学 术 成 就 ， 刻 苦 努 力 与 自学 
成 才 的 经 历 ， 热 爱 祖国 与 甘 为 人 梯 的 情操 ， 无 疑 对 后 人 有 激励 作 
用 . 我 将 这 一 想法 告诉 他 ， 他 表示 同意 . 以 后 他 又 给 了 我 一 张 纸 条 
写 有 他 本 人 和 希望 写 的 内 容 . 实际 上 ， 主 要 是 他 的 数学 工作 ， 此 外 ， 
只 涉及 到 在 “文革 ”中 ， 他 所 受到 的 迫害 ， 他 对 青年 的 关怀 与 他 所 
从 事 的 数学 普及 工作 .特别 说 到 ， 他 小 时 候 的 事情 就 不 要 写 了 

如 果 按 照 华 先 生 的 意见 来 写 ， 铠 怕 只 有 数学 专业 工作 者 会 有 兴 
趣 ， 对 他 们 可 能 有 些 参考 价值 ， 一 般 人 是 不 会 有 兴趣 的 .于 是 我 决 
定 较 全 面 地 写 一 下 . 除 他 的 学 术 工 作 外 ， 还 应 将 他 所 处 的 历史 背 
景 ， 他 的 老师 ， 朋 友 与 学 生 也 尽量 作 个 交代 .他 的 欢乐 ， 傍 律 与 动 
难 也 应 该 写 出 来 . 我 尽量 寻找 一 切 资 料 ， 特 别 ，1991 年 在 香港 中 
文大 学 访问 时 ， 我 充分 地 利用 了 该 校 “大 学 服务 中 心 ” 中 的 丰富 资 
料 . 我 对 当时 的 人 与 事 ， 反 复 加 以 核实 ， 务 求 真实 ， 写 作 过 程 中 ， 
我 还 得 到 了 华 先生 家 属 的 支持 与 帮助 ， 得 到 了 我 父亲 的 帮助 ， 他 以 
九 十 高 龄 为 我 搜集 资料 ， 审 阅 手稿 并 提出 意见 

共有 三 十 多 万 字 的 长 篇 传记 《华罗庚 》 终 于 在 1994 年 由 开明 
出 版 社 出 版 ， 第 一 次 印刷 一 万 多 本 . 同时 ， 台 湾 九 章 出 版 社 出 版 了 
繁体 字 版 二 千本 ， 均 销售 一 空 。 我 还 让 “希望 书库 ”无 偿 印 刷 一 万 
册 ， 供 农村 的 农民 与 学 生 阅 读 .本 书 出 版 后 颇 引 起 各 方面 ， 特 别 是 
知识 分 子 的 关注 . 江苏 电视 台 将 本 书 改编 为 八 集 电视 连续 剧 ， 已 于 
1998 年 在 中 央 电 视 台 一 台 与 八 台 各 播 过 了 一 次 . 斯 普 林 格 出 版 社 
决定 将 该 书 译 成 英文 与 日 文 出 版 英文 本 是 由 肖 文 杰 先 生 翻 译 的 ， 
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我 与 他 是 在 1979 年 达 勒 姆 会 议 上 相识 的 . 以 后 ， 他 曾 翻 译 过 〈 数 
论 导 引 》 并 帮助 我 修改 过 《代数 数 域 上 的 丢 番 图 方程 与 不 等 式 》 的 
英文 . 日 文本 是 由 村 上 信 看 先生 及 汉语 专家 仓 桥 幸 彦 先生 合 译 的 
我 与 村 上 信 吾 先生 是 1983 年 在 日 本 相识 的 ， 以 后 又 多 次 在 中 国 见 
过 面 . 

1996 年 以 后 ， 我 先后 应 湖南 教育 出 版 社 ， 斯 普 林 格 出 版 社 与 
山东 教育 出 版 社 之 约 ， 准 备 与 审 订 过 去 发 表 过 的 论文 与 报刊 文章 
准备 出 版 我 个 人 的 论文 选集 .1995 年 之 后 ， 我 开始 练习 毛笔 字 

除了 学 术 工作 之 外 ， 我 担负 了 一 些 行政 工作 .1984 至 1987 
年 ， 我 任 中 国 科学 院 数学 研究 所 所 长 .这 期 间 做 的 主要 工作 是 与 副 
所 长 杨 乐 一 起 提出 将 数学 所 办 成 面向 全 国 开放 的 开放 型 研究 所 ， 这 
一 倡议 得 到 了 科学 院 卢 嘉 锡 院 长 与 周 光 召 副 院 长 的 支持 ， 也 得 到 了 
中 国 数学 界 的 资深 数学 家 的 支持 ， 自 此 以 后 ， 数 学 所 为 国内 数学 
家 ， 特 别 是 边远 地 区 的 数学 家 提供 了 从 事 研 究 工作 与 交流 学 术 的 条 
件 ， 受 到 国内 数学 界 的 广泛 好 评 . 

1983 至 1987 年 ， 我 被 选 为 中 国 数学 会 副 理事 长 . 1988 年 至 
1992 年 任 中 国 数学 会 理事 长 .在 这 段 时 间 中 ， 我 着 力 抓 了 数学 的 
出 版 工作 : 我 尽量 邀请 中 国 数学 家 将 他 们 的 专长 与 贡献 写成 英文 专 
著 ， 并 送 到 国外 出 版 ， 从 而 将 一 批 数学 家 推 上 国际 数学 舞台 ; 主持 
翻译 出 版 原 苏联 数学 大 百科 全 书 ; 担任 《数学 学 报 》 主编 ， 并 主持 
改组 编 委 会 ， 使 之 年 轻 化 .我 先后 参与 并 筹划 了 由 数学 会 负责 评选 
的 由 亿 利 达 公司 捐资 的 陈省身 数学 奖 及 由 湖南 教育 出 版 社 捐资 的 华 
罗 庚 数学 奖 ， 我 参与 主持 了 在 北京 召开 的 第 31 届 国 际 数学 奥 林 匹 
克 比 赛 . 值得 一 提 的 是 我 主持 了 修改 中 国 数学 会 章程 ， 将 理事 长 不 
联 任 列 入 了 会 章 . 

我 于 1956 年 由 实习 研究 员 提升 为 助理 研究 员 ，1963 年 提升 为 
副 研 究 员 ，1978 年 提升 为 研究 员 ，1980 年 当选 为 中 国 科 学 院 数学 
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物理 学 部 委员 (院士 )，1992 至 1998 年 被 选 为 数学 物理 学 部 常委 ， 
1992 至 1996 年 被 选 为 数学 物理 学 部 副 主 任 ，1997 年 当选 为 中 国 科 
学 院 主席 委员 . 1986 至 1990 年 ， 当 选 为 中 国 科学 技术 协会 常委 委 
员 . 1986 年 以 后 任 全 国政 协 委员 .1982 年 ， 我 与 陈景润 及 潘 承 洞 
一 起 ， 由 于 哥 德 巴赫 猜想 的 研究 而 获得 国家 自然 科学 一 等 奖 . 1987 
年 与 华 先生 一 起 ， 由 于 数论 在 近似 分 析 中 的 应 用 研究 而 获得 陈嘉庚 
物质 科学 奖 . 1994 年 ， 我 获得 何 粱 何 利 数学 奖 ，1998 年 ， 接 受 香 
港 浸 会 大 学 授予 的 名 誉 理学 博士 . 


我 的 青少年 ” 


一 童 年 


我 出 生 时 ， 父 亲王 懋 勤 是 国民 政府 浙江 省 兰溪 县 县 长 ， 待 我 能 
记事 时 ， 父 亲 已 调 至 浙江 省 政府 民政 厅 第 一 科 科 长 .我 家 就 住 在 杭 
州 荷花 池 头 一 个 独门 独院 里 ， 在 我 们 的 亲戚 中 ， 我 们 家 的 经 济 较 富 
裕 ， 我 的 祖母 、 两 个 姑母 与 姑父 、 叔 权 都 和 我 们 住 在 一 起 ， 是 个 大 
家 庭 . 我 的 母亲 汪 级 秋 是 苏 北 宿迁 县 人 ， 忠 厚 老实 ， 由 于 我 弟弟 王 
克 只 比 我 小 一 岁 ， 由 我 母亲 带 ， 所 以 我 是 由 祖母 带 大 的 . 我 是 长 
子 ， 在 家 里 颇 受 宠爱 ， 我 在 四 岁 时 就 进入 幼稚 园 ， 听 说 我 很 采 觅 ， 
常常 独自 坐 在 墙角 里 咬 衣 服 尖 ， 等 着 家 里 人 接 我 回 家 

刚 入 小 学 ， 抗 日 战争 就 爆发 了 . 举 家 内 迁 . 到 那里 去 呢 ? 全 家 
坐 火 车 南 逃 ， 我 们 在 长 沙 停 了 一 个 月 .一 路 上 兵 匾 马 乱 ， 我 记得 见 
到 国 军 鞠 打 逃兵 ， 惨 不 忍 绕 . 以 后 又 继续 逃 到 柳州 ， 住 了 一 个 多 
月 . 那 时 ， 姑 父 与 叔叔 都 在 柳州 西南 公路 局 做 事 ， 在 他 们 帮助 下 
与 他 们 家 一 起 ， 坐 汽车 经 贵阳 到 了 重庆 

在 重庆 住 了 不 久 ， 就 遇 到 日 军 空袭 大 奢 炸 ， 我 们 家 只 能 驾 转 往 
乡下 搬 ， 最 后 落脚 在 江北 县 悦 来 场 . 这 时 我 已 十 岁 (1940 年 )， 我 
才 开始 正规 地 进 了 小 学 . 在 逃难 的 颠 繁 途中 ， 父 亲 教 我 语文 与 算 
术 ， 所 以 学 业 还 没有 完全 荒废 ， 这 样 一 共 上 了 两 年 小 学 就 毕业 了 


* 原 载 《中国 科学 院 院士 自述 》， 科 学 出 版 社 ，1996. 
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第 一 年 进 的 是 家 旁 的 一 个 小 学 ， 第 二 年 转 入 高 峰 寺 小 学 . 学 校 与 我 
的 家 隔 着 一 条 嘉陵 江 ， 我 与 王 克 就 住 校 了 ， 每 周 父亲 接 我 们 回 一 次 
家 

那 时 生活 极 苦 ， 吃 的 是 有 霉 味 的 平价 米 ， 米 里 还 有 不 少 杂 物 
需 仔细 挑选 后 ， 才 能 者 着 吃 ， 穿 的 是 平价 布 ， 由 我 父母 在 油灯 下 帮 
我 们 颖 .我 们 整 天 在 野外 玩 ， 抓 青蛙 ， 摸 鱼 ， 我 还 敢 抓 住 蛇 尾巴 
抖 一 拌 ， 它 就 不 动 了 

我 11 岁 时 ， 父 亲 借 来 一 本 儿童 读物 〈 爱 的 教育 )， 由 他 读 给 我 
听 ， 慢 慢 地 我 就 能 自己 读 了 . 我 被 书 中 充满 了 友爱 的 情节 深 深 感 
动 ， 人 是 需要 爱 的 ， 也 应 该 施 爱 于 他 人 

另 一 值得 记述 的 事 是 我 11 岁 时 ， 我 与 王 克 去 屋 后 面 的 水 池 帮 
家 里 抬 水 ， 三 岁 的 小 弟弟 王 光 跟着 我 们 去 玩 ， 他 不 慎 掉 进 了 水 池 ， 
我 那 时 还 不 会 游泳 ,就 裔 然 跳 进 水 里 ， 幸 好 水 只 齐 腰 深 ， 我 把 他 抱 
了 上 来 . 

二 中 学 

我 12 岁 时 ， 我 与 王 克 同 时 考取 了 位 于 合川 的 国立 二 中 ， 并 在 
某 假 学 会 了 游泳 ， 那 时 考取 二 中 是 一 件 令 人 羡慕 的 事 ， 杨 州 中 学 是 
二 中 的 老 底子 ， 绝 大 部 分 老师 与 同学 都 是 逃难 到 四 川 来 的 所 谓 “ 下 
江 人 ”， 大 家 格外 亲切 友爱 .我 们 住 校 ， 每 年 寒暑 假 才 回 家 .二 中 
就 像 一 座 音乐 学 校 ， 同 学 自己 将 竹子 锯 成 简 ， 蒙 上 蛇 皮 ， 做 成 二 
胡 ， 几 乎 人 人 拉 二 胡 ， 丝 竹 之 声 ， 充 满 了 学 校 ， 我 的 二 胡 是 我 们 班 
里 拉 得 最 好 的 ， 我 喜欢 刘 天 华 的 作品 “良宵 ",“ 病 中 吟 ", “空山 鸟 
语 ” 等 .我 也 喜欢 画 画 . 虽然 也 画 得 不 错 ， 但 我 只 会 临摹 ， 自 己 却 
创作 不 出 一 张 像样 子 的 画 来 . 我 还 喜欢 书法 ， 这些 方 面 ， 对 于 提高 
我 的 文化 素养 的 帮助 极 大 ， 正 课 中 我 最 喜欢 数学 与 英语 ， 我 喜欢 数 
学 理论 的 精确 与 严格 的 逻辑 推导 方法 ， 尤 其 喜欢 平面 几何 “假设 ， 
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求证 ， 证 明 ” 这 一 套 程式 ， 它 需要 我 们 对 矛盾 进行 细致 分 析 ， 逐 步 
深入 思考 ， 有 时 还 要 加 几 条 辅助 线 才能 证 明 出 结果 来 . 每 当 一 个 问 
题 经 过 反复 思考 后 ， 才 找到 了 解决 问题 的 线索 ， 总 能 给 我 带 来 喜悦 
与 满足 我 喜欢 英语 ， 这 是 由 于 接触 到 一 种 新 的 语言 ， 她 的 语法 与 
汉语 完全 不 同 ， 对 初学 者 是 较 困难 的 ， 这 样 反 而 激发 了 我 的 好 奇 心 
与 钻研 劲头 .我 不 喜欢 一 些 以 叙述 为 主 的 功课 ， 我 觉得 自己 看 看 书 
就 都 慌 了 .我 还 喜欢 一 些 课 外 活动 ， 如 到 野外 人 露营， 自己 支 个 锅 炒 
菜 煮 饭 吃 ， 晚 上 还 偷 营 ， 也 喜欢 到 周围 去 远足 

我 14 岁 时 ， 父 亲 醇 去 国民 党 党 部 工作 ， 去 中 央 研 究 院 工作 ， 
历任 总 务 主任 ， 主 任 秘书 等 职 ， 我 们 家 仍 住 在 悦 来 场 . 我 16 岁 时 ， 
国立 二 中 奉命 解散 ， 迁 回 江苏 省 丹阳 县 ， 我 即 离 校 随 家 里 搬 至 重庆 
中 央 研 究 院 宿舍 住 ， 在 那里 等 候 迁 回 南京 ， 那 时 父亲 已 先期 到 南京 
接收 ， 我 们 家 的 斜 对 门 住 着 建筑 学 家 梁思成 ， 我 们 两 家 都 只 有 一 间 
房子 ， 每 天 看 到 他 这 位 瘦弱 的 老人 ， 不 是 躺 在 床上 看 书 ， 就 是 坐 在 
打字 机 旁 打 论文 ， 他 的 勤奋 与 刻苦 ， 给 我 留 下 了 终身 难忘 的 印象 

我 16 岁 时 ， 全 家 搬 至 南京 ， 住 在 中 央 研 究 院 成 贤 街 宿舍 .我 
转 入 南京 社 教 附 中 〈 后 改 为 市 立 六 中 ) 就 读 . 我 们 家 的 邻居 有 天 文 
学 家 张钰 哲 ， 气 象 学 家 赵 九 章 ， 历 史学 家 传 斯 年 ， 经 济 学 家 邬 宝 三 
等 ， 那 时 国民 党 很 腐败 ， 物 价 不 断 上 涨 ， 可 是 这 些 科学 家 仍然 坚持 
科学 研究 ， 过 着 清贫 与 困难 的 生活 ， 他 们 是 高 尚 的 人 ， 由 于 社会 的 
动乱 ， 我 又 看 了 较 多 的 美国 文艺 电影 ， 再 加 上 我 的 功课 中 只 有 数学 
与 英语 较 好 ， 我 18 岁 时 ， 高 中 毕业 了 ， 我 报考 了 六 所 大 学 ， 只 有 
英 士 大 学 与 安徽 大 学 录取 了 我 与 王 克 . 到 这 个 时 候 ， 我 才 后 悔 没有 
好 好 读书 . 


三 大 学 
进 了 人 金华 英 士 大 学 数学 系 后 ， 我 感到 很 失望 : 没有 正规 校舍 ， 
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亦 无 甚 图 书 设备 ， 连 课 也 开 不 齐全 .不 到 半年 ， 解 放 军 就 渡 江 了 . 
那 时 父亲 已 随 中 央 研 究 院 机 关 去 了 广州 ， 屡 次 来 信 催 我 们 南下 . 目 
睹 国民 党 的 腐败 ， 兵 败 如 山 倒 ， 看 来 气 数 已 尽 了 ， 又 听 说 北大 ， 清 
华 均 已 恢复 召 生 上 课 ， 所 以 我 们 决定 留 校 等 待 解放 ， 再 全 家 团圆 ， 
然后 重新 参加 高 考 ， 改 变 我 的 处 境 . 

金华 解放 后 ， 好 运气 来 了 ， 英 大 理工 科学 生 被 并 入 南方 的 最 高 
学 府 之 一 浙江 大 学 继续 就 读 . 金华 这 一 年 ， 我 们 基本 上 没有 上 课 
到 了 浙大 ， 是 再 上 一 年 级 ， 还 是 上 二 年 级 ? 我 决心 闻 一 闻 ! 这 一 
年 ， 我 选 了 九 门 课 . 经 一 年 拼搏 ， 我 门 门 都 得 到 了 高 分 .我 一 既成 
为 浙大 的 高 材 生 了 . 

浙大 在 美丽 的 杭州 ， 人 杰 地 灵 . 尤其 是 她 有 一 批 著名 学 者 ， 如 
我 们 数学 系 的 分 析 学 家 陈 建 功 ， 几 何 学 家 苏 步 青 ; 我 们 理学 院 还 有 
核 物理 学 家 王 洽 昌 ， 有 机 化 学 家 王 襄 仁 ， 遗 传 学 家 谈 家 桢 等 ， 我 听 
到 陈 建 功 ， 卢 庆 骏 ， 张 素 诚 ， 徐 瑞 云 ， 白 正 国 ， 郭 本 铁 等 教授 的 精 
采 讲 课 . 特别 那 时 陈 老 与 苏 老 都 已 年 过 半 百 ， 仍 从 字母 开始 学 习 俄 
语 ， 直 到 能 翻译 俄 文 数学 书 ， 他 们 跟 年 轻 教师 一 道 组 织 讨论 班 ， 互 
相 切 磋 . 这 种 精神 深 深 地 教育 了 我 

在 浙大 期 间 ， 家 里 已 不 能 接济 我 们 ， 除 免 去 学 费 与 食 宿 费 外 
生活 费用 方面 ， 我 曾 得 到 父亲 的 同事 与 亲 威 的 资助 ， 中 央 研 究 院 代 
理 总 干事 ， 物 理学 家 钱 临 照 就 给 我 们 寄 过 钱 ， 我 还 参加 半 工 半 读 
如 改 低 年 级 同学 的 习题 本 及 理发 等 

来 浙大 的 第 三 年 ， 我 参加 了 陈 老 与 苏 老 独创 的 在 教师 指导 下 的 
学 生 数 学 讨论 班 .我 在 讨论 班 上 报告 了 英 革 姆 著 《素数 分 布 理论 》. 
从 第 三 年 开始 ， 每 周 我 就 只 听 四 、 五 节 课 ， 其 余 时 间 都 自学 数学 
来 浙大 的 第 一 年 ， 我 还 参加 过 学 校 的 小 提琴 队 ， 以 后 我 就 毅然 放弃 
了 这 些 业余 爱好 ， 将 全 部 身心 都 投入 到 数学 的 学 习 ， 三 年 很 快 过 去 
了 .由 于 我 的 学 习 成 绩优 良 ， 陈 老 与 苏 老 推荐 我 来 科学 院 工作 


我 的 青少年 491 


好 运气 又 来 了 ， 那 时 数学 家 华罗庚 已 回国 ， 出 任 数学 所 所 长 . 
他 那 时 刚 过 四 十 岁 ， 年 富力 强 . 我 幸运 地 拜 他 为 师 ， 向 他 学 习 数 
论 . 从 此 以 后 ， 我 走 上 了 一 条 通常 数学 家 所 走 之 路 . 


我 与 数学 


当 一 个 人 在 某 方面 小 有 成 就 时 ， 人 们 就 会 对 他 是 否 在 小 时 候 就 
有 某 方面 的 特殊 才能 或 经 历 感到 兴趣 . 这 也 是 人 之 常情 ， 但 实际 
上 ， 常 常 不 见得 有 什么 特殊 才能 

从 我 记事 时 起 ， 知 道 我 家 住 杭州 .父亲 是 省 政府 的 一 个 科 长 ， 
家 境 较 富裕 .我 七 岁 时 ， 抗 日 战争 爆发 . 父亲 辞职 ， 举 家 向 内 地 远 
难 . 途经 浙江 、 江 西 、 湖 南 、 广 西 、 贵 州 ， 经 过 几 个 月 的 跨 涉 ， 才 
逃 到 了 四 川 重庆 ， 受 尽 艰辛 . 虽然 父亲 在 重庆 又 重新 就 业 ， 但 抗战 
时 期 的 生活 是 非常 艰苦 的 ， 在 重庆 住 了 不 久 ， 就 磁 上 了 日 完 的 大 变 
炸 ， 我 们 家 不 得 不 向 乡下 搬 . 一 直到 抗战 胜利 搬 回 南京 的 八 年 中 ， 
我 们 家 都 住 在 江北 县 的 农村 ， 大 部 分 时 间 住 在 悦 来 场 . 

由 于 经 常 搬家 ， 在 小 学 的 六 年 中 ， 我 大 概 正规 在 校 的 时 间 还 不 
足 三 年 ， 其 余 时 间 都 是 父亲 在 家 里 教 我 .我 经 常 跳级 ， 所 以 仍 在 我 
12 岁 时 ， 小 学 毕业 .我 父亲 没有 念 过 正规 大 学 ， 是 自学 成 才 ， 通 
过 浙江 省 公务 员 考试 而 逐渐 步 入 仕途 的 ， 母 亲 是 家 庭 妇 女 ， 大 约 是 
小 学 文化 程度 .父亲 很 聪明 ， 可 以 教 我 小 学 的 语文 与 算术 ， 但 算术 
的 道理 深究 一 下 ， 他 就 说 不 清 了 

我 小 时 候 很 爱 玩 ， 我 还 有 两 个 弟弟 与 两 个 妹妹 .父亲 要 工作 
母亲 要 操持 一 家 人 的 吃饭 与 穿 衣 ， 无 暇 管 我 们 .乡下 很 好 玩 ， 抓 青 


。 原 载 (第 二 课堂 )， 广 东 教 育 厅 ，5，1998,，4 一 6 
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蛙 ， 抓 鱼 ， 豚 树 摘 果子 ， 游 瀛 等 ， 我 都 很 喜欢 .小 学 时 ， 我 对 数学 
既 谈 不 上 讨厌 ， 也 谈 不 上 特殊 爱好 . 

我 就 记得 我 接受 一 个 新 的 数学 概念 总 比 别人 慢 一 些 ， 倒 不 完全 
由 于 我 的 脑子 笨 ， 我 不 愿意 盲目 地 死记 硬 背 , “ 套 公式 "， 而 是 要 打 
破 锅子 问 到 底 ， 弄 懂 其 中 的 道理 ， 所 以 往往 需要 一 个 较 长 时 间 的 思 
考 ， 才 能 逐渐 体会 与 了 解 ， 因 此 ， 一 旦 掌握 了 就 比较 牢固， 例如 我 
第 一 次 感到 困难 的 是 学 习 分 数 ， 弄 不 懂 为 什么 分 数 加 减 必需 先 通 
分 ， 其 实 是 不 了 解 分 数 的 含义 ， 例 如 为 什么 二 分 之 一 等 于 四 分 之 二 
呢 ? 我 就 不 明白 ， 恺 怕 至 少 经 过 了 半年 ， 我 才 逐 渐 明白 了 ， 原 来 一 
张 饼 切 成 两 块 ， 其 中 的 一 块 就 等 于 将 一 张 饼 切 成 四 块 中 的 两 块 是 一 
样 的 ， 也 就 是 说 ， 分 数 的 分 子 与 分 母 各 乘 一 个 相同 的 非 堆 数 之 后 ， 
分 数 是 不 变 的 ， 这 样 一 来 ， 分 数 的 运算 规则 也 就 自然 懂得 了 

在 小 学 的 最 后 一 年 里 ， 学 的 是 “四 则 杂 题 ”解法 ， 其 中 最 典型 
的 问题 是 “ 鸡 兔 同 乱 ” 问 题 . 例如 一 个 笼子 里 放 有 鸡 与 兔子 共 8 
只 ， 它 们 共有 20 只 脚 ， 问 鸡 与 兔子 各 多 少 只 ? 我 不 愿意 套用 老师 
教 的 解 题 公式 ， 因 为 我 不 明白 这 个 公式 的 来 由 ! 慢 慢 地 我 想到 了 ， 
如 果 8 只 都 是 鸡 ， 那 么 应 该 是 16 只 脚 ， 可 见 一 定 有 兔子 ， 于 是 减 
少 一 只 鸡 ， 即 7 只 鸡 ， 一 只 兔子 ， 这 时 共 18 只 脚 ， 再 减 一 只 鸡 ， 
即 6 只 鸡 ， 两 只 兔子 ， 这 时 正好 20 只 脚 ， 我 就 是 用 这 种 策 的 推移 
法 解决 了 这 类 问题 的 . 再 回 过 头 去 看 看 书 上 的 公式 也 就 容易 了 解 
了 . 就 这 样 举一反三 ， 我 就 会 解 一 些 别 的 类 型 的 “四 则 杂 题 "， 没 
有 公式 的 问题 也 难 不 倒 我 每 当 我 有 了 新 的 体会 时 ， 总 是 给 我 带 来 
莫大 的 喜悦 与 满足 ， 抗 战 时 期 ， 好 的 中 学 很 少 ， 我 考取 了 当时 最 好 
的 国立 二 中 与 中 大 附中 

我 进 了 位 于 合川 县 的 国立 二 中 ， 每 当 寒暑 假 才 回 家 ， 念 了 四 
年 ， 回 到 南京 又 读 了 二 年 ， 毕 业 于 南京 市 立 六 中 .中 学 这 六 年 是 正 
规 念 的 ， 在 中 学 阶段 ， 我 的 兴趣 很 广 ， 喜 欢 拉 二 胡 ， 绘 画 与 书法 
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还 喜欢 看 小 说 ， 下 象棋 ， 打 桥牌 与 游泳 等 在 初中 时 的 英语 ， 作 文 
与 书法 比赛 中 ， 我 都 拿 过 名 次 . 但 有 不 少 功课 ， 我 的 考试 成 绩 并 不 
好 ， 所 以 总 成 绩 仍 属 中 等 . 

数学 是 我 爱好 的 一 门 功课 , 我 接受 新 概念 仍 很 慢 , 但 经 过 一 段 思 
考 之 后 ,总 是 掌握 得 很 牢固 , 例如 当 学 到 代数 时 ,我 非常 兴奋 地 看 到 
小 学 时 非常 困难 的 “四 则 杂 题 "怎么 变 得 这 么 容易 . 只 要 列 出 方程 就 
可 以 立即 解 出 答案 来 .我 更 喜欢 平面 几何 的 严格 推理 及 “假设 ,求证 ， 
证 明 " 这 一 套 程式 .在 高 中 时 学 了 三 角 课 , 我 很 高 兴 地 看 到 了 直角 三 
角形 边 与 角 的 关系 的 实际 应 用 , 例如 可 以 测量 房子 的 高 度 与 河 的 宽 
度 .学 了 解析 几何 , 我 又 一 次 兴奋 地 看 到 用 代数 方法 可 以 很 容易 地 解 
决 一 些 困难 的 平面 几何 问题 ,几乎 可 以 不 要 动脑 子 了 . 在 南京 的 两 年 
中 ,我 看 了 过 多 的 电影 , 不 算 很 用 功 , 所 以 只 考 上 了 英 士 大 学 与 安徽 
大 学 的 数学 系 .父亲 希望 我 成 为 科学 家 , 见 到 我 对 数学 爱好 , 就 鼓励 
我 考 数 学 系 . 另 一 方面 ,数学 系 也 是 一 个 冷门 , 比较 容易 考 上 . 

在 英 士 大 学 读 了 一 年 ， 金 华 解放 了 ， 我 的 第 一 次 好 运 来 了 ， 我 
随 英 士 大 学 并 入 南方 最 有 名 的 浙江 大 学 数学 系 就 读 ， 那 时 我 19 岁 ， 
浙大 数学 系 有 良好 的 学 术 环境 ， 陈 建功 院士 与 苏 步 青 院 士 长 期 在 那 
里 工作 .我 几乎 放弃 了 一 切 业余 爱好 ， 全 身心 地 投入 于 数学 学 习 . 
由 于 我 善于 认真 思考 每 一 个 新 的 概念 ， 所 以 掌握 得 很 牢 ， 而 且 我 还 
不 停 地 将 新 的 知识 与 过 去 的 知识 加 以 比较 与 总 结 . 浙大 虽 有 良好 的 
老师 ， 但 我 更 愿意 依赖 自己 的 思考 与 努力 ， 因 此 独立 工作 与 学 习 的 
能 力 愈 来 愈 强 了 . 

大 学 毕业 了 ， 陈 、 苏 两 位 老师 推荐 我 到 华罗庚 院士 那里 工作 . 
我 的 第 二 次 好 运 降临 了 ， 政 府 分 配 我 来 中 国 科学 院 数学 研究 所 工 
作 ， 师 从 华罗庚 院士 ， 研 究 数论 ， 由 于 我 在 大 学 得 到 了 较 好 的 基础 
训练 及 我 的 独立 学 习 与 研究 的 能 力 较 强 ， 在 华 老师 指点 下 ， 很 快 作 
出 了 成 绩 . 从 此 走 上 了 一 条 数学 家 通常 走 的 路 . 


回忆 在 南京 的 日 子 ” 


1946 年 秋 至 1948 年 秋 ， 我 是 在 南京 度 过 的 ， 在 市 六 中 读 完了 
高 中 . 

在 此 之 前 ， 我 随 家 人 逃难 在 四 川 ， 在 那里 住 了 八 年 . 当 抗战 胜 
利 的 消息 传 来 ， 而 我 们 终于 踏 上 回 乡 的 归程 ， 那 心情 ， 是 多 么 的 激 
动 啊 ! 盼 啊 ， 盼 啊 ， 我 们 终于 在 南京 安 下 了 家 . 我 家 当时 住 在 鸡 鸣 
寺 路 一 号 ， 中 央 研 究 院 宿 舍 ， 门 对 面 就 是 中 央 大 学 ， 南京 的 一 切 对 
我 都 是 那样 的 新 鲜 ， 梭 伟 庄严 的 中 山陵 、 幽 静 旷 锡 的 明 孝 陵 、 风 景 
秀丽 的 玄武 湖 ， 都 是 我 和 同学 们 常 去 的 地 方 ， 每 天 上 学 ， 我 还 两 次 
路 过 新 街 口 。 那 时 ， 孙 中 山 的 铜 像 还 立 在 新 街 口 广场 中 央 . 每 次 路 
过 ， 都 好 像 孙 先 生 在 和 我 打招呼 . 南京 夫子 庙 古 色 古 香 的 小 店 ， 以 
及 各 种 游艺 场所 ， 也 常常 令 我 留连 忘 返 . 经 过 了 八 年 逃难 生活 的 
我 ， 是 多 么 希望 从 此 过 上 一 段 太平 的 日 子 啊 

可 是 国民 党 反动 派 却 加 紧 准 备 打 内 战 ， 物 价 天 天 上 涨 ， 日 子 真 
难 振 啊 ， 和 爸爸 刚 发 薪 ， 全 家 立刻 出 动 ， 分 头 抢购 柴米油盐 ， 因 为 物 
价 早晚 是 不 一 样 的 ， 还 要 把 剩 下 的 法 票 兑换 成 “ 圳 大 头 ”( 即 银元 ) 
以 避免 贬值 

我 和 同学 们 还 常 到 对 门 的 中 央 大 学 里 去 玩 ， 在 里 面 理发 、 游 
泳 、 看 表演 . 有 时 也 见 到 大 哥哥 大 姐姐 们 集会 ， 反 对 国民 党 发 动 内 


* 原 载 《 南 京 日 报 )，1983 年 10 月 8 日 


496 王 元 论 哥 德 巴赫 猜想 


战 . 那 时 候 ， 国 内 阶级 矛盾 异常 尖锐 ， 一 方面 是 哀 鸿 遍野 ， 民 不 聊 
生 ， 一 方面 是 贪官 污 吏 大 发 国难 财 ， 整 日 花 天 酒 地 ， 作 威 作 福 . 日 
寇 入 侵 ， 大 片 国土 沦陷 ， 国 民 党 不 战 而 退 .等 到 共产 党 领导 人 民 打 
败 了 日 本 侵略 者 ， 国 民 党 却 出 来 争 天 下 ， 吃 天 下 了 那 时 我 年 纪 不 
大 ， 就 觉得 国民 党 真是 既 腐 败 无 能 ， 又 赛 廉 鲜 耻 . 

那 时 我 还 懂事 不 多 ， 但 总 觉得 国家 前 途 、 家 庭 前 途 、 个 人 前 途 
茫茫 然 ， 再 加 上 我 贪 玩 ， 爱 看 电影 ， 就 这 样 稀里糊涂 混 毕业 了 . 

毕业 时 ， 我 才 猛 省 自己 没有 好 好 读书 ， 但 后 来 总 算 考取 了 两 个 
最 差 的 大 学 . 我 选择 了 浙江 金华 的 英 士 大 学 . 1948 年 秋 ， 我 带 着 
茫茫 然 的 心情 ， 悄 悄 地 离开 了 下 关 车 站 . 
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